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RESUMEN

La comunidad cientifica ha aceptado, por mucho tiempo, que la matematica es
el lenguaje de la naturaleza y por ello los numerales y sus operaciones han sido
fundamento del cientificismo y su método estocéstico. Sin embargo, hay fendmenos
que se presentan ininteligibles a la luz del conocimiento matematico de dimension
entera y en consecuencia, emergié un movimiento que advierte el método alejado de
los modelos numerales por dudar en su fiabilidad de representacién de los fendmenos
inconmensurables. El presente estudio es una investigacion de tipo descriptiva de
caracter cualitativo y tiene el propdsito de descubrir el enlace conceptual existente
entre la geometria fractal y la geometria hiperbdlica, partiendo de los puntos de
sedicion introducido por Lobachevsky y Mandelbrot, observado desde la perspectiva
conceptual de la cognicion cuantica. En este sentido se administraron instrumentos
para determinar la percepcién geométrica de estudiante y profesores pertenecientes a
la Facultad de Ingenieria de la Universidad de Carabobo. Luego se analizo la
informacidn para asi conjeturar sobre el potencial de la disciplina como germen de
métodos y modelos conceptuales novedosos mas aproximativos a la verdad y
naturaleza de la realidad.

Descriptores: Geometria Fractal, Geometria Hiperbdlica, Modelos Matematicos, Con-
ceptos, Racionalidad Conceptual.



CAPITULO |

EL PROBLEMA

El concepto de ciencia fortalecido a través de los afios, entendido como el
conjunto de conocimientos que tiene un objeto determinado y reconocido, que
ademas emplea un método o métodos propios (Florian, 2002); sera el principal
fundamento de analisis, que permitird dilucidar los elementos que componen el
nucleo de la situacion problematica que pretende abordar la siguiente investigacion.

La luz que marca el camino hacia la busqueda de la verdad, permite observar
lo que es La Ciencia, a través de los ojos de la siguiente afirmacién: “Consiste en dar
con explicaciones satisfactorias de todo aquello que nos parece precisar una
explicacion” (Popper, 1972, p. 180). Esto constituye lo que el autor citado
anteriormente denomina un sistema de teorias, dibujando una estructura muy
compleja en la cual se fundamenta todo conocimiento cientifico. Pero a medida que
transcurren los afos, la experiencia ha develado que no toda estructura es perfecta.

Lo anterior se ve reflejado en el panorama cientifico actual, y las
imperfecciones trascienden la multidisciplinariedad de las ciencias. En el periodo
historico correspondiente a la ultima década del siglo XX, la duda, la perplejidad, la
inseguridad, y una incertidumbre generalizada, se ha arraigado en toda mente
profundamente reflexiva. No solamente se estd de cara a una crisis de los
fundamentos del conocimiento cientifico, sino también filosofico y, en general, ante
una crisis de los fundamentos del pensamiento. Este escenario impone a todos un
deber histérico ineludible, especialmente a las personas que transitan por el arduo
sendero de la educacion. (Martinez, 1997).

Muchos investigadores, en la actualidad, han coincidido en que uno de los
posibles objetivos principales en la educacién, es vislumbrar la necesidad de una
racionalidad conceptual diferente y adoptar una nueva postura epistemolégica. De
esta manera surge siempre la pregunta ;qué tipo de ser humano se desea formar?

Este problema, que se ubica en el &mbito de la antropologia filoséfica, parte desde las



inquietudes socraticas por el ser y llega hasta nuestros dias. El tedrico de la educacion
debe consultar y dar aproximaciones teoricas en el area de la epistemologia de tal
manera que siempre se generen nuevas maneras de pensar en torno a la ciencia y al
hombre. Esta, a su vez, servird de base a la idea esencial de la educacion y a una
concepcion fundamental sobre sus medios. (Martinez, 2006).

De la misma manera, el estudio de los conceptos fundamentales es una
actividad fundamental para el desarrollo cientifico, de hecho para algunos teéricos, es
el principio y es el fin del proceso. La construccion de nuevos conceptos, la
ampliacion, el mejoramiento y el interrelacionar los que ya existen, es la verdadera
clave del desarrollo de la ciencia. De esa manera se pudiera interpretar la siguiente
cita: "Estoy plenamente convencido de que no es posible entender el crecimiento
bioldgico sin una comprension de la estructura conceptual de la biologia". (Mayr y
Williams,1998, p.23). En el mismo orden de ideas, expresa también el autor anterior,
que la comprension del mundo recorre el mismo camino que el sendero del
perfeccionamiento de los conceptos; no el de la acumulacion de descubrimientos. Sin
embargo ambos procesos no son excluyentes.

Kuhn (1971), en su obra “La estructura de las revoluciones cientificas”
expresa que en el trascurrir historico de la ciencia, el desarrollo viene estrictamente
representado por el cambio del significado de algunos conceptos fundamentales. Por
ejemplo, el concepto de movimiento en la época de Aristoteles, no es el mismo que el
concepto de movimiento en la fisica newtoniana. Se podria también hacer la analogia
con el concepto de dimension, antes y después de Poincaré. Ahora bien, pero ¢de qué
manera estos argumentos inciden en el proceso educativo, la psicologia del
aprendizaje y la pedagogia? Para argumentar un poco esta pregunta se transitara de
manera sucinta por tres teorias. Para Aussubel (1983), en su teoria de adquisicién
significativa, los conceptos son los constituyentes del conocimiento previo
fundamental para el proceso de aprendizaje. De hecho para él, el ser humano se
desenvuelve en un mundo de conceptos. Esto ultimo se fundamenta en la siguiente

cita: " Cualquiera que se detenga lo suficiente para concederle al problema algun



pensamiento serio, no podria eludir la conclusién de que el hombre vive en mundo de
conceptos en lugar de objetos, acontecimientos y situaciones.” (Aussubel, 1983, p.87)

Por otro lado Vergnaud (1990), mentor de la teoria de los campos
conceptuales, argumenta que el proceso de conceptualizacién es el nucleo del
desarrollo cognitivo. Por esta razon se debe estudiar a fondo los aspectos
conceptuales de los esquemas y analizar cada una de las situaciones conceptuales que
Ileva a cabo es el sujeto al momento del aprendizaje de los esquemas.

De manera similar y con argumento mas contundente Fodor (1999), sentencia
que una teoria de los conceptos seria el ndcleo de la ciencia cognitiva; esta Gltima
desde un enfoque atomista. Es decir, defiende la tesis de que los conceptos son
particulares mentales, que implica que el hecho de tener un concepto esté constituido
por tener un particular mental y no por rasgos ni capacidades mentales. Su vision es
representacional y computacional englobando una teoria que considera a los
conceptos como atomos del pensamiento. Fodor (ob.cit.)

Fodor (ob.cit.) propone, en ese trabajo, una ontologia del concepto en donde
se pregunta ¢Qué clase de cosas son los conceptos y qué teoria se puede construir
sobre ellos? Este responde a esa pregunta tomando como referencia ciertas hipGtesis
que ha ido defendiendo durante la mayor parte de su vida, construyendo a partir de
ella una psicologia cientifica, basada en su teoria representacional de la mente. Esta
teoria, en su forma mas genérica, sostiene que pensamos en un sistema de
representaciones mentales muy similar al lenguaje y que las configuraciones
neuronales que producen nuestras creencias, deseos o intenciones, son una especie de
proposiciones del lenguaje natural ya que las partes que constituyen su estructura

poseen una consistencia y significado.

La segunda hipotesis elaborada més especificamente en este libro, se refiere a
lo que el autor llama atomismo conceptual, en donde defiende el funcionalismo
mental contra el materialismo reduccionista, pretendiendo este Gltimo derivar las
teorias psicologicas puramente de los mecanismos neuronales. Sus investigaciones

ofrecen nuevos enfoques logicos sobre la causalidad mental y dan luz, con
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argumentos actuales, a numerosos aspectos de la tradicion metafisica clasica y
moderna.

En la actualidad, y afinando la temaética de tal manera de introducirnos en el
ambito de la Educacion Matemética, se puede afirmar que ésta dltima ha alcanzado
un grado de madurez tal que le permite afirmarse con identidad propia en el conjunto
armonico de las ciencias sociales; ademas, ha podido delimitar el espacio de los
problemas que le son inherentemente propios; y, adicionalmente, ha logrado decantar
los abordajes metodolégicos pertinentes y adecuados para la indagacién de dichos

problemas, en una perspectiva que es pluriparadigmatica.(Gonzélez, 2004)

Es asi como la educacion matematica es una ciencia cuyo programa esta
constituido por elementos fundamentales que profundizan tanto en las ciencias
cognitivas como en la epistemologia. A su vez el proceso pedagogico y el de la
didactica en general esta constituido por teorias de aprendizaje y teorias que analizan
la estructura del conocimiento cientifico. Visto de esta manera, los argumentos que
expresan los tedricos anteriores, evidencian lo impregnada que se encuentra esta area
de un constante analisis de los conceptos fundamentales.

Esto induce a pensar que tanto por el camino de la ciencias de la educacion
como por el camino de la matematica existe un proceso de transformacion constante
del cuerpo tedrico que obliga a buscar luces en el ambito de la racionalidad
conceptual, siendo ésta pilar fundamental de la ciencia, y en particular de la
Educacion Matematica.

De estas ideas se desprende, de una manera dialéctica mas que causal, una
dimension importante de la problematica en la educacion matematica, y es que en las
Ultimas décadas, especialmente a partir de la crisis de conciencia que sacudio al
mundo de las ciencias en los afios cincuenta, el convencimiento de que los problemas
propios de la investigacion cientifica (en el campo de las Ciencias Sociales o en el
campo de las Ciencias Naturales) rebasan el &mbito de lo meramente instrumental, es
cada vez mas firme. (Villegas y Gonzalez, 2008). Es asi como se puede afirmar que
los problemas de la ciencia y en particular en la Educacion Matemética no son
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exclusivamente empiricos, y que las bases sobre las que se sostiene el edificio de la
investigacion contemporanea deben buscarse en un lugar menos reduccionista y
mucho mas complejo. (Villegas y Gonzélez, 2008).

En el mismo orden de ideas, existe una relacion estrecha con la estructura
curricular que se maneja actualmente en el contexto de la educacion superior; y mas
aun con el que esta por venir; la cual sera una estructura curricular de un modelo
educativo por competencia. Hay algunas competencias como la capacidad de
aprender, la de analisis y de sintesis, que son comunes en casi todas las titulaciones y
mas en una sociedad que estd en constante transformacion. (Villegas y Gonzalez,
2008).

Esto dltimo aunado con la primera dimension del problema planteado, nos dan
un panorama bastante gris en lo que respecta a la investigacion en educacion
matematica en Venezuela, vislumbrandose la fragilidad y la crisis, en los fundamentos
del conocimiento cientifico y en fundamentos del pensamiento. Por lo tanto es
necesario, darle altura y nivel a nuestro sentido comun, produciendo historiografia y
epistemologia en lo que respecta a los fundamentos en el area de las matemaéticas,
para que el docente adquiera las categorias conceptuales necesarias para
problematizar y proponer aproximaciones tedricas del como debe ser la educacion
matematica y profesional a nivel superior, en un contexto amplio de discusién
académica que permita compartir diferentes visiones.

Lo sostenido en el Gltimo parrafo estd impregnado de una problematica que
emerge al inicio del tercer milenio de la era cristiana, que consiste en que la cultura
humana se debate en un proceso de transmutacion civilizatoria con fundamento en la
incertidumbre respecto de la realidad, la duda sobre el conocimiento y el
cuestionamiento de la verdad, tal como ha sido aceptada por siglos. Esto es
ocasionado por la deteccion de vacios, contradicciones y omisiones aparecidas en las
explicaciones cosmoldgicas del hombre y su circunstancia. En ese sentido, la
sociedad actual se encuentra bajo el influjo de un nuevo periodo de transicién dirigido
a la revision y reconstruccion de todo tipo de concepciones de indole filosofica,
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cientifica y humanistica que lucen hoy agotadas (Garcia, 2007; Capra, 1998; Popper,
1972; Wallerstein, 2004).

Al respecto, cuando se analiza, se estudia y se cuestiona el origen de un
determinado conocimiento que ha sido fundamento de la ciencia durante mucho
tiempo, es cuando comienzan las trasformaciones de concepcion en la comunidad
cientifica, con implicaciones impredecibles en diferentes campos del saber. Por
ejemplo, recientemente Bart Kosko (1995) presentd su libro Pensamiento Borroso
con la siguiente idea introductoria : “Un dia supe que la ciencia no es verdad. No
recuerdo que dia, si el momento. El Dios del siglo XX ya no era Dios” (Kosko,1995
p. 17). Como la sentencia sugiere, este tipo de conjeturas subvierte el orden
establecido e invita a redimensionar el cuerpo de creencias y significados sobre
cualquier disciplina.

Es logico pensar que el estudiar a profundidad una corriente emergente, se
generan concepciones revolucionarias que vienen a cambiar estructuras de
pensamiento en lo referente a como el ser humano ha advertido la realidad. La ciencia
no escapa del proceso de ajuste que involucra la idea anterior. En toda etapa de la
ciencia siempre existen nociones, matrices de opinién validadas que regulan vy
controlan la linea de pensamiento, pero llega un momento en que estas estructuras de
pensamiento se perfilan incompletas o erradas y, al no adaptarse muy bien a la
realidad, comienzan a ser cuestionadas. Es cuando la ciencia comienza una etapa de
crisis, con desequilibrio y revision por parte de la comunidad cientifica; la cual toma
en cuenta nuevas tendencias y en consecuencia emerge un nuevo paradigma. (Khun,
1971).

Este proceso de cuestionamiento conceptual es histéricamente intermitente e
iterativo. EI mismo, resulta de la aparicion de algun punto crucial de sedicién en el
cual se toma conciencia de la inexactitud del modelo imperante para explicar algin
evento o fendbmeno. Por ejemplo, hace un siglo el principio de incertidumbre de
Heisenberg dio al traste con el modelo atbmico determinista y ordenado de la materia,
la légica intuicionista de Brower quebrantd la estabilidad binaria de la ldgica

aristotélica, la relatividad de Einstein derrumbo el absolutismo realista. También, las
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paradojas de Russel liquidarian su propia pretension de reunir toda la matematica en
una sola concepcion conjuntista. El principio de incompletitud de Godel terminaria
con la utopia de un sistema matematico universal exacto y perfecto pretendido por
Hilbert, y entre otros, Poincaré afianzaria las bases para abrir paso a una geometria no
Euclideana.

Pareciera que los matematicos y los artistas desde sus perspectivas
particulares visualizan y anticipan las tendencias de cambio en objetos clave. La
matematica no esta al margen del proceso descrito anteriormente y en particular la
geometria es también una disciplina que con el paso del tiempo ha experimentado
periodos de crisis en donde nuevas tendencias han abierto un abanico de senderos, no
conducentes a una verdad ultima, sino conducentes a alimentar una gama de nuevos
conocimientos, conceptos y modelos epistemoldgicos de la representacion espacial
que ayudan a la mejor compresion de la realidad.

En el area de la geometria es necesario asignar un justo valor a las nuevas
tendencias en donde se fundamenta la geometria; para esto es pertinente conocer las
raices que engendraron uno de los dogmas mas imponentes en lo que refiere a la
manera de concebir la matemética. Estamos hablando de la Geometria Euclidiana,
cuerpo de conocimientos geomeétricos que hasta hace muy poco estuvo dominando el
pensamiento no so6lo en el campo de la geometria, si no en la matematica y hasta en
la completitud de la ciencia. Esta manera de pensar surge hacia 300 a.C, con la
construccion del libro producto de la matematica griega llamado Los Elementos;
comentario que se puede sustentar con la siguiente cita, relacionada con la naturaleza
de la geometria antigua:

“...Con la consiguiente estructuracion rigida de la matematica griega
elemental en la enciclopédica obra de Los Elementos de Euclides, que
establece como paradigma un estilo sintético de exposiciéon que oculta la
via heuristica del descubrimiento, impulsa la geometria al margen de la
aritmética, impide el desarrollo de un algebra en sentido algoritmico y
simbolico y limita la introduccion de nuevas curvas a su construccion
mediante la interseccién de superficies o lugares geométricos definidos a
través de relaciones de areas o longitudes, en forma de proporcion y no por
medio de ecuaciones.”(Urbaneja, 2007, p. 207).
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Como se ve, el pensamiento geometrico estuvo moldeado en su totalidad por esta
obra; se reflejaba esto una y otra vez cuando se le hacia corresponder a un objeto
real, una “apariencia” representada en las figuras de Euclides que permitiera al sujeto
resolver los problemas inherentes al objeto que comunmente se encontraba en la
naturaleza o era producto de algun fendmeno natural totalmente perceptible. Ademas
los estudios geométricos se realizaban estudiando las propiedades intrinsecas de los
entes geométricos como puntos, rectas, planos, circunferencias, secciones conicas y
las distintas figuras que se originaban mediante la interseccion de éstas, con la ayuda
de instrumentos de medicion y el uso de las Proporciones.

Esto continuo asi durante mucho tiempo, sin embargo en el siglo XVII hubo un
cambio trascendental en la geometria; la introduccion del continuo de ndmeros hizo
posible establecer una relacion entre cada segmento de linea recta y un namero real
determinado como su longitud; sin embargo, viendo aun mas alla, todo objeto
geométrico y toda operacion geométrica pueden ser remitidos a la esfera de los
nameros; es entonces cuando Fermat (1629) y Descartes (1637) comienzan los pasos
decisivos para la aritmetizacion de la geometria (Urbaneja, 2007). Luego se daria
paso a la fusién del &lgebra con la geometria, creando asi la geometria analitica, la
cual se podria definir con la siguiente cita:

“Poderoso instrumento de ataque de los problemas geométricos que utiliza
como herramienta bésica, el algebra. La esencia de su aplicacion en el
plano es el establecimiento de una correspondencia entre los puntos del
plano y pares ordenados de numeros reales, es decir un sistema de
coordenadas, lo que posibilita una asociacion entre curvas del plano y
ecuaciones en dos variables, de modo que cada curva del plano tiene
asociada una ecuacion f(x,y)=0 y , reciprocamente, para cada ecuacion”
(Urbaneja, 2007, p.205).
En el momento en que nace la geometria analitica en manos de Descartes y

Fermat, ocurre un cambio en la concepcion de ésta. Ya la dificultad del arte de medir
los objetos en la tierra no va depender de los objetos e instrumentos involucrados en
la medicion si no que va a depender del analisis tedrico que se haga a los objetos
matematicos involucrados; objetos matematicos que surgen de la relacidn existente

entre el objeto geométrico y una ecuacién algebraica. Esto da origen a lo que es el
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concepto de lugar geométrico, cuyo basamento es el de la correspondencia biunivoca
entre un punto del plano y un par ordenado de nimeros reales.

Otro momento importante que determind un cambio conceptual en la
geometria fue en el afio de 1787 cuando Kant en su obra Critica a la Razén Pura,
establece una filosofia constructiva de la matematica en la que ofrece un fundamento
epistemoldgico para el conocimiento matematico en general. Su teoria tiene dos
puntos de apoyo, una es que tanto la aritmética como la geometria tienen como base
las formas puras de la intuicidn, siendo esta una de las razones por la que califica sus
juicios de sintéticos a priori, y por la otra una nocion constructiva de los objetos
matematicos, basada en su teoria de los esquemas para los conceptos de
entendimiento. Esto se ve reflejado en el razonamiento existente en Los Elementos de
Euclides. (Torres, 2009).

En otro orden de ideas, el método de analisis en la matematica y en particular
en la geometria ha sido, durante mucho tiempo, el axiomético, pero no es tan cierto
que las matematicas griegas fueron desarrolladas unica y exclusivamente en la forma
rigida como se plasma en la obra Los Elementos la cual estd basada en unos
postulados, sin embargo tal fue la impresion que esta obra causé, que las siguientes
generaciones la tomaron como modelo para la actividad matematica. Ha sido en
muchas ocasiones objeto de estudio de algunos matematicos el buscar cuél ha sido en
realidad la actividad matematica detras de esa coraza de conocimientos estructurados
de manera logica deductiva incrustada en la Geometria Euclidiana. Una de las
principales consecuencias de esta busqueda ha sido la controversia entre lo que es la
consistencia y la completividad de un cuerpo axiomatico. Se habla de consistencia
cuando no exista en matematica dos teoremas deducibles a partir de un cuerpo
axiomatico que sean mutuamente contradictorios y al hablar de completitud es que
todo teorema del sistema axiomatico se pueda deducir a partir de ellos. Este tema no
se ha desgastado en las discusiones y durante mucho tiempo ha sido causa de
diferentes convicciones filosoficas acerca de las raices Gltimas del conocimiento
humano, llevando a perspectivas que segun parece son irreconciliables que se ha

materializado en una crisis de fundamentos de las matematicas. Tal es el caso de las

16



perspectivas que defienden por un lado los intuicionistas y por otro los formalistas.
(Courant, 2002).

Por consiguiente, durante siglos, el conjunto de axiomas de Euclides se ha
estudiado muy a fondo, pero fue hace poco cuando en diversas discusiones ha
quedado claro que estos postulados deben ser modificados y completados para que la
geometria elemental se pueda deducir a partir de ellos. Hilbert (1930) en su obra
Fundamentos de la Geometria dio un conjunto de axiomas satisfactorios para la
geometria y al mismo tiempo hizo un estudio exhaustivo de su independencia mutua,
consistencia y completividad. Este proceso anteriormente descrito de alguna manera
representdé también un cambio conceptual en la geometria; lo podemos interpretar
desde las propias palabras de Hilbert, pronunciadas en una conferencia en el afio
1930:

En los dias de Kant se podia pensar que las representaciones que uno tenia
del espacio y del tiempo eran aplicables de un modo tan inmediato y
general a la realidad como, por ejemplo, nuestras representaciones de
numeros, sucesion y cantidad, las cuales se utilizan constantemente en la
manera en que nos es familiar en la teoria matematica y fisica. Pero
entonces la teoria del espacio y el tiempo (y en particular la geométrica ),
precederia como la aritmética, nuestro conocimiento de la naturaleza. No
obstante el punto de vista de Kant, fue abandonado por Riemman y
Helmholtz incluso antes de que la teoria fisica obligara a hacerlo, y con
toda razdn, pues la geometria no es otra cosa que esa parte del marco de
conceptos fisicos que modela las posibles relaciones de posicion entre los
cuerpos rigidos en el mundo de las cosas reales. (Ewald, 1996, p. 1162 ).

Hilbert cambid la concepcion de la geometria hacia un sistema de
definiciones y teoremas; los teoremas geométricos se volvieron independiente de la
representacion esquematica real. La geometria pas6 a fundamentarse en la
axiomatica, aunque las bases o fundamentos siguiran siendo el punto, la linea y el
plano.

El conjunto de axiomas que se conoce de la geometria provee definiciones de
términos geométricos tales como recta, punto. Estos elementos sélo son producto de
una idealizacion de la realidad. Esto hace reflexionar, con respecto al cuerpo

axiomatico euclidiano, sobre la veracidad de un axioma de la geometria euclidiana,
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cuya correspondencia con los datos empiricos no es obvia; es el famoso quinto
postulado o postulado de la paralela tnica, el cual afirma que por un punto exterior a
una recta, se puede trazar una Unica paralela. Todos los axiomas de la geometria
euclidiana poseen un caracter finito que posibilita su veracidad con lo real, mientras
que el quinto postulado se refiere a un ente infinito como lo es la recta, cuya
veracidad no es tan simple de observar, por el simple hecho de que resulta imposible
representarlo de manera empirica.

El primer vestigio de rechazo a éste postulado se remonta a Proclo (IV d.C)
quien tratd de prescindir de la necesidad del postulado de las paralelas definiendo la
recta paralela dada como el lugar geométrico de todos los puntos que estan a una
determinada distancia fija de la recta. (Courant, 2002).

Muchos afios mas tarde Saccheri y Lambert trataron de demostrar el
postulado de las paralelas por el método indirecto, suponiendo lo contrario con miras
a obtener consecuencias absurdas , pero su conclusiones muy lejos de ser
incongruentes dieron origen a los primeros intentos de teoremas de geometrias no
euclidianas que posteriormente se desarrollarian. Es entonces cuando aparecen Bolyai
y Lobachesky construyen, inspirados en el axioma de las paralelas, una geometria en
la que éste no se cumple. (Courant, 2002).

Vemos entonces claramente como la geometria euclidiana que fue
practicamente un dogma hasta principios del siglo XIX, siempre llevé consigo lo que
Gauss Ilamé la parte vergonzosa de las matematicas, que fue el quinto postulado de
Euclides. Este postulado nunca pudo ser demostrado a partir de los restantes cuatro,
lo que dio origen a principio del siglo XI1X a que Gauss, Bolyai ,Lobachevsky y otros,
describieran postulados tan ciertos como el quinto postulado de Euclides, que a su
vez daban origen a nuevas geometrias, llamadas geometrias no euclidianas y que hoy
en dia cuentan con un apoyo rotundo y con una utilidad impresionante al momento de
describir fendmenos de la naturaleza, la cuales son la geometria esférica, la geometria
eliptica y a geometria hiperbdlica. (Courant, 2002).

Una de las geometrias no euclidianas mas importante que nace a partir de lo

expuesto, ademas de la geometria esférica y la geometria eliptica es la geometria
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Riemanniana, que surge con un enfoque mas general de las geometrias eliptica e
hiperbdlica, donde una de las principales caracteristicas es que las “lineas rectas” en
este tipo de geometria, son lineas geodésicas. Esta geometria fue usada por el fisico
Albert Einstein en el momento en que describio su teoria general de la relatividad,
diciendo que la Luz viaja a lo largo de lineas geodésicas y la curvatura del espacio
estd determinada por la naturaleza de la materia que hay en él.(Courant, 2002)

Cabe destacar que el proceso descrito anteriormente es de gran importancia
revolucionaria; la cual radica en que el descubrimiento de la geometria no euclidiana
demolié la nocidn que segin Newton, basado en Kant, apuntaba a que los axiomas de
Euclides eran una estructura de conocimientos geométricos inmutables al que deben
ajustarse los conocimientos de la realidad fisica. Tal consideracion refleja una serie de
hechos que representan una crisis dando origen al nacimiento de un nuevo modelo
geomeétrico.

Aunque el aporte de Einstein a la ciencia con la teoria general de la
relatividad fue indiscutible, éste se expresaba de la siguiente manera con respecto a la
matematica: “En la medida en que las leyes de las matematicas se refieren a la
realidad, no son ciertas. Y en la medida en que son ciertas, no se refieren a la
realidad”. Einstein todavia miraba mucho mas lejos y se daba cuenta de que el
mundo estd muy lejos de ser descrito de manera mucho méas aproximada mediante el
leguaje de las geometrias y probabilidades existentes, tal vez un nuevo lenguaje, o
una nueva ldgica de pensamiento y nuevos conceptos serian necesarios para describir
mejor la naturaleza.

Paralelamente a esto, en el afio 1919 emerge un nuevo concepto de dimension
geométrica a manos de Felix Hausdorff, modificado en base al concepto de
dimension topologica que dio Poincaré en el afio 1912. Este nuevo aporte
posteriormente fue desarrollado por A.S. Besicovitch en la década de 1930, tuvo un
periodo de receso y luego fueron retomadas las investigaciones a manos del ingeniero
Benoit Mandelbrot quien empez6 a generar mediante el uso de computadores, figuras
bien particulares que posteriormente se le denominarian Fractales. (Courant, 2002).
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Una de las cosas que caracteriza a los Fractales es que son figuras que pueden
ser generadas mediante algoritmos matematicos debidamente programados en un
computador y que una de sus principales caracteristicas es que una minima
perturbacion en uno de sus parametros podia generar consecuencias inesperadas en el
comportamiento de su representacion gréafica. Habia nacido entonces lo que se llamé
el caos matematico. Ahora bien pero ¢de qué manera se podria corresponder esto con
la realidad?, es una pregunta bastante laboriosa de responder, Mandelbrot (1997), en
su libro The Fractal Geometry of Nature expresa “Las nubes no son esferas, ni las
montafias conos, ni las costas circulos, ni la corteza de un arbol es lisa ni un rayo
viaja en linea recta, todo esta lleno de agujeros”. Se comenzaba entonces a percibir la
realidad geométrica de otra manera, y, por si fuera poco, no solo la realidad
geométrica sino algunos fendmenos fisicos y sociales se fueron asociando con este
tipo de matematica.

Se puede decir entonces, desde la perspectiva de Morin, que la humanidad se
estaba dando cuenta de que la realidad es cadtica, compleja y que las consecuencias
en los fendmenos naturales eran originadas por la multicausalidad. Una vez que el ser
humano se percata de que la realidad es compleja y que ninguna teoria ha podido
describir de manera 6ptima la realidad en que se vive, es cuando surge la Teoria del
Caos, aplicada en la mayoria de los fendmenos naturales, cuyo basamento esta en
gran parte en los Fractales.

Se podria entonces decir a manera de sintesis y con miras a enfrentar perspectivas,
que la geometria euclidiana, trata con frialdad los aspectos que tiene que ver con la
naturaleza; asocia a los objetos naturales, formas ideales que nunca podremos ver en
realidad. Al ser descubiertas las formas Fractales, su particularidad de autosemejanza
la hace adaptarse mejor a muchas de las formas y fendbmenos que se encuentran en la
vida cotidiana, desde el borde de una costa o simplemente el borde de cualquier
objeto hasta los fendmenos climaticos.

Ahora bien, habiendo descrito el panorama geométrico de la situacion, se plantea
que actualmente la dinamica de la ciencia no va de la mano con la actividad de la

naturaleza, por lo que se hace necesario un cambio de paradigma en las
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investigaciones cientificas; este paradigma tendria que estar unido a una modificacion
en la logica del pensamiento y en la manera de concebir los fendmenos y objetos
reales de tal manera que estas investigaciones se adapten mejor a la realidad.

En la actualidad la geometria ha avanzado a pasos agigantados, pasos que
son seguidos por muy pocas personas, posiblemente debido a la falta de informacion
y engranaje de los nuevos conocimientos con los antiguos. Si se considera a la
Geometria Fractal como un conocimiento mas reciente que el de la Geometria
Hiperbolica y ésta a su vez mas reciente que el de la Geometria Euclidiana; es
pertinente preguntarse ;Que enlace conceptual hay entre la Geometria Fractal y la
Geometria Hiperbolica?, a fin de sustentar criterios de compatibilidad geométrica que
a su vez servirian de fundamento para establecer una continuidad entre las teorias
geométricas. Para dar respuesta a la interrogante formulada, se plantean los siguientes

objetivos.

OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

Objetivo general
Analizar el enlace conceptual existente entre la Geometria Fractal y la
Geometria Hiperbdlica.
Obijetivos especificos
1-. Indagar sobre el estado del arte de los cambios de concepcion geométrica a través

de la historia.

2-.1dentificar algunos de los conceptos fundamentales de la Geometria Fractal.

3-.1dentificar algunos de los conceptos fundamentales de la Geometria Hiperbolica.
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4-.Contrastar los conceptos fundamentales de la Geometria Fractal y la Geometria
Hiperbdlica resaltando algunas de sus relaciones y describiendo los posibles puntos

de enlace desde una perspectiva teorica.

5-.Contrastar los conceptos fundamentales de la Geometria Fractal y la Geometria
Hiperbdlica resaltando algunas de sus relaciones y describiendo los posibles puntos

de enlace desde una perspectiva fenomenoldgica.

6-.Formular el o los criterios de enlace obtenidos a través del estudio de los conceptos
fundamentales de la Geometria Fractal y la Geometria Hiperbdlica desde una

perspectiva teodrica y desde una perspectiva fenomenoldgica.

JUSTIFICACION

La investigacion epistemoldgica que se desarrolla hoy en todo el mundo se
deriva de una doble condicién impuesta por el clima cultural de esta época. Una de
ellas son los limites de un modelo de ciencia que ha hecho crisis en todos los campos
del saber, sobre todo en el saber matematico, obligando a un vasto movimiento de
renovacion de teorias, definiciones y conceptos. La otra, es la crisis particular de la
cultura académica propia de una modernidad que se hizo histéricamente insostenible.
De alli se originan un conjunto de experiencias renovadoras en diferentes campos del
conocimiento matematico y en especial en el conocimiento geométrico. (Popper,
2001 ; Kuhn,1971).

La crisis de paradigmas que es reconocida en estos tiempos de modo
generalizado ha supuesto un replanteamiento de las formas de interaccion entre las

tendencias del pensamiento que hasta hace poco eran antagOnicas en sus
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interpretaciones teoricas. EI mundo acadéemico en que se vive, responde a
requerimientos intelectuales distintos, sus modelos epistemoldgicos ya no pueden ser
sustentados por una inspiracion ideolégica o en una gran teoria que albergue
cémodamente a las disciplinas del mundo universitario. (Kuhn, 1971)

En relacion a los criterios anteriores, el surgimiento de la complejidad como
germen constitutivo de nuevos modelos epistemoldgicos, asi como la necesidad de
nuevas manera de concebir el abordaje de la realidad, han marcado un nuevo
horizonte en las investigaciones en el campo de la ciencias de la educacion,
inspirados en la necesidad de formar a seres humanos capaces de instruir a las nuevas
generaciones de manera que tengan otra vision de la realidad, de una realidad
compleja que responde a la multicausalidad.

Contribuyendo a esto, estudiar la posibilidad de un cambio de concepcion de
la geometria sera un gran aporte para sentar las bases de esas nuevas estructuras de
pensamiento, sobre todo si se trata de la Fractalidad, visto como un enfoque
geométrico que hasta ahora ha sido una herramienta para el estudio de la Teoria de
Caos y de la Complejidad.

Este conocimiento citado anteriormente, constituye hoy en dia un saber
especifico. La sociedad requiere un cambio de manera de pensar, por lo cual una de
las cosas necesarias, es ir paulatinamente convirtiendo este saber especifico a un
saber comun. Pero esto es posible sélo si se estd en presencia de una teoria lo
suficientemente consistente como para hacerla inherente a la manera de pensar de los
individuos.

El enlazar conceptualmente las teorias constituye una de las etapas de un
proceso que Popper en su obra La Ldgica de la Investigaciéon Cientifica describe
como “someter a contraste la coherencia interna del sistema”, que tiene como fin
ultimo contrastar una serie de teorias. En la presente investigacion, se propone una
nueva racionalidad conceptual entre la Geometria Fractal y la Geometria Hiperbdlica
que va a permitir visualizar el grado de generalidad de fractalidad con respecto a las
otras geometrias, la cual servird, posiblemente, de base epistemoldgica para futuras

reestructuraciones curriculares en las Facultades de Ciencias de la Educacion, en las
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Facultades de Ingenieria de las universidades o en cualquier otra carrera donde su
objeto de estudio sea la matematica. De manera paralela la metodologia que se
aplicara en esta investigacion dara luces, probablemente, para describir y establecer
procedimientos que generen cambios conceptuales en el &rea de la Educacion
Matematica.

En un futuro, no muy lejano, este cambio, ayudaria a convertir a la Teoria
Fractal de un saber especifico a un saber comun, donde el ser humano tenga contacto

con la fractalidad desde sus primeros afios de formacion.
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CAPITULO 11

MARCO TEORICO-REFERENCIAL

Por épocas la geometria estuvo supeditada a una estructura axiomatica
inmutable que sirvié durante mucho tiempo de sustento para casi todos los estudios
cientificos, estructura que se debe a la obra de Euclides denominada Los Elementos.
Pero a medida que fue trascurriendo el tiempo muchos matematicos hicieron fuerte
criticas a los fundamentos de la geometria, dando cabida a ciertos criterios que
facilitaron la formulacion de teorias que dieron origen a la Geometria Hiperbolica y
la Geometria Fractal.

Desde entonces, diversos estudios se han realizado sobre los fundamentos de
la geometria en general, la Geometria Fractal y la Geometria Hiperbodlica. Asi como
también contrastes, las coincidencias y los fundamentos teéricos para lograr un

cambio en la concepcion de la matematica.

Antecedentes de la Investigacion

Gamez, (2001) en su tesis doctoral titulada Construcciones en geometria
hiperbdlica y teselaciones mediante grupos N.E.C. Poligonales. Algoritmos de
automatizacion, estudia los dos modelos de Poincaré del plano hiperbolico, a partir
de la definicion de isometria en funcion de los puntos fijos que dejan cada una de
ellas. Se abordan distintos problemas constructivos que se pueden presentar con el
grupo de transformaciones del plano hiperbdlico. Finalmente El estudio permitio,
basdndose en el analisis realizado sobre cuadrilateros de Saccheri y Lambert,
demostrar bajo qué condiciones dichos cuadrilateros teselan el plano hiperbolico,
exponiendo ejemplos de dichas teselaciones. Si considera el estudio desde el punto
de vista del analisis del comportamiento de propiedades de una figura geométrica en
particular desde los modelos no euclidianos de Poincaré, se estaria en presencia de

uno de los muchos intentos que se han realizado para observar la conservacion de las
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propiedades y el comportamiento de las transformaciones de algunos objetos
geométricos, dentro de un modelo distinto al euclidiano. El trabajo anterior ofrece
luces para esta investigacién en el sentido de proporcionar vestigios de solapamiento
conceptual entre modelos geométricos distintos al euclidiano.

De la misma manera Farrés(2004) en su tesis doctoral Integrals de curvatura i
geometria integral a l'espai hiperbolic, se estudian la integrales de curvatura de
hipersuperficies en el espacio hiperbdlico utilizando técnicas de geometria integral. El
trabajo se centra en analizar los planos del espacio hiperbdlico. De la misma manera,
este trabajo sirve de insumo a la presente investigacion, ya que se observa como se
estudia el concepto de longitud utilizando el enfoque de las integrales de curvatura en
un modelo geométrico distinto al modelo clasico euclidiano.

Los dos trabajos citados anteriormente se relacionan en una manera bastante
aproximada a lo que se pretende lograr en este estudio ya que en esta ocasion se
espera descubrir un enlace de teorias, pero tomando como punto de partida algunos
conceptos fundamentales de la geometria fractal.

En otro orden de ideas De Pablo (2006) en su tesis doctoral “La Critica de la
Razon Pura como ontologia a priori de la naturaleza” hace un analisis de como el ser
humano carece de un mundo de la experiencia innato, por esta razon él mismo tiene
que generarlo para luego aplicar sus estructuras racionales a los objetos. De la misma
manera también aborda el problema fundamental de la sustitucion la Geometria
Euclidiana por una Geometria Riemanniana y el problema que plantean las
geometrias no euclidianas, el cual radica en que no hablan de objetos extrafios a los
sentidos, sino que tratan al objeto segin una estructura diferente a como se lo
advirtio. Al final emerge la conclusion de que la existencia de la estructura no
euclidiana de los fendmenos viene dada de un modo comparativo, es decir, en
relacion con otra existencia dada segun las leyes de la conexién de los fendmenos en
una experiencia en general.

Este Gltimo trabajo sirve como base al que se esta desarrollando en el sentido
de que explica el problema existente en el individuo en lo que respecta a la separacion
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existente entre la ideas y los objetos, aspecto que es considerablemente importante al

hablar de un modelo geométrico fractal aplicado a las formas geométricas reales.

Fundamentacion Teorica

Una investigacion en Educacion Matematica pudiera tener muchas aristas en
su fundamento teorico, debido al cardcter multidisciplinario de esta area del
conocimiento. Es por esto que el fundamento tedrico de esta investigacion se
desarrollo bajo dos pilares fundamentales. EI primer pilar refiere al contenido
geométrico de la investigacion, cuyo discurso estd inmerso dentro de las cuatro
grandes corrientes epistemologia de la matematica: el Platonismo, el Logicismo, el
Formalismo y el Constructivismo-Intuicionista. El segundo pilar refiere a la teoria
cognitiva, el cual se desarroll6 bajo el esquema de la Teoria de Cognicidn Cuantica.

En el discurso geométrico no se asumi0o una corriente epistemoldgica
absolutista. En algunos casos se observan argumentos en donde se asumen a los
objetos matematicos como objetos reales no materiales, inmutables, pertenecientes al
un "mundo de las ideas" existente con independencia del individuo y fuera de él;
argumentos correspondientes a la corriente Platonista. En este sentido, el Platonismo
constituye la forma clasica del realismo, el cual imparte una dimension metafisica a
la geometria afirmando que los entes geométricos existen, que son abstractos, y que
son independientes a toda actividad racional, es decir, que los objetos y teoremas
geomeétricos existen en forma aislada del mundo material e independientemente del
espacio y del tiempo.(Abbagnano,1961)

Por otro lado, se enuncian argumentos que dan a entender que la geometria es
un sistema desprovisto de significados, constituido por axiomas, definiciones,
teoremas producto del pensamiento humano; estos argumentos se enmarcan dentro
de la corriente Formalista. EI formalismo en la geometria entiende al sistema
geométrico como un juego basado en un conjunto de reglas para manipular simbolos
que sirven para definir un sistema logico-formal puro, cuya condicién primaria es

prescindir de la inconsistencia, constituyéndose asi un sistema formal vacio. En esta
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corriente epistemoldgica los enunciados geométricos pierden el caracter de verdades;
dejan de ser proposiciones sobre objetos bien definidos. Lo mas importante en esta
perspectiva son las relaciones que se establecen entre los simbolos.(Abbagnano,1961)

En este mismo orden de ideas, se pudieran encontrar fragmentos bajo la idea
de que la Idgica, como disciplina, es anterior o mas fundamental que la matematica y
por ende que la geometria misma, reduciendo a esta a una rama de la l6gica; en este
punto se estaria bajo la concepcién logicista de la matematica. EI Logicismo, como
suele designarse a esta conocida posicion epistemoldgica de las matematicas, se
desarrolla como una tendencia a privilegiar, y en algunos casos hasta a reducir, los
aspectos del campo de la investigacion matematica a sus componentes logicos o
I6gicamente formulables. En esta investigacion existen argumentos que adoptan la
postura del estudio de los lenguajes naturales de conceptos geométricos desarrollados
en la ldgica y relacionados con la extension y la estabilidad de las categorias, el
significado y la denotacidn, asi como por la tendencia a reducir el estudio linguistico
a los aspectos logicos, en detrimento de otros aspectos resaltados en otros tipo de
argumentos. (Abbagnano,1961).

Por altimo se pudieran manifestar argumentos que estan en sintonia con el
hecho de que en la mateméatica y en particular en la geometria los objetos
matematicos tienen significado y existen en la medida en que se construyan mediante
un namero finito de pasos a partir de entes fundamentales; quedando asi a la luz la
corriente Constructivista-Intuicionista. El constructivismo-intuicionista se encuentra
al margen tanto de la postura logicista como de la formalista, proponiendo que el
conocimiento matematico se basa en la aprehensidon que antecede cualquier lenguaje
o0 logica. Esta corriente se fundamenta en que el saber matematico se basa en una
intuicién primordial como base del conocimiento matematico, y a partir de este
cimiento, el conocimiento matematico se comienza a construir. (Abbagnano,1961).

Las teorias que se utilizaran para fundamentar el analisis conceptual que llevara a
cumplir el objeto de estudio, son la Geometria Fractal de Mandelbrot, la Geometria
Hiperbolica de Lobachevsky y la teoria cognicién cuéantica de Mussa. Por lo que la

fundamentacion teorica se organizé en tres partes, las cuales cada una pretende
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describir y explicar los aspectos mas importantes de las tres teorias citadas

anteriormente, estructuradas, en lo posible, de una manera cronoldgica.

Historiografia del cambio de concepcion geométrica

A manera de introduccion, se tomara el atrevimiento de exponer un pequefio
extracto histdrico, el cual haciendo uso del método inductivo, iniciara el transito de lo
especifico a lo general, con miras a lograr la comprension de esta seccion.

Todavia a comienzos del siglo X1X seguia incslume la geometria clasica griega
plasmada en Los Elementos. Solamente un avance significativo habia quedado
registrado en ese lapso de veinte siglos y era el del nacimiento de la geometria
proyectiva que vino a construir una serie de reglas, desde el punto de vista de las
aplicaciones, en cuanto a la perspectiva, arraigada en los artistas mas destacados de la
época del renacimiento.(Courant, 2002).

A mediados del siglo XIX fue cuando la geometria proyectiva fortalecida por
la geometria descriptiva de Gaspar Monge (1746-1818) empez0 a tener mas auge; sin
embargo la concepcion geométrica tanto de la comunidad cientifica como la de la
mayoria de las personas, estaba regida por geometria euclidiana. Esto se evidencia en
la idea fundamental de Kant de entender los axiomas y teoremas de la geometria
euclidiana como juicios sintéticos a priori que explican las propiedades del espacio en
virtud de su idealidad.(Alsin y Pérez, 2000).

De Euclides a Kant
Kant en la obra Critica a la razén pura, establece una filosofia constructiva de

la matemaética en la que ofrece un fundamento epistemoldgico para el conocimiento

matematico en general. Su teoria tiene dos puntos de apoyo, una es que tanto la
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aritmética como la geometria tienen como base las formas puras de la intuicion,
siendo esta una de las razones por la que califica sus juicios de sintéticos a priori, y
por la otra una nocion constructiva de los objetos matematicos, basada en su teoria de
los esquemas para los conceptos de entendimiento. Esto se ve reflejado en el
razonamiento existente en Los Elementos de Euclides.

Segun Kant, en los teoremas de Euclides, las construcciones se realizan en la
intuicion sensible, en esa investigacion no se toma en cuenta ningdn rasgo empirico
del objeto asi construido, como por ejemplo la longitud de sus lados o la medida de
los angulos; y si bien el diagrama es empirico (un objeto sensible), en las
demostraciones solo se considera la accion de construir sus elementos (triangulo,
recta) sin hacer uso de alguna particularidad propia de los objetos especificos que
resultan de la construccion. Por eso la validez de los teoremas geométricos que se
estructuran de esta forma.

Sin embargo en la disertacion realizada en el afio 1746, sobre La manera de
calcular las fuerzas vivas, Kant dejo abierta la posibilidad para la existencia de otras
geometrias; esto se observa en la siguiente reflexion:

Dios hubiera podido elegir otra, (refiriéndose a la ley de gravitacion
universal), por ejemplo, la proporcién inversa al cubo de las distancias;
[...]por ultimo, que de otra ley, se habria derivado una extension de otras
propiedades y dimensiones. Una ciencia de todas estas posibles clases de
espacios seria con toda seguridad la mas alta geometria abordable por un
entendimiento infinito. La imposibilidad, que percibimos en nosotros
mismos para figurarnos un espacio de mas de tres dimensiones, me parece
estribar en que nuestra alma recibe igualmente las impresiones externas
segunn la ley de la doble relacion inversa de las distancias, y en que su
naturaleza misma esta hecha de modo que no solo sufre, sino que actla
fuera de si de esta manera.(Kant, 1781, p. 35-36).

Este proceso de cambio de concepcion posee cierta continuidad conceptual, en esta
investigacion se trata de contextualizar nuevamente este cambio de concepcion y
vislumbrar posibles continuidades entre la Geometria de Lobachevki y la Geometria
de Mandelbrot.
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Entre Kanty Hilbert

El estudio de los fundamentos de la geometria organizado por Hilbert condujo
a un cambio importante en la manera de concebir la geometria. Esto ultimo se puede
ver reflejado en la siguiente afirmacion:

“En los dias de Kant se podia pensar que las representaciones que uno
tenia del espacio y del tiempo eran aplicables de un modo tan inmediato y
general a la realidad como, por ejemplo, nuestras representaciones de
nlmeros, sucesion y cantidad, las cuales se utilizan constantemente en la
manera en que nos es familiar en la teoria matematica y fisica. Pero
entonces la teoria del espacio y el tiempo (y en particular la geométrica ),
precederia como la aritmética, nuestro conocimiento de la naturaleza. No
obstante el punto de vista de Kant, fue abandonado por Riemman vy
Helmholtz incluso antes de que la teoria fisica obligara a hacerlo, y con
toda razon, pues la geometria no es otra cosa que esa parte del marco de
conceptos fisicos que modela las posibles relaciones de posicién entre los
cuerpo rigidos en el mundo de las cosas reales.”

(Hilbert, 1930, p.162).

Hay principios que Kant considera a priori y que generalmente se le asigna a
la experiencia, por ejemplo la totalidad de los hechos fundamentales de la geometria,

asi como las propiedades elementales del espacio y la materia.(Hilbert, 1930).

Para Kant, la representacion del espacio debia ser construida mediante juicios
a priori. También tenia que ser intuitiva, de manera que se establecieran proposiciones
sintéticas que produjeran avance en el conocimiento, sin interpretarlas como meras
tautologias, debido a que son producto de la intuicion. Es decir, para Kant la
geometria es la prueba de que existe una intuicion pura (representacion intuitiva y a
priori) del espacio.

Mas adelante la aparicién de las geometrias no euclidianas provoc6 un estudio
y una reformulacion tan grande de la geometria euclidiana, que nada tiene que ver
con la idea que tenia Kant de esta ciencia, sin embargo, estas geometrias no son
incompatibles con la filosofia de Kant:

El descubrimiento de Bolyai y Lobachevski consistid, en negar la validez
del postulado de las paralelas y deducir de esta negacion (combinada con
la afirmacidn de los demas principios de la geometria clasica) una serie al
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parecer infinitamente prolongable de consecuencias, sin duda inusitadas,
pero en absoluto contradictorias. Un descubrimiento tal no s6lo no se
opone a la concepcion kantiana de la geometria, sino que hasta puede
decirse previsto por ella.(De Pablo, 2006, p.181)

Hilbert cambid la concepcidn de la geometria hacia un sistema de conceptos,
los teoremas geométricos se volvieron independiente de la representacion
esquematica real. En donde la geometria pasé a fundamentarse en la axiomatica. Los
fundamentos siguen siendo el punto, la lineay el plano.

En este cambio de concepcion, se visualiza vestigios de posibles conceptos
fundamentales en lo que se refiere a la geometria en general. Esta etapa se
caracterizé por la busqueda de lo esencial en la teoria geométrica. Para esta
investigacion se tomara la esencia geométrica descrita en esta etapa para realizar la

racionalidad conceptual correspondiente.

De Euclides a Mandelbrot

Los modelos geometricos clasicos han tenido su mérito, han conseguido
explicar triunfalmente el movimiento de los planetas, aunque se siga teniendo
dificultades para descubrir la distribucion de las estrellas, también sirvid para explicar
el movimiento de las mareas y de las olas, pero ha sido incapaz de describir la
turbulencia atmosférica y la turbulencia oceanica.(Mandelbrot, 2009).

La teoria fractal nace del método. De manera constante se prepara la escena
tomando consciencia de que los datos experimentales obtenidos por caminos distintos
entran en contradiccion. Una vez que cada uno de ellos se hace inexplicable, la teoria
entra en crisis y se ha de aceptar que el marco conceptual es inconsistente, por ende la
interpretacion y el significado asignado termina siendo radicalmente inadecuado. Es
entonces cuando se propone la solucién mediante la introducciéon de un fractal
acompafiado de su dimension fractal para realizar un nuevo estudio y lograr un mejor
acoplamiento Modelo-Realidad.(Mandelbrot, 2009).

Una vez que los fractales emergen del método, estos pasan a constituir una de

las secciones mas hermosas de la teoria del caos. Lo que en un principio comenz6
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como una observacion sobre la repeticion indefinida de una misma estructura, ha
acabado dando lugar a imagenes de increible belleza, que han caracterizado
especialmente a esta ciencia matematica, alejandola de la frialdad con que se suele
tratar al resto de las matematicas.(Florian, 2002).

Al aparecer los objetos Fractales, el concepto de dimensién se amplia y los
numeros fraccionarios pasan a tener protagonismo en lo que se refiere a dimension.
Por otra parte, los fendmenos naturales vistos desde una concepcién macro de la
realidad, generalmente poseen estados bien definidos, pero cuando vemos estos
mismos fendmenos desde una concepcién geométrica mas afinada, sobre todo las
fronteras y los bordes, estas se vuelven borrosas, cadticas y dentro de ese analisis
también surge la geometria Fractal. Los Fractales poseen la caracteristica que si
observamos sus bordes desde una perspectiva cada vez mas cercana, la forma
permanece inalterable y al mismo tiempo irregular.

La diferenciabilidad y la dimension topologica se pudieran considerar como
un buen punto de partida para el analisis de la transmutacion conceptual que surge
con el estudio de las propiedades de las formas patoldgicas emergentes desde los
conceptos y definiciones que albergaban las formas clasicas derivadas de la geometria
euclidiana. Ademas una serie de conceptos y definiciones topoldgicas sustentan las
definiciones de diferenciabilidad y dimension. Entre los mas significativos y
pertinentes para el siguiente analisis esta el de punto de acumulacién y continuidad.

En topologia el concepto de punto de acumulacion de un conjunto en un
espacio, captura la nocion de estar extremadamente cercano al conjunto sin
necesariamente pertenecer a él. Dado un conjunto E y un punto p en un espacio
métrico X, se define que p es un punto de acumulacién para E, si cualquier e-
vecindad de p sin incluir a p, ésta tiene interseccion con E. (Courant, 2002).

Por ejemplo, si se considera lo que posteriormente se mostrara como el polvo
de Cantor, se observa que el concepto de punto de acumulacion constituye elemento
fundamental dentro de la descripcion topoldgica del conjunto; se puede decir que
entre sus propiedades topoldgicas mas predominantes estan la de ser un conjunto

cerrado, acotado, en donde todo punto es de acumulacion y es totalmente disconexo,
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que intuitivamente nos da la idea de un conjunto que no esta formado por una sola
pieza y por ende se puede dividir.

Segun Courant (2002) el concepto de continuidad en una funcion es,
intuitivamente, cuando para puntos cercanos del dominio se producen pequefias
variaciones en los valores de la funcién. Lo anterior se puede visualizar en la
morfologia de una curva que se estudiara mas adelante con mayor profundidad, la
curva de Koch, ella, independientemente de la escala en que se observa vy la etapa del
conjunto que se esta estudiando, es continua para todo su dominio.

Ahora bien en base a estos conceptos, la idea que se tiene de dimension en un
contexto topoldgico esta relacionada con la posibilidad de movilizarse en el espacio.
La recta euclidiana tiene dimension uno, porque sélo es posible desplazarse en una
sola direccién, el plano tiene dimension dos, ya que es posible movilizarse a lo largo
y a lo ancho y el espacio euclidiano tiene dimension tres ya que es posible moverse a
lo largo, a lo ancho y a lo alto. EI concepto de dimension no presenta gran dificultad,
siempre y cuando se trate solo con figuras geométricas simples tales como, puntos,
lineas, triangulos y poliedros. Un solo punto o cualquier conjunto finito de puntos
tiene dimension 0, un segmento de linea es unidimensional, y la superficie de un
triangulo o de una esfera es bidimensional.

En 1912 Poincaré definié dimensién topologica como sigue: Un conjunto S
sera de dimension n, si no es de ninguna dimension menor y cada punto de S puede
encerrarse en una regién arbitrariamente pequefia, cuya frontera se intercepte con S
en un conjunto de dimension n-1.

Es pertinente entonces preguntarse ¢Que dimension tiene el polvo de Cantor?
Pareceria, con el concepto que se tiene de dimension que el conjunto de Cantor
deberia ser unidimensional, sin embargo el conjunto no posee ningun intervalo
completo. Por lo tanto podria pensarse también que el conjunto de Cantor tiene
dimension cero, estariamos asumiendo entonces que el conjunto de Cantor esta
constituido por un conjunto finito de puntos discretos. De la misma manera se podria
extrapolar el problema a la curva de Koch. ¢Se pudiera considerar a la curva de Koch

una curva unidimensional o bidimensional? Estas interrogantes de alguna manera
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sintetizan una discontinuidad conceptual que obstaculiza la construccion de nuevas
estructuras de conocimiento basadas en conceptos geométricos fundamentales que
permita el abordaje de morfologias distintas a las derivadas de la geometria
euclidiana.

Lo descrito anteriormente, seria nuestro eslabon de cambio conceptual mas
proximo al que se pretende abordar en este trabajo. Aca surge una serie de
discontinuidades que empafian los conceptos fundamentales estudiados hasta el
momento, siendo, esta etapa, la génesis de una trasmutacion conceptual geométrica
que posiblemente hara vislumbrar la continuidad existente entre la Geometria

Hiperbdlica y la Geometria Fractal.

La geometria Hiperbdlica

El quinto postulado fue cuestionado por un periodo de mas de 2000 afios.
Fueron numerosos los intentos de demostrar tanto que era posible deducirlo a partir
de los cuatro primeros postulados como su independencia. Fue recién en el siglo
diecinueve que matematicos como Bolyai y Lobachevsky consideraron formalmente
la posibilidad de un sistema geomeétrico sin el quinto postulado. Fue asi como se di6
lugar al nacimiento de las geometrias no euclidianas.(Courant, 2002).

La geometria hiperbolica fue elaborada por los matematicos Bolyai vy
Lobaschevsky en el siglo diecinueve, estd fundamentada en los cuatro primeros
postulados de Euclides y un nuevo postulado que viene a sustituir el postulado
original de las paralelas. En sus investigaciones de la teoria de las lineas paralelas,
Lobachevski tom6 un camino diferente. Habiendo comenzado por intentos de
demostrar el postulado del paralelismo posteriormente advirtié que la reestructuracion
de uno de ellos conduce a resultados absolutamente inesperados. El postulado que
viene a sustituir el quinto postulado original de Euclides es el siguiente: “a través de
un punto fuera de una recta, en el plano determinado por éstos, se pueden trazar por

lo menos dos rectas que no cortan a la recta dada”. (Courant, 2002).
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Hoy en dia la geometria hiperbolica esta fundamentada mas formalmente por,
los cuatro primeros postulados de Euclides y el postulado siguiente : “Si una recta
secante corta a dos rectas formando a un lado angulos interiores, la suma de los
cuales sea menor que dos angulos rectos; las dos rectas, suficientemente alargadas se
cortaran en el mismo lado”, cuya expresion equivalente seria que “por un punto
exterior a una recta, pasan dos paralelas que separan las infinitas rectas no secantes de
las infinitas secantes”. Segun la definicidn clasica, las rectas no secantes son las
Ilamadas, inicialmente, paralelas. Sin embargo suele hacerse una distincion dentro del
conjunto de las no secantes, y denominar paralelas a aquellas que poseen ciertas
propiedades espaciales. (Euclides, 300 a.C; Lascurain, 2005).

De las diversas corrientes geométricas que se produjeron, en esta
investigacion, se tomar4d como uno de los pilares tedricos a la Geometria de
Lobachevski debido a que contiene y representa los fundamentos y la génesis del

edificio hiperbdlico.

La Geometria de Lobachevski

Nicolai Ivanovich Lobachevski nacid el primero de Diciembre de 1792 en
Nizhni Novgorod. Cursd exitosamente sus estudios en la Universidad Kazan desde
1807 a 1811 disponiendo brillantes aptitudes para la matematica. Una vez culminados
éstos, fue retenido en ella para catedrético, titulo que le fue concebido en 1816. Una
fructuosa trayectoria universitaria lo caracterizé llegando a ser rector de la
Universidad de Kazan, desempefiando esta funcién alrededor de 20 afios. Su actividad
cientifica di6 a Lobachevski una fama mundial, inmortalizd6 su nombre con la
creacion de las geometrias no euclidianas que en la actualidad se le hace referencia a
la Geometria de Lobachevski .(Smogorzhevski, 1978).

El 23 de febrero de 1826, en la sesion de ciencias fisico-matematicas de la
universidad de Kazan, Lobachevski intervino con un discurso en el que informd, por
primera vez, sobre sus incursiones en geometrias no euclidianas. La primera

exposicion de los principios fundamentales de ésta, aparecida en prensa, fue la
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memoria de Lobachevski titulada: Sobre los fundamentos de la Geometria publicada
entre los afios 1829-1830 en la revista Boletin de Kazan. (Smogorzhevski, 1978).

Los descubrimientos de Lobachevski no fueron concebidos por la mayoria de
sus contemporaneos. Sus trabajos sobre Geometria fueron objeto de numerosos
juicios negativos tanto en Rusia como en el extranjero. Las ideas de este gran sabio
ruso eran demasiado audaces y diferian de los puntos de vista predominantes en la
ciencia de la época. Precisamente por ésta razon fue que transcurrié mucho tiempo
para que dichas ideas ganaran el debido reconocimiento, lamentablemente después de
la muerte de su precursor. Lobachevki fallecio el 24 de febrero de 1856.
(Smogorzhevski, 1978).

El estudio de la Geometria de Lobachevski va a permitir, en primera instancia,
vislumbrar los conceptos fundamentales de esta geometria con miras a realizar un

futuro contraste con la Geometria Fractal.

Respecto a la génesis de sus axiomas

Con el objetivo de aclarar el rol que desempefian los axiomas en esta
investigacion, se examinard de manera general algunos aspectos importantes del
origen de esta geometria y su desarrollo axiomatico.

Desde los inicios de la geometria en el antiguo oriente, en donde se practicaba
la medicion de longitudes, areas, volimenes y angulos de los cuerpos mas simples, se
comenzd a elaborar principios de manera empirica que con el tiempo se fueron
convirtiendo a circulos mas amplios de objetos. Una vez alcanzada tal amplitud, se
hizo necesario formular principios geométricos muchos mas generales, hecho que
determina el transito de la geometria de conceptos concretos a la geometria de
conceptos abstractos. En sintesis, se tiene entonces que la primera fase del desarrollo
de la geometria constituy6 una ciencia de estructura empirica, ascendiendo de manera
progresiva a estadios un poco méas altos de la razén. (Alsin y Pérez, 2000;
Smogorzhevski, 1978).
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El desarrollo de la geometria se produjo en el momento en que se toma
conciencia colectiva del hecho de que algunas proposiciones no requieren de
argumentacioén empirica, ya que éstas pueden ser derivadas de otras proposiciones
mediante deducciones basadas en las leyes de la l6gica. Es entonces cuando se genera
una ruptura en lo que concierne a las proposiciones geométricas. Se comienza
entonces a diferenciar entre las proposiciones establecidas por via practica, Ilamadas
mas adelante, axiomas y las demostrables mediante las leyes de la logica,
posteriormente denominadas teoremas.(Alsin y Pérez, 2000; Smogorzhevski, 1978).

Por el simple hecho de no requerir instrumentos especiales de elaboracion
compleja, ni numerosas mediciones que rayan en el tedio, la argumentacion con
fundamento l6gico en geometria, es considerablemente mas simple que la geometria
empirica instrumental. En la antigiedad, los sabios se plantearon el objetivo de
reducir al minimo el nimero de proposiciones del primer género y trasladar el analisis
geométrico a la esfera del raciocinio Idgico. Este objetivo resulto ser factible, ya que
la geometria se puede abstraer de las propiedades evidentes de los cuerpos, propiedad
tan esencial y tan simple que toda clase de relaciones geométricas pueden ser
deducidas de un numero reducido de proposiciones de tipo axiomético usando las
leyes de la logica. ( Smogorzhevski, 1978).

Asi fue entonces como la geometria pasd de ser una ciencia empirica a una
ciencia deductiva. La primera exposicion organizada y sistematica de los trabajos
geomeétricos realizados en la antigliedad fue Los Elementos de Euclides. EI esquema

de construccion de esta obra es el siguiente:

Definiciones

Postulados

Axiomas

Teoremas

Demostraciones

Cuadro 2.1: Estructura de los Elementos

Fuente: Elaboracion Propia
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Para abordar en cierto grado la estructura de Los Elementos, es necesario
incursionar un poco sobre los constituyentes. La palabra definicion, en latin definire
que es a su vez delimitar, determinar, es la operacion por la cual se determina la
comprension de un concepto a través del establecimiento de su género, clase y
caracteristicas esenciales. Segun Aristételes la definicion indica el qué es o también la
esencia especifica de la cosa y establece el procedimiento clasico de la definicidn por
el género y la diferencia especifica. (Euclides, 300 a.C.; Florian, 2002).

El postulado es una proposicion que se admite pero que no es ni evidente por
si misma ni demostrable, mientras que al axioma se le llama a las proposiciones
autoevidentes que se admiten como verdaderas sin necesidad de demostracion y son
el punto de partida de la teoria deductiva. Segun Aristoteles en su teoria de la ciencia
demostrativa establece que la demostraciébn procede a partir de premisas
indemostrables pero que se asumen como verdaderas, como son los axiomas 0
nociones comunes, las definiciones y los postulados.(Euclides, 300 a.C.; Florian,
2002).

Teorema, derivada del latin theorema, consiste en una proposicion que afirma
una verdad demostrable de manera légica a partir de axiomas, nociones comunes,
definiciones, postulados o de otros teoremas que fueron demostrados con
anticipacion. Mientras que demostracion, es el nombre que se le asigna al proceso de
razonamiento con el que se establece la verdad de una proposicion a partir de
premisas que se consideran verdaderas, como axiomas, nociones comunes,
definiciones, postulados o de otros teoremas que fueron demostrados con
anticipacion.(Euclides, 300 a.C.; Florian, 2002).

Todo el saber geométrico que habia hasta alrededor de los afios 300 A. C. se
estructura de manera ordenada y axiomatizada en Los Elementos, estructura que en
los siguientes afios iria a moldear el pensamiento geométrico de la mayoria de los
individuos involucrados en el saber cientifico. Esta manera de concebir la geometria
es lo que cominmente conocemos como geometria euclidiana, cuyos pilares son una
serie de definiciones y postulados, incluidos en la estructura expuesta anteriormente,

que son puntos de partida para todo el edificio geométrico que se pretenda construir.
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Los postulados y las nociones comunes o0 axiomas como se dijo anteriormente,
son proposiciones que se admiten sin demostracion, de las cuales los axiomas son
afirmaciones generales, validas en todas las ciencias, cuya evidencia las hace
generalmente aceptables, mientras que en los postulados la evidencia no es tan
pronunciada como en las nociones comunes, por esa razon, se postulan, o se pide que
se acepte.

Las definiciones fundamentales de la geometria euclidea constituyen
proposiciones que tienen como objeto, introducir un determinado concepto
geomeétrico; carecen de explicacion y de ejemplo alguno. Ademas la definicion de
cada uno de los objetos matematicos expuestas en Los Elementos, no implican su

existencia.

El problema del quinto postulado

La certeza del postulado del paralelismo de Euclides no suscitaba dudas. La
duda respecto a este postulado radicaba en lo siguiente: ¢Era justo haberlo incluido en
la categoria de postulados? ¢No seria posible demostrar esta proposicion con ayuda
de otros axiomas de la misma obra y de esta manera incluirlo en la categoria de
teorema? En inicio los primeros intentos de demostrar el postulado de paralelismo
reflejaba la tendencia a disminuir el nimero de proposiciones geométricas que
requerian de fundamentos empiricos, pero con el trascurso del tiempo, se varié un
poco la perspectiva, se hacia caso omiso al origen experimental de los postulados y
estos se empezaron a interpretar como evidentes en si mismas e independientes de
cualquier experimento.

Esta costumbre, engendré un enfoque en el que se daba seguridad de la
complejidad del postulado de paralelismo, posteriormente se llega a la certeza de que
la proposicién en juego no se trataba realmente de un postulado y por consiguiente se
podria encontrar una demostracion de la afirmacidén contenida en él. Sin embargo
numerosos esfuerzos se realizaron sin dar resultado positivo alguno, los intentos de

demostrar este postulado fueron condenados al fracaso y exigieron el consumo
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enorme de trabajo intelectual de numerosas generaciones de sabios.( Smogorzhevski,
1978).

Para el quinto postulado o postulado de las paralelas existen muchos
enunciados equivalentes uno de ellos, reformulado por Claudio Ptolomeo
aproximadamente en el siglo Il a.C. , es “Dada una recta y un punto exterior a la
misma solamente puede trazarse una paralela”. Desde un principio este postulado se
tornd un tanto ambiguo, ya que la estructura de la proposicién era muy similar a un
teorema y fue durante mucho tiempo el punto mas vulnerable de critica a este cuerpo
tedrico. Es muy probable que este postulado haya originado muchas dudas incluso
desde los tiempos de Euclides, esto se ve reflejado en la estructura propia del libro los
elementos ya que en él se demuestran alrededor de treinta proposiciones, antes de
aplicarlo en alguna determinada demostracion, ofreciendo asi un cuerpo geométrico
absoluto, totalmente independiente de éste. Es posible que Euclides haya considerado
como opcion correcta adicionar éste postulado al conjunto de teoremas; cosa que los
matematicos menos aferrados a la légica consideraban inconcebible, por el hecho de
admitir como verdad no demostrada a una propiedad que para ellos estaba incluida en
la naturaleza de la linea recta, esta Gltima implicita en los postulados anteriores.
(Babini, 1974).

Este hecho desencadend que durante siglos se intentara deducir el quinto
postulado de los otros cuatro; esfuerzos que siempre fracasaron. En la antigtiedad
existen registros de personas, que apoyandose en la idea que que el quinto postulado
era independiente de los cuatro anteriores, hicieron considerables intentos de
prescindir de este postulado o sustituirlo por algin otro enunciado. Un ejemplo de
esto, es un comentario hecho por Proclo, comentarista de la obra de Euclides nacido
en el afio 410 a.C., quien expresd que ese postulado de Euclides debia “ser
absolutamente eliminado de los postulados” y para ello ofrecié una demostracion
propia e informa que ya Ptolomeo habia hecho un intento similar. Los matematicos
arabes y occidentales del renacimiento y la edad moderna siguieron haciendo intentos
similares a los anteriores, intentos que llevaron a enunciar postulados equivalentes al

postulado original de Euclides, algunos un poco mas simples y otros mas intuitivos.
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Ya para el siglo XVIII se retoman los esfuerzos asumiendo como base la
hipdtesis de la falsedad del quinto postulado, proceso que inicié Gerolamo Saccheri
(1677-1733) con la esperanza de que mediante la reduccion al absurdo, el estudio
condujese a una contradiccién. No sucediendo asi, Gauss es el primero que llega a
afirmar que el hecho de prescindir del quinto postulado en la construccion geométrica
no conduce a ninguna contradiccion.(Babini, 1974).

El tipo de demostracion clasica y erronea que se acostumbraba en ese
entonces partia de enunciar y sustituir al postulado de paralelismo por una
proposicién equivalente como la que se muestra a continuacion:

La perpendicular y la oblicua respecto a una misma recta se cortan; o,
existe un triangulo semejante a un triangulo dado pero no igual a éste;o, el
lugar geométrico de dos puntos equidistantes de una recta dada, si se
encuentran a un mismo lugar de ésta, es una recta; o, a través de
cualesquiera tres puntos se puede trazar o bien una recta o bien una
circunferencia.(Smogorzhevski, 1978.pp.15)

Lobachevski tomd otro camino en las investigaciones que tenian que ver con
la teoria de las lineas paralelas. No es necesario esconder que comenzé demostrando
el postulado del paralelismo, pero su razonamiento logico aplicado al sistema de
postulados pronto lo llevo a resultados totalmente inesperados. Esto Gltimo consistio
en la aplicacion reiterada del método de reduccion al absurdo, que planteaba la
siguiente consideracion : Si el postulado de paralelismo de Euclides es resultado de
los otros postulados y axiomas de Los Elementos y si, sin embargo, se admite que a
través de un punto fuera de una recta, en el plano determinado por estos, se pueden
trazar por lo menos dos rectas que no cortan a la recta dada, resultara ser que tarde o
temprano esta suposicion en lo inmediato o en lo lejano, conducirda a una
contradiccion. (Smogorzhevski, 1978)

Mientras tanto, analizando los nuevos resultados de la admisién hecha por él,
que desde el punto de vista de la geometria euclidiana resultaba paraddjico,
Lobachevski no mermaba en insistir que con estos hallazgos se podia formar un
sistema logico no contradictorio de teoremas capaces de construir una base para una

nueva teoria cientifica.
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Asi fue fundamentada la geometria no euclidiana, la novedad estaba en la
reestructuracion del postulado de las paralelas, coincidente con lo citado
anteriormente, que luego pasdé a llamarse, el postulado del paralelismo de
Lobachevski.

Sin embargo, no quedaba claro si se podia afirmar con seguridad que ninguno
de los resultados consecuentes del postulado de las paralelas de Lobachevski
conduciria a una contradiccién. Lobachevski fija también la solucion a este problema.
Sefial6 que las contradicciones de la geometria descubiertas por él deben deducirse de
la posibilidad de la aritmetizacion, es decir, de la posibilidad de reducir la solucién de
cualquier problema geométrico a calculos aritméticos y transformaciones analiticas,
utilizando para ello las férmulas de la geometria hiperbdlica deducidas por él
mismo.(Smogorzhevski, 1978)

En toda ciencia los conceptos fundamentales tienen mucha importancia. En la
geometria euclidiana, los conceptos fundamentales son, el punto, la recta y el plano.
Estos conceptos fundamentales se extrapolan a las geometrias no euclidianas y se
explican a continuacion. La recta en la geometria de Lobachevski se entiende como la
linea por la que se mide la distancia mas corta entre dos puntos. El plano en la
geometria de Lobachevski se entiende como la superficie que cumple con la siguiente
propiedad: si dos puntos de una recta pertenecen a esta superficie, resultara ser que
todos los puntos restantes de esa misma recta pertenecen a esa misma
superficie.(Smogorzhevski, 1978)

Esta terminologia es completamente oportuna, ya que en cualquiera de las
geometrias que se esté trabajando, la recta es la linea mas simple, asi como el plano
es la superficie méas simple. Como resultado de las investigaciones de Lobachevski se
dej6 sentado que no sélo son concebibles las superficies con propiedades no
euclidianas sino que también se pueden realizar interpretaciones en espacios no
euclidianos tridimensionales. Asi pues, Lobachevski se volcé de nuevo a la geometria
experimental desde los axiomas y postulados como proposiciones que constatan las
propiedades geométricas fundamentales del espacio.
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Para concluir se sefialard la importancia del estudio exhaustivo de los
conceptos fundamentales de la geometria de Lobachevski. Antes de Lobachevski,
durante muchos siglos, reinaba en la geometria desde el punto de vista idealista que
representado por Platon, atribuyendo a los postulados del sistema euclidiano un
caracter absoluto, negando su procedencia de lo experimental. Lobachevski rompi6
categOricamente con este punto de vista y retorno la geometria a las posiciones del
materialismo.

Actualmente es imposible considerar resuelta de manera definitiva la cuestion
que respecta a la estructura geométrica del espacio fisico real. Sin embargo se
sefialard posteriormente que la teoria de la relatividad y la teoria fractal, basandose en
numerosos datos, consideran que el espacio real no es euclidiano y que ademas, por
sus propiedades geométricas, es mucho mas complejo que el espacio descrito por
Lobachevski.

Modelos de la geometria hiperbdlica

Para mostrar la consistencia de una nueva geometria no es necesario deducir una gran
cantidad de teoremas no euclidianos, en vez de eso se ha aprendido a construir
modelos de tal geometria que satisfacen todos los axiomas de Euclides excepto el
postulado de las paralelas. Asi como el plano Euclideo se presenta con los puntos y
rectas usuales, para representar el plano hiperbdlico existen diferentes modelos. Estos
son: El modelo de Klein, el disco de Poincaré, el semiplano superior de Poincare y el
modelo de Lorentz o hiperboloide. Las caracteristicas generales de estos modelos son

las siguientes:

Modelo de Klein.
Es también conocido como disco proyectivo y representa al plano como el

interior de un circulo, y las rectas como cuerdas del circulo.
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El disco de Poincaré.

Representa al plano como el interior de un circulo, pero las rectas estan
representadas por arcos de circunferencia ortogonales a la circunferencia borde, y a
los didametros de dicha circunferencia.

El semiplano de Poincaré.

Este modelo toma como plano, a un semi plano abierto del plano Euclideo.
Cada recta es la interseccion de una circunferencia o de una recta perpendicular al

borde de dicho semiplano, con el semiplano de Poincaré.

Modelo de Lorentz.

En este caso se utiliza la hoja de un hiperboloide en revolucion. Los puntos
son clases de equivalencia de vectores que satisfacen una determinada forma
cuadratica y las rectas, lo que resulta de la interseccion de ciertos planos con el
hiperboloide. (Courant, 2002).

Con toda esta indagacion referente a la Geometria de Lobachevski, se tendria
identificado, de manera sintetizada, los conceptos fundamentales de la geometria
hiperbdlica; conceptos que posteriormente se someterdn a contraste con sus
homologos en la geometria fractal con el objetivo de vislumbrar posibles puntos de
enlace.

La Geometria Fractal
La teoria fractal se expondra en tres bloques. El primero es una historiografia,
el segundo es el abordaje de algunos conceptos involucrados en la fractalidad y por
ultimo, se mostraran algunas definiciones importantes que constituyen la geometria
fractal.

Historiografia de los fractales

El término fractal etimol6gicamente viene de la palabra del latin Fractus, que

significa fracturado, roto, irregular. Como concepto matematico se le atribuye a
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Benoit Mandelbrot, quien en sus trabajos para la empresa International Business
Machines (IBM) en la década de los setenta, define con el término de fractal a
algunos objetos matematicos representables geométricamente, los cuales gozan de
caracteristicas como lo son la autosimilaridad (exacta, aproximada o estadistica), su
dimensién no necesariamente son numeros naturales y se definen mediante un
algoritmo recursivo. Sin embargo los primeros objetos fractales representados
geométricamente fueron concebidos por el matematico francés Henri Poincaré en el
afio 1890, idea que fue posteriormente desarrollada por los matematicos Gaston Julia
y Pierre Fatou en el afio 1918. Sin embargo el primer fractal conocido fue creado o
descubierto, segun sea la tendencia filosofica, por el matematico Karl Weirstrass en
1861. (Aguirre, 2002)

Otro conjunto que en la actualidad es considerado como un fractal es el polvo
de Cantor, llamado asi por ser introducido por el mateméatico Georg Cantor en 1883.
Para construirlo se parte de un intervalo cerrado, se divide en tres partes iguales y se
elimina la del medio obteniendo un conjunto, que es la union de los dos intervalos
cerrados disjuntos. Con cada uno de los intervalos que se forman, se repite el mismo
proceso obteniéndose una sucesién de conjuntos cerrados. Comparado con otros
ejemplos el conjunto de cantor no resulta muy atractivo, su imagen termina siendo un
conjunto de puntos dispersos que se distribuyen a lo largo del intervalo [0,1], pero
ciertas caracteristicas esenciales que se describira posteriormente lo hacen ser un
conjunto fractal.(Aguirre, 2002).

Para el afio de 1904 Helge Von Koch define una curva que lleva su nombre,
mostrando un ejemplo de una curva continua que no es diferenciable en ninguno de
sus puntos. La curva se construye comenzando con un segmento rectilineo. En la
primera etapa, el segmento se divide en tres partes iguales y se sustituye la parte
central por un triangulo equilatero sin la base. En la segunda etapa se repite el
proceso anterior con cada una de los cuatro segmentos. Luego, iterando este proceso
se obtiene la curva de Koch. (Estrada, 2004)

La aparicién de estos primeros objetos matematicos con caracteristicas

atipicas produjo ciertas inconsistencias en el momento en que comenzo el estudio de

46



los conceptos y definiciones, relacionando con estos nuevos entes con caracteristicas
muy particulares que sustentan la morfologia espacial de los objetos matematicos,
gue hasta ese entonces eran aceptados en la comunidad cientifica.

La matematica clasica esta enraizada en las estructuras regulares de la
geometria de Euclides y en la evolucién continua de caracteristicas de la dinamica de
Newton. La matematica moderna empezo6 con la teoria de conjuntos de Cantor y la
curva de Peano que llena el plano. Desde el punto de vista histérico, la revolucion se
produjo al descubrirse estructuras matematicas que no encajaban en los patrones de
Euclides y Newton. Estas nuevas estructuras fueron consideradas patoldgicas, como
galeria de monstruos, emparentadas con la pintura cubista y la musica atonal, que por
aquella época trastornaron las pautas establecidas en el gusto artistico. (Mandelbrot,
2009)

Sin embargo, la geometria fractal no es una aplicacion directa de la
matematica del siglo XX. Es una nueva rama nacida tardiamente de la crisis de la
matematica que comenzd Dubois Reymond en 1875, llamando la atencidén por
primera vez con una funcién continua y no diferenciable, construida por Weierstrass.
Dicha crisis durd aproximadamente hasta 1925, siendo los principales actores Cantor,
Peano, Lebesgue y Hausdorff. Estos nombres, asi como los de Besicovitch, Bolzano,
Césaro, Koch, Osgood, Sierpinski y Urysohn, no suelen aparecer en el estudio
empirico de la naturaleza, pero es probable que el impacto de la obra de esos
gigantes, de alguna manera, desviaron los objetivos que se propusieron inicialmente

algunos investigadores subsecuentes.

Algunos conceptos involucrados en la geometria fractal

En numerosas areas de la investigacion, la comunidad cientifica ha solventado
numerosos problemas en los que se le hace corresponder un modelo matematico
clasico a un fendmeno natural como primera aproximacion. Esta primera
aproximacion generalmente se modifica en procesos subsiguientes afiadiendo

términos correctivos. Pero este tipo de analisis, en la actualidad se esta tornando
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insuficiente. En una gran cantidad de dominios abordados en la actualidad, la realidad
se revela tan convulsionada, que el modelo continuo clasico, y perfectamente
homogéneo fracasa, de tal manera de quedar inutilizado como primera aproximacion.
(Mandelbrot, 2006).

La Geometria Fractal la constituyen dos pilares fundamentales: el primero se
caracteriza por la eleccion de problemas en el nucleo del caos de la naturaleza vy el
segundo se caracteriza por la eleccion de herramientas en la esencia de las
matematicas para buscar su aplicacion directa, dejando al lado esas ansias de buscar
en la belleza clasica la razén Unica para describir un fendmeno natural mediante un
modelo matematico.

Estos dos pilares fundamentales ha traido como consecuencia algo nunca
antes visto, ha sumergido a muchos cientificos en un mundo que oscila entre el caos
incontrolable y el orden excesivo de Euclides. Se genera entonces un nuevo ambiente,
una nueva zona, una zona de orden fractal.

La piedra angular que fundamenta el estudio de la racionalidad conceptual,

esta descrita en la siguiente cita:

La geometria de la naturaleza es cadtica y esta mal representada por el
orden perfecto de las formas usuales de Euclides o del célculo
diferencial.(Mandelbrot,2009.pp.17)

Es entonces cuando surge la necesidad de adentrar en un analisis de los

conceptos geométricos fundamentales.

De las curvas, de la continuidad y la intuicién

Se estudia un enfoque en donde las funciones en espacios de dimension n que
son derivables constituyen un conjunto muy simple y facil de manejar, pasando a ser
una excepcién dentro del conjunto general de funciones. En otras palabras, aquellas
curvas gque no admiten tangente en ninguno de sus puntos, serian la regla, mientras

que las curvas regulares y suaves son casos extremadamente particulares; dejando a
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un lado el mero ejercicio intelectual, artificial estéril y llevar a la practica ese deseo
inconsciente de rigor perfecto. (Mandelbrot, 2006; Mandelbrot 2009).

Se pudiera dar el caso en los que el hecho de utilizar una funcién no
diferenciable resulte mas simple que utilizar una funcién cléasica que si lo fuera. En
este caso, se habra corroborado el valor practico del estudio matematico de los
continuos irregulares.(Mandelbrot, 2006; Mandelbrot 2009).

La naturaleza de una curva irregular o una curva sin tangentes escapa
completamente de la intuicién; después de una serie de repeticiones del proceso de
segmentacion, la figura que va resultando es tan complicada que la intuicién a duras
penas puede captarla, y se pierde de vista totalmente en lo que respecta a la curva que

se obtiene pasando al limite.

De las formas y los espacios

En la topologia, llamada antes, geometria de la posicion o analisis situs, se
trabaja con otras clase de formas y semejanzas distintas a las que se acostumbra a
manejar. Por ejemplo, todas las tazas tienen la misma forma, pues suponiéndolas
infinitamente flexibles y compresibles, se puede transformar una en otra sin saltos ni
discontinuidad alguna y sin tener que abrir ningln agujero nuevo, ni cerrar otro que
ya existiera.

De la misma manera, todas las costas geograficas de todas las islas tienen la
misma forma, topologicamente igual a la del circulo. Es decir, la topologia, que es
donde supuestamente se analizaban las formas de manera mas compleja, no es capaz
de distinguir entre distintas costas. Ademas, distintas costas tienden a tener, lo que
Ilamaremos posteriormente dimensiones fractales diversas. Las diferencias en la
dimension fractal reflejan diferencias de forma en un aspecto no topoldgico. Es
entonces cuando se propone hablar de formas fractales.

Como dato histérico adicional, se puede acotar que en el caso de la topologia,
la definicion propia de la disciplina y la definicion de dimension topoldgica, se fueron
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gestando y perfeccionando en paralelo; mientras que la dimension fractal es anterior

en mas de medio siglo a los primeros estudios formales de las formas fractales.

De la dimension

La nocion intuitiva de dimension fisica nace de un concepto griego derivado
de la relacion entre las figuras y los objetos , en donde la palabra figura, se refiere a
idealizaciones matematicas y la palabra objeto se refiere a datos de la realidad. En
este sentido, la dimension fisica tiene inevitablemente una base pragmaética y por
tanto subjetiva, dependiendo en la totalidad de los casos del grado de resolucion al
momento de advertir la realidad. El resultado numérico de la dimensién depende de la
relacion entre el objeto y el observador; donde un observador ve una zona bien
definida con una dimension efectiva caracteristica, un segundo observador pudiera no
ver mas que una zona gradual, con interpretacion confusa y cuyo estudio tal vez no
merezca la pena.(Courant, 2002; Mandelbrot, 2006).

El concepto de dimensidn fractal no es tan nuevo, de hecho forma parte de un
tipo de matematica creada y estudiada entre los afios 1875 y 1925. El hecho de que
una curva sea fractal, no implica que deba tener siempre dimension fraccionaria. Por
ejemplo, la trayectoria del movimiento Browniano es una de las curvas mas simples
dentro del andlisis fractal, sin embargo se han propuestos modelos para este tipo de
movimiento en donde se describe a esta trayectoria como una curva continua de
dimension fractal 2.( Mandelbrot, 2009).

El concepto geométrico clasico que se tiene derivado de la geometria
elemental ensefia que una figura de dimension cero tiene forma de punto aislado o de
un conjunto de puntos finitos y dispersos. Figuras de dimension 1 son todas aquellas
curvas clasicas y en particular las lineas rectas. Una superficie cualquiera o un plano
en su defecto tiene dimension 2. Un sélido o en su defecto un cubo, tiene dimension
3.(Courant, 2002; Mandelbrot, 2009).

Una vez expuesto lo anterior y con el fin de conceptualizar el lenguaje

geométrico se puede decir que,una figura cuya dimension esté entre 1 y 2 ha de ser
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maés deshilada y traslucida que una una superficie ordinaria pero mas maciza, mas
densa y mas consistente que una linea ordinaria. ElI concepto clasico en donde una
curva tiene superficie nula y longitud infinita se ve modificado. En este estudio se
deja mostrar la existencia de casos en donde la longitud entre dos puntos cualesquiera
de una curva finita, es infinita.(Mandelbrot, 2006).

Sabiendo esto, en contraposicion a lo que se viene entendiendo como
dimensién de un punto, de una curva y de una superficie, en este estudio, se abordan
conceptos como el siguiente: Existen ciertas curvas planas de una irregularidad tal,
que su dimension fractal es un niamero mayor que 1 y menor que 2; de la misma
manera, existen superficies tan irregulares que su dimensién fractal se encuentra en el
intervalo comprendido entre 2 y 3; por ultimo se definen a los polvos como un lugar
geométrico contenido en una linea recta cuya dimensién fractal se encuentra entre 0y
1.

Ademas de los conceptos matematicos inherentes a la dimension topoldgica y
la dimension fractal, existe un concepto transitorio y de sedicién llamado dimension
efectiva. Un concepto que carece de precision pero es clave para el esbozo teorico. Se
trata de un regreso potente a la intuicién geométrica griega arcaica de los pitagoricos.

La dimension efectiva tiene que ver con la relacion entre los conjuntos
matematicos y los objetos reales. Asi por ejemplo en la descripcion de un hilo las
teorias unidimensionales y tridimensionales deben modificarse con términos
correctivos, y sélo a posteriori puede decirse qué modelo geométrico es el mejor, es
decir, el que precisa menos correcciones. La dimension efectiva, tiene una base
subjetiva. Es una cuestion de aproximacibn 'y de grado de
resolucion.(Mandelbrot,2006).

La mayoria de los objetos a los que se hace referencia en esta investigacion
presentan una sucesion de dimensiones efectivas distintas. Pero se afiade una novedad
esencial. Se plantea la novedad de que ciertas transiciones mal definidas entre
sectores de dimension bien definida son reinterpretadas como sectores fractales, en

los que la dimensidn fractal es siempre mayor o igual que la dimension topoldgica.
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Los primeros vestigios del concepto de dimension fractal fueron generados de
una diversidad de procesos y metodos de medida de la longitud de una costa
geografica desarrollados por un conjunto matematicos desde 1901 hasta 1960, cada
método corresponde a una definicion de dimension; definiciones ya usadas en
matematica pura pero sin ninguna pretension de aplicacion a la realidad
concreta.(Mandelbrot, 2006).

Durante la crisis que va de 1875 a 1925, los matematicos se dieron cuenta que
no es posible una comprension correcta de lo irregular y lo fragmentado, si se define
la dimensién como numero de coordenadas. EI primero en emprender un analisis
riguroso fue Cantor en su carta a Dedekind, fechada el 20 de junio de 1877. Le siguio
Peano en 1890, y los pasos finales datan de la década de 1920.(Courant, 2002;
Mandelbrot, 2009).

Como todos los grandes procesos intelectuales, el final de esta historia admite
diversas interpretaciones. Cualquiera que escriba un tratado matematico sobre la
teoria de la dimension, estd asumiendo que dicha teoria es Unica. Pero en este trabajo,
una de las cosas que se pretende mostrar es que para Mandelbrot lo mas importante es
que un concepto amplio como el de dimension presenta diversas facetas matematicas
que, aparte de ser conceptualmente distintas, dan distintos resultados numéricos.

Es inevitable usar varias clases de dimension, Euclides solo se limita a
conjuntos para los que distintos tipos de dimensiones Utiles, coinciden en numero, asi
pues podriamos Ilamarles conjuntos dimensionalmente concordantes. En este marco,
se expondran conjuntos para los que las distintas dimensiones no coinciden; a los
cuales se les llamara conjuntos dimensionalmente discordantes.(Courant, 2002,
Mandelbrot, 2006; Mandelbrot 2009).

Al pasar de los conjuntos mateméticos a las dimensiones efectivas de los
objetos fisicos modelizados por dichos conjuntos, se encuentran con otros tipos de
ambigledades, inevitables e imprescindibles. Poco a poco se ofreceran distintas
visiones de los aspectos matematicos y fisicos de la dimension.

El hecho de que los fractales elementales sean dimensionalmente

discordantes, puede servir para dar contenido matematico al concepto hasta ahora
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intuitivo de fractal. Se mostraran dos conceptos que asignan a cada conjunto del
espacio euclidiano ,sin tomar en cuentas sus caracteristicas patoldgicas, un numero
real que por razones intuitivas y formales merece ser llamado su dimension.

El mas intuitivo de dichos conceptos es la dimension topoldgica y se denotara
por Dt . La segunda dimension, es aquella formulada por Hausdorff y Besicovitch y
se denotara por D. Siempre que se trabaje en espacios euclidianos, tanto Dt como D
toman valores comprendidos entre 0 y E, pero hasta aqui llegan las analogias. Dt
siempre es entero, pero D no necesariamente lo es. Asi, ambas dimensiones no tienen
por que coincidir. De hecho, s6lo se rigen por la desigualdad de Szpilrajn, que
establece que D es mayor igual a Dt y D es igual a Dt para todas las figuras
euclidianas, pero casi todos los conjuntos en este trabajo, satisfacen que D es mayor o

igual que Dt.

De la homotecia

Diversos objetos naturales se caracterizan por poseer cierta complicacion y
desorden e irregularidad cuando se trata de caracterizarlos como figuras geométricas.
Sin embargo existe un orden subyacente, los grados de irregularidad correspondientes
a la percepcion a distintas escalas parecieran ser aproximadamente iguales.

El analisis de los contornos de algunos objetos naturales, arroja que la
mayoria de las caracteristicas y detalles vistos a una escala, se vuelven a repetir a una
escala méas aguda que la anterior y asi sucesivamente a escalas subsiguientes. Se
observa pues, gque los contornos estan formados por innumerables réplicas de formas
y subformas de manera sucesiva. La iteracion no pudiera continuarse
indefinidamente, pero se puede ir muy lejos. En la lejania, se encontrara que aunque
las distintas formas observadas correspondientes a los sucesivos niveles de analisis
sean completamente diferentes, en lo especifico, poseen el mismo caracter global, es

decir, los mismos rasgos genéricos. (Mandelbrot, 2009).
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En otras palabras, la observacion anterior induce a creer que
independientemente de la escala, un mismo mecanismo pudo haber generado tanto
los detalles pequefios como los detalles grandes de un objeto natural.

Otra manera de interpretar lo dicho anteriormente a manera de complemento,
es construir la idea de un posible mecanismo en forma de cascada o artificio procesal
por etapas, en donde cada etapa es capaz de engendrar detalles cada vez mas
pequerfios que los que lo preceden.

Se dira entonces que cuando cada pedazo de un objeto natural el homotético al
todo, salvo algunos detalles que de los que de manera estadistica eventualmente se
decide pasar por alto, el objeto natural estudiado posee homotecia interna. La
homotecia interna s6lo tiene sentido estricto si no hay puntos coincidentes entre un
nivel recursivo y el anterior, es decir puntos multiples. En el caso de los objetos
naturales, la homotecia interna hace que el azar tenga la misma importancia a
cualquier escala. Sabiendo esto, si se aborda el concepto de homotecia, no tendra

ningun sentido hablar de niveles microscopico y macroscépico.

De la invariancia

Si se comienza por un ejemplo sencillo, se podria comentar lo siguiente. La
distribucion homogénea sobre la recta, el plano o el espacio tiene dos propiedades
muy interesantes. La invariancia por traslacion y la invariancia por cambios de escala.
En los fractales, debe modificarse un poco el alcance de estas invariancias, en
consecuencia se dira que los mejores fractales son aquellos en los cuales se presenta
el maximo de invariancia. (Mandelbrot, 2009).

La invariancia por cambio de escala se manifiesta una vez que se realiza un
cambio de escala en un sector de una trayectoria fractal y éste permanece invariante
en su forma; de esta manera se esta en presencia de la invariancia a ciertos cambios
de escala. En este caso se dira que los fractales son escalantes.(Maldelbrot,2006;
Mandelbrot, 2009).
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La invarianza por traslacion se manifiesta en el momento en que se observa
que dos sectores cualesquiera de una traza de trayectoria fractal no necesariamente se
pueden superponer de manera exacta. En algunos casos se pueden superponer en
sentido estadistico. La mayoria de los fractales que se abordan en esta investigacion
son invariantes por traslacion. (Mandelbrot, 2006).

Lo anterior expuesto contituye el concepto de autosemejanza, concepto mas
amplio que se manifiesta una vez que se estd en presencia de un fractal que sea
invariante por la transformacién geométrica de semejanza, en el sentido ordinario.

Luego, se dira que es un fractal autosemejante.(Mandelbrot,2006; Mandelbrot, 2009).

De la autosimilitud

En el caso en que un objeto tenga la misma forma al cambiar la escala, ain y
cuando se cambie la escala de manera reiterada, se dice que el objeto es
autosimilar.(Mandelbrot,2006; Mandelbrot ,2009).

La autosimilitud es una idea que ya habia sido sugerida en muchas ocasiones a
lo largo de la historia. Por ejemplo, en el siglo XVII, el pensador aleman Gottfried
Wilhem Leibniz (1646-1716) propuso que una gota de agua contenia todo un
universo, que a su vez contenia gotas de agua mas pequefias; cada una de estas gotas
encerraba a su vez un universo que tenia en su interior otras gotas de agua todavia
mas pequefias y asi sucesivamente. (Braun, 1996).

Esta autosimilitud y muchas otras cosas que surgieron, fueron desechadas con
el tiempo ya que no se pudieron comprobar experimentalmente. En una gota de agua
no hay ningun universo en el sentido propuesto por Leibniz. Fue hasta la década 1960
y de 1970 que Mandelbrot volvié a proponer esta idea, pero en un contexto
completamente  distinto de los anteriores.  (Courant,2002;Mandelbrot,
2006;Mandelbrot, 2009).

Se ha demostrado que la autosimilitud se presenta en gran variedad de

fendmenos y de situaciones muy diversas.
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De la divergencia

Casi todos los casos que se abordan en esta teoria presenta la caracteristica de
divergencia. El concepto de divergencia consiste de manera informal en que si en
algln caso se espera que una cantidad sea positiva y finita, al terminar el proceso en

realidad resulta que se hace infinita o se anula. (Mandelbrot, 2006).

De la longitud

En 1961 el inglés L.F. Richardson presenté una serie de las mediciones
experimentales que hizo de varias costas, fronteras y cuerpos geométricos regulares.
En cada caso fue cambiado el valor de la unidad de medida de referencia; obteniendo
valores de la longitud, en inicio, crecientes y luego se va haciendo casi constante.

En las figuras geométricas clasicas no ocurre lo mismo. Al ir aumentando la
escala de observacion no aparecen estructuras de tipo irregular que eran invisibles a
escalas anteriores, ya que por definicion, la linea que delimita a la figura carece de

estas estructuras. (Braun,1996).

De las Tremas

En la geometria fractal, la palabra trema significa agujero y esta en cierto
modo emparentada con la palabra en latin Termes=Termita. Algunos fractales se
caracterizan por poseer agujeros o huecos para los cuales no existe contra imagen en

el dominio de la funcién.

De los grumos
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En el proceso de formacion de algunos fractales se puede percibir vacios de materia
que se conserva y se distribuye uniformemente en la plenitud del conjunto. Al

conjunto negado de esos vacios se le denomina grumo.

De los coagulos

El proceso de formacion de grumos continua y converge hacia un conjunto que se
denomina coagulo. De manera simultanea al conjunto negado del coagulo se le

denomina suero.

Con lo descrito anteriormente, hemos sintetizado los conceptos fundamentales
gue se manejan en la teoria fractal propuestos por Mandelbrot(2009), cerrando el
ciclo de indagacién tedrica correspondiente de los primeros tres objetivos de esta

investigacion.

Curvas y Definiciones fractales

A continuacion se muestran algunas definiciones que se consideran
importantes a la hora de emitir alguna aproximacién tedrica que requiera manejar los

significados de algunos términos fractales.

El Polvo de Cantor

Cantor, fue un matematico aleman cuyo trabajo se orientd hacia la
fundamentacidn rigurosa de la matematica. Como parte de su legado, en 1883 publico
un conjunto famoso que lleva su nombre, el conjunto de Cantor. Este conjunto es
considerado generalmente como poseedor de propiedades paradojicas. Una de ellas es
que el conjunto tiene infinitos puntos, si embargo su medida es cero. Fue obtenido
por cantor cuando intentaba caracterizar lo que es un conjunto continuo, es decir,

denso en todas partes. Cantor pensaba que todo conjunto perfecto debia ser continuo.
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El conjunto de Cantor es perfecto pero no es denso en ninguna parte. Un conjunto
perfecto es aquel que es igual al conjunto de todos sus puntos de acumulacion.

El proceso de construccion del conjunto parte de dividir un segmento en tres
parte iguales y suprimir la parte central. EI conjunto iniciador puede ser un segmento
de recta representado por el intervalo [0,1], y la primera etapa de construccion
consiste en dividir a [0,1] en tres partes iguales y extraer el tercio central abierto.
Luego se le quitan los tercios centrales abiertos a cada uno de los dos tercios restantes
de la primera etapa y se continla el proceso sucesivamente. A este conjunto también
se le llama discontinuo de Cantor o Polvo de Cantor.

La curva de Koch

Esta curva fue creada por el matematico sueco Helge Von Koch en el afio de
1904 como un ejemplo de una curva continua pero no diferenciable en ninguno de sus
puntos, generada a través de construcciones geométricas elementales. Tiene longitud
infinita pero encierra un area finita. No es una curva constituida por segmentos de
recta a pesar de que en sus primeras etapas de construccion si lo esta.

El proceso de construccion de la curva de Koch es dividir un segmento dado
en tres partes congruentes, construir sobre el segmento central un triangulo equilatero
cuya base sea precisamente este segmento central, por Gltimo suprimir la base. Lo que
resulta del proceso anterior es una linea quebrada formada por cuatro segmentos de
igual longitud, que se le llamara generador.

Una vez culminado el proceso anterior, se rompe cada segmento para sustituir
en cada uno de los segmentos del generador otro generador de tamario reducido en un
tercio, para formar subpromontorios.

Si este mismo proceso en cascada continua indefinidamente, la curva
convergera a un limite que fue considerado por primera vez por Von Koch en 1904
que se denomina curva triddica de Koch, denotada de forma abreviada por K.
(Estrada, 2004; Mandelbrot, 2006).
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Pareciera que la curva anterior tuviera rasgos intuitivos predominantes, pero la
actitud en realidad es otra. Una curva no rectificable o sin tangentes escapa
completamente de la intuicion; después de unas pocas repeticiones del proceso de
segmentacion, la figura que va resultando es tan complicada que la intuicién a duras
penas puede captarla y se separa completamente de la intuicién, en lo que respecta a
la curva que se obtiene pasando el limite. Sélo el pensamiento, o el analisis Idgico,
puede seguir la evolucidn de ese extrafio objeto hasta su forma final. Si en este caso
hubiésemos confiado en la intuicidn, se hubiera caido en un error, pues al parecer la
intuicién nos lleva forzosamente a concluir que no puede haber curvas que no tengan
tangente en ningun punto. Este primer ejemplo del fracaso de la intuicion tiene que

ver con los conceptos fundamentales de diferenciacion.

Fractal

La definicion de fractal se encuentra en proceso de construccion, de hecho,
tuvo una primera aproximacion hecha por Mandelbrot en su obra objetos fractales,
definicién que fue objeto de modificacién hasta llegar a su Gltima aproximacion
generada por el mismo autor en su obra La Geometria Fractal de la Naturaleza. En
este Ultimo tratado a estos ultimos conjuntos se les asigna el término fractal, de la
siguiente manera: Un fractal se define como un conjunto cuya dimension de
Hausdorff-Besicovitch es estrictamente mayor a la dimensién topoldgica. Ademas,
los conjuntos con D (dimension fractal ) no entera, son fractales.(Mandelbrot 2006).

Es algo significativo el hecho que D no tenga que ser necesariamente un
entero. Si se usa el término fraccion en sentido amplio, como sinénimo de nimero
real no entero, entonces algunos valores de D que se expondran en ejemplos
posteriores son fraccionarios. A menudo se le llama dimension fraccionaria a la
dimensién de Hausdorff- Besicovitch, pero D también podrd tomar valores enteros.
Para sintetizar lo anterior, se dira entonces que D es una dimensién
fractal.(Mandelbrot 2006).
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Clases de dimension fractal

Existen muchas definiciones y muchos métodos para calcular la dimension.
Dichos métodos implican de manera natural el concepto de dimension. En los casos
fundamentales, dichas definiciones dan valores idénticos. En otros, sin embargo, dan
valores distintos.

Las definiciones de dimensidn que se pretenden manejar, se estudiaran desde
el punto de vista de los espacios métricos. Esto significa que se trabajara en un
espacio en el que estd definida convenientemente una distancia entre cada par de
puntos.(Lipschutz, 1970; Mandelbrot, 2009).

La primera clase a exponer es la dimension de de Hausdorff-Besicovitch. El
concepto de la dimensién de Hausdorff-Besicovitch o dimension fractal de contenido
parte de la siguiente motivacion intuitiva. Un contenido lineal se calcula sumando
pasos de longitud n no transformados, es decir, elevado a la potencia 1 que es la
dimension de la recta. EI contenido de una superficie formada por cuadros pequefios
se calcula sumando los lados de los cuadrados elevados a la potencia 2, que es la
dimension del plano. En el caso de realizar un procedimiento de medida de contenido
de una costa de forma aproximada, se pudiera ejecutar de manera implicita el método
esbozado anteriormente con el fin de obtener una medida de contenido.

Para esto Gltimo, se pudiera hablar entonces de un proceso gque consista en
establecer una linea quebrada formada por pequefios segmentos de longitud n
enteramente recubierta por la union de circulos de radio n centrados en los puntos
utilizados para la medida. Se elevaria entonces estos pasos a una potencia D para
obtener un contenido aproximado. A continuacion se constata que ese contenido,
varia muy poco al variar la longitud de los pasos n para un determinado nimero D. Se
sintetiza entonces un contenido aproximado en dimension D. Para un numero d
menor que D el contenido calculado resultaria infinito, en contraparte si d es mayor
que D el contenido se anula. Tenemos entonces que el contenido se comporta
razonadamente para d igual a D. Es el valor D el que de ahora en adelante nos dara la

idea de una nueva dimension.
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La segunda clase es la dimension de homotecia generalizada. Supongamos
que una figura se descompone en N partes tales que, dos a dos, no tienen ningun
punto en comun, pero que cada una sea deducible del total por una homotecia de
razén r , seguida eventualmente de una rotacion o una simetria. En el caso en que

todas r sean idénticas, sabemos que la dimensién de homotecia es

p = o8
log(;)

A fin de generalizar este concepto, consideremos :

N
g(d) = Y nf
n=1
como funcién de d; cuando d varia de cero hasta infinito g(d) decrece continuamente
desde n hasta cero y pasa unay sélo una vez por el valor 1, entonces la ecuacién
g(d)=1 tiene una Unica raiz positiva que se designara por D, que generaliza la
dimension de homotecia.

Fractal(Sentido intuitivo): Adjetivo que refiere a la posesion de una forma
sumamente irregular, interrumpida, o fragmentada, conservando estas caracteristicas
a cualquier escala de observacion. La necesidad del uso de este término, surge de la
toma de conciencia de Mandelbrot de que en la naturaleza existen numerosos objetos
naturales cuyas mejores representaciones son conjuntos fractales, luego se hace
necesario disponer de una palabra cuyo significado sea Unico en este tipo de
situaciones.

Mandelbrot acufia el término fractal a partir del latin fractus. ElI verbo
correspondiente es frangere que significa romper en pedazos . Es pues razonable que
ademéas de fragmentado fractus signifique también irregular, confluyendo ambos
significados en el término fragmento. La palabra algebra procede del arabe
jabara=unir; sabiendo esto, fractal y algebra son etimoldgicamente opuestos.

Fractal(Sustantivo): La palabra fractal como sustantivo, no distingue entre

conjuntos matematicos y objetos naturales, se emplea en los casos en que su
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generalidad y ambigliedad deliberada que resulta de ellos, sean bien deseadas,
aclaradas en el contexto y ademas no lleven inconvenientes asociados.(Mandelbrot,
2009).

Conjunto fractal(definicion provisional): Conjunto cuya dimension fractal es
mayor o igual a su dimension ordinaria topoldgica. Se pudiera tratar de definir
también de la siguiente manera, un conjunto seria fractal si su dimension D es un
namero real no entero, o bien D es un entero pero el conjunto es globalmente
irregular. Podria suceder que perturbando un conjunto clésico en el entorno de un
punto, su dimension se haga fraccionaria, en este sentido si el analisis se realiza en un
ambiente concreto el ejemplo anterior seria insostenible; es por eso que se hace dificil
en estos momentos construir una definicién formal de conjunto fractal.(Mandelbrot,
2009).

La asociacion, conjunto fractal tiene una definicién rigurosa, pero el fractal
natural no, la cual sirve para designar sin demasiada precision una figura natural que
puede ser representada por un conjunto fractal. Por ejemplo, las curvas brownianas
son conjuntos fractales y el movimiento browniano fisico es un fractal natural.

Objeto Fractal: Objeto natural que resulta razonablemente Util representarlo
matematicamente mediante un conjunto fractal.

La Cascada: Es el término que se utiliza para referirse al mecanismo
generador de un fractal. Cuando un trozo de figura es geométricamente semejante al
todo, se dice que tanto la figura como la cascada que la produce son
autosemejantes.(Mandelbrot, 2009).

Autosemejanza: un conjunto acotado S es autosemejante, con respecto a la
razon r y un entero N, si es la reunién de N subconjuntos disjuntos, congruentes cada
uno de ellos con r(s), siendo r(s) la transformacién homotecia. Se entiende por
congruente al ser idéntico exceptuando los procesos de traslacion y rotacion.

Generalizando, un conjunto acotado es autosemejante, con respecto a las razones

"72,.."
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cuando es la reunién de los N subconjuntos disjuntos congruentes respectivamente

con rN(s). Un conjunto no acotado S se dice que es autosemejante con respecto a la

razon r, cuando el conjunto r(s) es congruente con S.(Mandelbrot, 2009).
Autoafinidad: en un espacio euclidiano de dimension n, una coleccién de

razones reales positivas

r=(ryrs,., M)

define una afinidad, que transforma cada punto

X = (xl,xz,...rxn)

en el punto

r(x) = r(xy Xz, Xn)
y transforma por lo tanto el conjunto S en el conjunto r(S). Un conjunto acotado S
sera autoafin con respecto a una razon r y a un entero N, si S es reunion de N partes
disjuntas congruentes cada una de ellas con r(S). (Mandelbrot, 2009).

Con toda la informacion anterior han quedado descritos los elementos
principales y definiciones que desencadenan en el sujeto una zona conceptual fractal,
es decir, todo aquellos conceptos fundamentales constituyentes de la red conceptual
fractal que se manejan al evocar la fractalidad; cumpliéndose de manera definitiva el
objetivo numero tres. Ademas se muestran definiciones de algunos términos, que

actuaran como foco luminoso en la construccion de ciertas aproximaciones teoricas.
La Cognicion Cuantica
Con el objeto de introducir la teoria que da sustento a este trabajo, se
consideraran aspectos vertidos en una teoria bastante actualizada llamada Teoria de la

Cognicion Cuantica. Esta teoria explica los procesos cognitivos del ser humano desde
un enfoque basado en la fisica cuéntica, apoyada ademas, en el tratamiento de
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topicos que desarrollan la nocion de caos, orden, complejidad, simplicidad y campos
energéticos, con herramientas tedricas para el estudio de los sistemas
complejos.(Fodor, 1999)

El objeto de esta investigacion es fundamentalmente el estudio de los
conceptos geométricos, por lo tanto, una breve explicacion del origen del término es
bastante util en nuestro caso. La palabra concepto, tiene su raiz etimologica en el latin
conceptum, que deriva de capere, es decir agarrar o capturar algo y se interpreta como
las unidades que conforman el conocimiento, que estructurados en categorias pueden
representarnos el mundo real de manera biunivoca. La categorizacion es un proceso
clave de la mente humana, que le permite interactuar con la naturaleza que le rodea.
Sin embargo si se pregunta por el ¢qué son los conceptos en si mismos?, se entra en
consciencia del limitado conocimiento que se tiene sobre ellos. De manera general, el
concepto se define como una unidad cognitiva de significado, se define también como
unidad de conocimiento o de manera mas especifica como constituyentes de los
estados mentales, entendiéndose como estado mental a las relaciones existentes entre
las representaciones. A través de su integracion en clases o categorias, se produce el

conocimiento. (Fodor, 1999).

Conceptos previos

En la actualidad, las aproximaciones hechas anteriormente han sufrido
cambios de enfoque y han pretendido describir y dar respuesta a estas interrogantes
mediante nuevas herramientas supeditadas a nuevas corrientes de pensamiento.
Recientemente, el analisis de los sistemas complejos y la teoria de la complejidad han
marcado la pauta en el recorrido que pretende explicar los procesos cognitivos. La
Teoria de la Cognicion Cuantica pretende dar respuesta al comportamiento y a la
estructura de estos procesos, desde un enfoque energético basado en la teoria
cuéntica, introduciendo una gran cantidad de conceptos adicionales que permiten un
mejor acople entre la teoria y el fenédmeno. A continuacién se expondra un breve

esquema que intentard explicar la conformacion de la Teoria de la Cognicion
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Cuantica, asi como también la definicion de algunos términos necesarios para su
comprension. Primeramente, se trataran algunos conceptos previos que se deben
manejar para abordar esta teoria.

Los sistemas biol6gicos son garantes de fendmenos cadticos  que
aparentemente se cifien a reglas estrictas. Sus estructuras son tan complejas y poseen
tanta cantidad de variables implicadas que pareciera imposible hacer una prediccion
a un futuro siquiera relativamente cercano. Los procesos cognitivos, forman parte del
sistema bioldgico del ser humano y no escapan de ese tipo de estructuras. Desde el
punto de vista de la cognicion cuantica, los procesos del pensamiento constituyen
sistemas abiertos, es decir, sistemas que presentan abundante interaccion con el
medio ambiente, en donde el conocimiento no se produce en la estructura fisica de la
célula, sino en el campo energético que trasciende la masa. Ademas el proceso tiene
estructura dindmica y disipativa, esto es, aquellas estructuras que alejadas del estado
de equilibrio desencadenan subsistemas cadticos que requieren de la existencia de la
entropia para adquirir un nuevo estado de equilibrio; entendiéndose por entropia a ese
proceso irreversible de liberacion de energia (no transformada en trabajo) en un
sistema bioldgico cualquiera. El incremento de la entropia se asocia generalmente al

incremento del caos.(Mussa,2008).

Los Sistemas Complejos

Los sistemas complejos aquellos que describen un constante comportamiento
imprevisisble, en su mayoria son inestables y se mantienen delicadamente
equilibrados. Su principal caracteristica es que cualquier variacion minima entre sus
elementos constituyentes puede modificar de forma imprevisible la interrelaciones , y
por tanto el comportamiento de todo el sistema. Ademas, se caracterizan por la
intermitencia y fluctuacion que permite una constante oscilacion entre el orden y el
desorden. Por ultimo, sus estados evolutivos no trascurren a través de procesos

continuos y graduales, sino que suceden por medio de reorganizaciones y saltos. Cada
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nuevo estado es una transicion, llamados también periodos de reposo entrdpico.
(Mussa, 2008).

Los Sistemas Caoticos

Son aquellos sistemas dinamicos no lineales que se comportan, en ciertas
condiciones, de forma tan compleja que parecen probabilisticos, pero en realidad son
deterministicos. A pesar de que a nivel local las reglas que rigen su comportamiento
son aparentemente muy simples, el sistema a nivel global generalmente tiene un
comportamiento inesperado y no predecible. Dependen de manera muy sensible de
las condiciones iniciales. El caos que caracteriza a estos sistemas no es mas que un
desorden solamente en apariencia, tiene muy poco que ver con el azar, parecen
evolucionar de forma estocastica, pero en realidad estd supeditado a cierto orden
subyacente.

Lo anterior hace suponer que en los procesos cognitivos, los estimulos ejercen
y desencadenan efectos supeditados a leyes subyacentes que evidencian la existencia
de sistemas caoticos. De la misma manera se observan estructuras jerarquicas de la
construccion del conocimiento que responden a estructuras similares en escala y que
se van diferenciando por su grado de abstraccion, evidenciando asi estructuras de tipo
fractal que pasa a ser el nuevo constituyente fundamental del sistema caotico

cognitivo.

Redes Complejas

La mayoria de los sistemas bioldgicos se pueden describir adecuadamente a
través de redes complejas constituidas por Nodos y Enlaces como cualquier red. Los
nodos constituyen organizaciones, puntos de convergencia de enlaces o puntos de
concentracion de energia y los enlaces simbolizan las posibles interacciones entre los
nodos. Las redes complejas son aquellas cuya topologia exhibe dos rasgos esenciales:

el primero es que todo nodo esta fuertemente conectado con muchos de sus vecinos
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pero debilmente con algunos elementos aislados, el segundo es que entre los nodos
existe una distancia muy pequefia. Lo anterior implica alta velocidad de transmision
entre dos elementos cualquiera de la red y que existe un numero pequefio de nodos
claves por donde circula un gran porcentaje de trafico total. A aquellos sectores de red
que poseen gran numero de nodos con muchos enlaces, se les denomina

concentrador.(Mussa,2008).

Sintergia

El cerebro de un ser humano interactda con una matriz informacional o campo
informacional que todo lo abarca y envuelve, en donde cada porcion de ese campo
contiene de manera sintetizada, toda la informacion. Es también llamado campo
cuéntico y se interpreta como una matriz hologramatica que contiene la informacion
de los objetos, méas no su cualidad. Al cerebro interactuar con ese campo cuantico se
inicia un procesamiento cerebral que arroja como producto la realidad perceptual, es
decir, los objetos, las formas, los colores y las texturas. En otras palabras, el cerebro
estd encargado de decodificar ese campo cuantico y el resultado es la realidad que se
percibe. (Mussa,2008)

La incapacidad del ser humano de entender este proceso genera una constante
confusion que nos lleva a pensar que lo que resulta al final del proceso no es un
producto creado por nosotros mismos. En el proceso de construccién de la realidad se
genera un campo neuronal, que no es mas que macrodistorsion generada por la
interaccion de todas las distorsiones particulares de cada neurona al pasar por este
procesamiento cerebral. (Mussa,2008)

Para resumir, se puede decir que la sintergia propone que la realidad
perceptual aparece como producto de la interaccion de dos matrices, la matriz
resultante de la actividad neuronal del cerebro y la matriz del campo
cuéntico.(Mussa,2008).

En esta investigacion, se abordara el término percepcion geométrica desde el

enfoque sintérgico, asi como también se asume que los procesos cognitivos se
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desarrollan en campos energéticos. Lo expuesto constituye uno de los pilares

fundamentales de la teoria de la cognicion cuantica.

La complejidad

La complejidad descansa sobre tres pilares fundamentales que permiten una
nueva concepcién de la realidad vista como un tejido de eventos, acciones,
interacciones y determinaciones que constituyen el mundo fenoménico. Estos tres
pilares son: el principio dialdgico, el principio de recursividad organizacional y el
principio hologramatico. (Morin,1994)

El principio dialdgico consiste en mantener la dualidad en centro de la unidad,
fusionar el orden y el desorden de manera simultanea, considerar aquellos enfoques
antagonistas como complementarios. El principio de la recursividad organizacional
consiste en observar la realidad como un proceso recursivo en donde los productos y
los efectos son, al mismo tiempo, causas y productores de aquello que los produce.
Esto, en contraposicion a lo que clasicamente se asume como idea lineal de tipo causa
-efecto, al momento de concebir la realidad. Y por Gltimo, el principio hologramético
consiste en concebir la realidad como una matriz de informacion en donde no
solamente la parte esta en el todo, sino que el todo esta en la parte.(Morin, 1997).

En esta investigacion se considera muy importante el manejo de los principios
de la complejidad al momentos de describir cualquier fendmeno que involucre la
activacion de procesos cognitivos que permitan construir conceptos de tipo

geométrico.

Cognicion cuantica

En esta seccion se describirdn aquellos aspectos constituyentes de una
propuesta que pretende interpretar los procesos cognitivos desde la mirada de la fisica
cuantica, considerando los procesos de generacion de conceptos como la interaccion

permanente de campos de energia.
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La cognicion cuéntica se concibe como una nueva propuesta de racionalidad,
que aborda los procesos de construccién del conocimiento humano, en donde
intervienen  multiples factores energéticos contenidos en diversas relaciones
sistémicas que involucran al individuo y a su entorno. Esta nueva racionalidad se
caracteriza por cumplir con ciertos pardmetros que la definen como una nueva teoria
de procesos cognitivos.

El primer aspecto que caracteriza el pensamiento cuantico es la existencia de
una permanente consideracién de que los conceptos opuestos se pueden unir sin
perder diferenciacion y particularidad; ambos pueden excluir y complementarse de
manera simultanea. A este principio se le denomina principio de la
duocomplementariedad y de la polaridad.

El segundo aspecto que caracteriza al pensamiento cuéntico es que los
procesos del pensamiento se auto-producen y auto-organizan, en un constante
mecanismo de retroalimentacion. A este principio se le denomina principio de la
autopoiesis.

El tercer aspecto que caracteriza al pensamiento cuéntico es el asumir que los
sistemas estan constituidos de tal manera que las partes estan en el todo y al mismo
tiempo el todo esta en las partes, tal y como reza el principio hologramatico de la
complejidad.

El cuarto aspecto considera al aprendizaje como un continuo proceso de
construccion oscilante entre el orden, el desorden y la organizacién. Este principio es
Ilamado principio del caos.

El quinto y dltimo aspecto que considera la cognicion cuantica es el
considerar de manera holistica la fusion y el aporte constructivo tanto del analisis

cualitativo como el anélisis cuantitativo.

El aprendizaje segun la teoria de la cognicion cuantica

El aprendizaje cuantico se puede sintetizar en un proceso que se concibe como

consecuencia de la interaccion del individuo con un medio, determinado por cambios
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energéticos cuali-cuantitativos que se generan en el sistema nervioso central , dejando
espacio a multiples asociaciones entre las sensaciones, que captadas desde el medio
por el sistema sensoperceptivo generan cambios en las estructuras cognitivas,
desencadenando un caos en los campos energéticos establecidos por los conceptos
previos. Luego de generarse multiples acoplamientos energéticos, se genera un
nuevo campo conceptual a traves de un proceso de entropia, que permite la llegada de
un nuevo equilibrio energético. Esas sensaciones que captadas desde el medio por
nuestro sistema sensoperceptivo se denominan Incetivos Caotizantes. (Mussa, 2008)
En esta investigacion el aprendizaje y la asimilacion de nuevas formas
geométricas se enfocara desde el punto de vista descrito anteriormente. Esto se
manifestara en el uso de nuevos términos y nuevas descripciones del fendmeno de

adquisicién de una nueva racionalidad geometrica.

Construccién del concepto desde la cognicion cuantica

La generacion de conceptos se enmarca dentro de varias instancias o
momentos. El primero se denomina momento contextual, este es donde el medio
ejerce sus incentivos, un segundo momento es el perceptual, este, esta determinado
por todos aquellos mecanismos sensoperceptivos, otro momento consiste en una
instancia identificadora de las cualidades emocionales, luego un periodo de
integracion, modificacién y acoplamiento a los campos energéticos de los
conocimientos previos, y por ultimo un momento de respuesta al medio generando,

en la mayoria de los casos, transformaciones en él.

La luz y la construccion de los conceptos

Muchos experimentos evidencian el particular comportamiento de la luz. Su
comportamiento es bastante complejo, dejando cabida a multiples analogias con otros

fendmenos que se manifiestan en la naturaleza. EI fendbmeno de elaboracion del

conocimiento humano, es un ejemplo de un proceso que a menudo tiende a ser
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interpretado de manera analoga a algunos experimentos realizados en laboratorios de
fisica cuantica. Esta seccion describird un enfoque particular que se aproximara a la
interpretacion de los procesos cognitivos; en particular a aquellos procesos
encargados de la construccion de conceptos.

Un experimento realizado por el cientifico inglés Thomas Young en 1803
denominado el experimento de la doble rendija desencadend la construccion de la
teoria de las multiples funciones de onda, la cual dltimamente se ha tomado como
analogia para interpretar los procesos cognitivos. En este experimento Young dejé en
evidencia el comportamiento de la luz como onda. A continuacion se explicara de
manera breve el experimento realizado por Young y luego se hard un analisis que
establece la relacion existente entre el comportamiento de la luz y el proceso de
construccion del conocimiento.

Si se coloca una fuente de luz delante de una pantalla con un orificio de forma
rectangular, su proyeccion sobre una pared que se encuentra detras de la pantalla seria
una forma rectangular de bordes bien definidos que dividen la zona oscura de la zona
iluminada.

Ahora bien, si se coloca una pantalla que sustituya a la anterior con un corte
rectangular pero muy fino, no mas grueso que el filo de una navaja, con un paso o
anchura comparable a la longitud de onda de la luz incidente, sobre la misma pared
posterior se proyectard una imagen rectangular cuyos bordes resultaran un tanto
borrosos. Esto se debe a que la ranura produce una interferencia sobre la onda de
fotones que inciden en la pantalla; debido a que las dimensiones de las ranuras son
comparables a la longitud de onda, restando grados de libertad espacio-temporales a
la luz que incide en la pantalla.

Si ahora se toma como referencia el corte de la pantalla anterior y se realiza
un doble corte para una nueva pantalla, ambos de igual dimension y haciendo incidir
nuevamente su rayo de luz sobre ella, se observaran varias imagenes de bordes
imprecisos. La ranura proyectada aproximadamente en el centro es la que posee
mayor intensidad, las ranuras laterales a esta van disminuyendo en nitidez. La

proyeccion de mayor intensidad se encuentra desplazada del lugar respecto a la que se
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proyectd, cuando la ranura era sola. Esto demuestra la existencia mutua de
interferencia entre las ondas luminosas que se propagan a través de las ranuras.

De la misma manera, la esencia del fendmeno se observaria al hacer incidir en
la pantalla un solo fotdn en vez de un haz de luz. Se observara que si se emite el foton
sobre la pantalla de una sola ranura, éste, hara impacto en un lugar de la pared que es
coincidente con la proyeccién de la ranura, sin embargo cuando estan libres las dos
ranuras, hace impacto en sector desplazado que en el parrafo anterior era el mas
iluminado.

Este experimento permite intuir que de alguna manera el fotdn sabe cuando
estan dispuestas una sola ranura o las dos ranuras. Esto ultimo visto desde la fisica
cuantica se traduce como que las funciones de onda que acompafan al foton lo
anteceden y lo guian segun el estado en que esté la pantalla. Esta funcion de onda es
de naturaleza multiple, es decir, marca distintas opciones de recorrido, selecionando
una de ellas sin desconocer la existencia de otras.

Para asimilar lo anterior, se debe aclarar que el término funcion de onda
descrito por el francés Louis de Broglie en 1926, se refiere, en un enfoque
determinista, a la representacion de una particula en forma de onda fisica que se
propaga en el espacio. Esto era lo que inicialmente se entendia como funcion de onda.
En la actualidad, la funcién de onda se interpreta como un objeto mas abstracto,
representa un elemento de algun espacio de Hilbert de dimension infinita que agrupa
a los posibles estados de los sistemas.

Segun la teoria de la cognicién cuantica, existe una multiplicidad de funciones
de onda gue anteceden y marcan todos los caminos probables que sigue una porcion
de energia al propagarse, esto permite la deteccion a futuro de la condiciones del
camino que se debe recorrer a través de un campo consciente, el campo cuéntico, para
que posteriormente el fotdon actle en consecuencia y decida un camino de
propagacion.

Segun Schrodinger, descriptor de la ecuacion de onda, la funcién de onda no
solo acomparia el transcurrir de la masa, sino que la antecede, o lo que es lo mismo, la

masa recorre el camino marcado previamente por la funcion de onda. Esto seria
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valido tanto para los fenomenos macro como para los micro, es decir, es
independiente de la escala si se expresa la idea en sentido fractal. Pero asi, cuando a
cada particula le subyacen mdltiples funciones de onda es también cierto que el
camino a seguir no es determinista, sino que la funcion de onda solo pretende
especificar la mayor o menor probabilidad que ocurra en transito por uno o varios
caminos.

En este orden de ideas, es pertinente cuestionarse ;de qué manera se puede
establecer una analogia entre el fendmeno descrito anteriormente y los procesos
cognitivos? Mussa en el afio 2009 dice lo siguiente: “En el desarrollo de los procesos
cognitivos también se manifiesta la maltiple funcion de onda, igualmente no se puede
optar sino por una opcidn segun el principio de incertidumbre”.

Esta afirmacion presupone que las ondas mediantes la cuales el ser humano
capta los mensajes, ingresan al sistema como campo magnético. Es decir, el
conocimiento se incorpora como campo energético y se acopla a un sistema de
campos energéticos generados por las neuronas que representan los conocimientos
previos; y el incentivo caotizante guiado a través de las maltiples funciones de onda
que las preceden, interactian, se integran y se acoplan al campo neuronal. Asi
sucesivamente se va adquiriendo informacion en el sistema racional, para dar inicio al
proceso de construccion y asi generar un nuevo campo energético neuronal.

El inicio del proceso de construccion de conceptos se realiza en la region
cortical, a medida en que los conocimientos se hacen cada mas sutiles, los conceptos
van transmutando para convertirse en estructuras mas abstractas. Los conceptos son
construidos con una materia prima que es proporcionada en su gran mayoria por los

incentivos caotizantes que emergen desde el entorno.

Los campos energéticos neuronales.

El constituyente cerebral fundamental es la neurona y partiendo del hecho de

que en el universo todo es energia, en esta seccion se analizara la estructura neuronal
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y la formacion de campos energéticos como producto del proceso que se desarrolla al
adquirir nuevos conocimientos, considerando el concepto de atomo mas actualizado.

La neurona como estructura celular, estd formada por moléculas biologicas y
estas a su vez por atomos. Un atomo estd constituido por un ndcleo central formado
por la aglomeracion de neutrones y protones, a su alrededor giran electrones ubicados
a distintos niveles energéticos y estos, a su vez, giran alrededor de su propio eje.

El movimiento rotatorio alrededor del nucleo y el movimiento rotatorio
alrededor de su propio eje, llevan la direccion de los vectores gradientes generados
por los campos energéticos en esas direcciones, las cuales son llamadas gradiente del
atomo y gradiente de spin respectivamente.

A raiz del movimiento del electron, este genera un campo electromagnético
alrededor segun la ley de Gauss la cual hace que el atomo en su totalidad genere un
campo energeético que trasciende su propia corporalidad. A este campo se denomina,
campo energético elemental y se refiere al campo primordial con que se construyen
las estructuras manifestadas en el campo cerebral.

Los atomos poseen cualidades energéticas que le permiten interrelacionarse
con el entorno independientemente de su estructura interna, manteniendo una
permanente fuidez con mecanismos de retroalimentacion. Cada uno de ellos tiene
consciencia de la presencia de los restantes a través de sus multiples funciones de
onda, los campos energéticos se acoplan para luego constituirse la molécula, la cual
es a su vez generadora de un campo energético que responde a la integracion de los
campos individuales de cada atomo. Al campo energético generado por la molécula se
denomina campo energético parcelar.

Una vez conformadas las moléculas bioldgicas, estas se agrupan para formar
la célula neuronal. El proceso de interaccion de los campos es similar pero a mayor
escala , desde el punto de vista fractal. Los integrantes moleculares se relacionan
mediante maultiples funciones de onda generando un nuevo campo consciente

denominado campo energético ancestral.
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Siguiendo la jerarquia funcional y organizacional, se puede decir que las
células se reunen en estructuras mas complejas en forma de dérgano, que a su vez
generan campos denominados campos energéticos moleculares.

Aqui se observa a la fractalidad como estructura dindmica que constituye la
génesis de la formacién de los campos energéticos. De esta manera se van formando
campos energéticos superiores como los campos reticulares, campos capitulares,
campos energético Gregarios y campos energéticos masales. Este ultimo referente al
campo que forma la gran masa humana incluida dentro del campo inclusor
denominado campo cuéntico, lo que posteriormente desarrollara la circulacion
energética que construira el consciente colectivo.

La informacién expuesta anteriormente es muy valiosa para esta
investigacion, ya que establece los patrones y mecanismos de las estructuras
complementarias y contenedoras que nos permiten interpretar el principio
hologramatico y advertir que cualquier cambio en las estructuras integrales, en
cualquier nivel jerarquico, afectara el acoplamiento de los campos energéticos y a su
vez la construccién de los conceptos.

Los argumentos que se expondran en esta investigacion interpretaran la
construccion de conceptos geométricos, como la construccion de campos energeéticos
desde un punto de vista cualitativo, que trasciende el cuerpo fisico de los tejidos
neuronales y no podra ser adjudicado ni a estructuras meramente organicas, ni a
teorias cognitivas deterministas, ni a teorias cognitivas idealistas con explicaciones

psicoldgicas dispersas y carentes de simplicidad.

Clases de campos cognitivos y el proceso de percepcion.

En esta investigacion se desistira de manera rotunda del hecho de denominar
estimulo a todas aquellas acciones que el medio ejerce sobre el sistema senso
perceptivo. Se considera que no todos ellos se incorporan a los campos cognitivos
generando algin tipo de conocimiento. Para que se produzca conocimiento es

necesario que se desencadene cierto grado de caos que genere un nuevo orden
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energético y por ende un cambio en las estructuras cognitivas preexistentes. Por lo
tanto, a estas unidades generadoras o acciones que el medio ejerce sobre el sistema
cognitivo, se llamaran Incentivos Caotizantes.

El incentivo caotizante es primero sintonizado a través de una longitud de
onda generada por una determinada cualidad emocional. Luego llega a los campos
procesadores del conocimiento, zona donde se desarrollan las inteligencias multiples
del individuo. Este incentivo al interactuar con los campos pertenecientes a los
conocimientos previos, permite la formacion de una nueva estructura funcional en
forma de campo energético también que se llama Campo Acumulador Cognitivo. Este
campo se va transformando de manera muy dinamica en la mayoria de los casos,
unificandose paulatinamente y adquiriendo mayor abstraccidn hasta formar los que se
denomina Campo Totalizador.

El campo Totalizador corresponde a campos estructurados en un nivel
energético y una homogeneidad tal, que resulta una aproximacion a interpretar un
paso mas hacia la abstraccion del conocimiento, donde se hace posible la
construccion de las ideas, los conceptos y la creatividad y la intuicion. Es bueno
destacar que los incentivos caotizantes no son entes aislados, son mas bien elementos
que se desprenden del campo energético cognoscible formando un caudal,
denominado Caudal Incentivador Cognitivo. Este ultimo alude entonces a todas las
sensaciones captadas por el sistema sensoperceptivo provenientes del entorno. En la
siguiente figura se muestra un diagrama de bloques correspondiente al proceso de

percepcion desde el enfoque cuantico.
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Diagrama de bloques.
Un enfoque del procesamiento de los incentivos caotizantes

En el medio
ambiente

Medio Ambient i
viedio Ambien e Campo Energético

i Caudal Incentivadar
Cognoscible

En el ser humano

Caudal

Incentivador | gintanizadores | Procesador del

Cualificados Campao Totalizador

Conocimiento

Fig.2.1 Procesamiento de los incentivos caotizantes

Fuente: Elaboracion Propia

Los nodos del conocimiento

Al momento de incorporarse los incentivos caotizantes a las estructuras
cognitivas del ser humano se constituye un nuevo campo energético temporal que
resulta el foco de transformacién y propagacion energética, éste se puede identificar
como un nodo y se caracteriza por generar cierto grado de caos en su entorno.

Estos nodos posee distintas intensidades e influencias que se denomina
murmullos que en algunos casos logran generar cambios energéticos en un entorno
estructural muy cercano. Si este cambio se logra, este fendmeno pasa a denominarse
murmullo cuéntico significativo. Este murmullo refiere de manera directa al nivel de
caos que genera un incentivo caotizante sobre los campos cognitivos pre existentes,
logrando un nuevo equilibrio a través del proceso entropico.(Mussa, 2008)

Este enfoque se acopla muy bien a teorias cognitivas que fueron muy
significativas a mediados de siglo, teorias que sirvieron hasta de influencia a este
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nuevo constructo denominado cognicion cuantica. EI fendmeno nodal, viene a ser un
proceso que Se encuentra inmerso en un proceso de construccién de sistemas
funcionales inherente al cerebro humano. Este proceso era lo que llamaba VWgotsky
en 1978 como principio de la organizacion extracortical de las funciones mentales
complejas. Esta expresion digerida de una mejor manera, se puede interpretar como
que todas aquellas actividades humanas conscientes se forman siempre con la
asistencia de instrumentos auxiliares o dispositivos externos.(\ygotsky, 1978 ;
Mussa, 2008).

Una vez que el nodo cuéntico cognitivo desencadene un murmullo
significativo, se acopla e integra a las estructuras cognitivas previas en donde se
manifiesta la desestructuracion de la armonia previa, generando un cierto nivel de
entropia.

En esta investigacion se utilizara lo antes dicho para interpretar de una manera
maés aproximada la flexibilidad de las estructuras cognitivas, dando a entender que
dependen en gran medida de las caracteristicas de intensidad y longitud de onda de
los incentivos caotizantes que se incorporan.

Un proceso de cambio de racionalidad no escapa del ingrediente creativo. Con
la informacion anterior es posible aproximar una definicion cuéntica para la
creatividad. EIl proceso creativo parte de un nodo invocante, selecciona por analogia
conceptos previos a partir del caudal cognitivo para luego desencadenar actitudes
modificadoras en el entorno, que originan en éste, nodos de murmullo cuantico
significativo, las cuales de manera consecuente actlan como incentivos caotizantes
cualificados emocionalmente, incrementando el caos en los campos existentes, a
niveles tales que pudiera poner en juego estructuras disipativas, a través de
mecanismos entrépicos para lograr un nuevo orden distinto al preexistente.

Es de suma importancia en nuestra investigacion tomar como bandera esta
interpretacion del proceso creativo, ya que si se extrapola a este contexto, esta
investigacién constituye un nodo invocante de tipo cientifico, que persigue, como fin
ultimo generar cambios en las estructuras curriculares preexistentes y asi generar un

cambio de racionalidad geomeétrica colectiva.
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Construccién cuantica del conocimiento

Es importante destacar que no todo incentivo se incorpora como nodo. Para
que se establezca un nodo, es necesario que se sobrepase un umbral de intensidad
minima para que se pueda producir un murmullo o para que se pueda reforzar otro
nodo. Al fendmeno de alcance de intensidad minima se denomina salto cuantico. Un
incentivo aportara informacion significativa si se genera un salto cuéntico o lo que es
lo mismo, si se genera el caudal de resonancia necesario para incorporarse a las
estructuras cognitivas.

Para que un incentivo caotizante se convierta en nodo a partir de un murmullo
cuantico significativo, requiere que sus caracteristicas de intensidad y frecuencia
formen un paquete minimo o quantum cognitivo. Es asi como el proceso de
adquisicion del conocimiento es discontinuo, es decir, no se adquiere de forma
sistematica y progresiva sino por saltos cuanticos, en sentido fractal, tal como se
incorpora la energia a los niveles energéticos del &tomo.

El conocimiento humano se puede entender entonces como un concepto
integrador, en el cual, cada particula estd consciente de la existencia de todas las
demas y del todo de manera simultanea bajo el principio de las multiples funciones de
onda, que permiten reconocer la aplicabilidad de principios como el hologramatico, el

recursivo y el dialdégico duocomplementario.

¢Por qué la cognicion cuantica?

Con el parrafo anterior se ha culminado el breve esbozo sobre la teoria de la
cognicion cuantica. Pero, ¢por qué en esta investigacion, que trata de una nueva
racionalidad geométrica, se trae a relucir una teoria cognitiva como la teoria de la

cognicion cuantica ? En algunos parrafos contenidos en el desarrollo de esta teoria se
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ha explicado cierta relacion existente entre esta teoria y el objetivo general de esta
investigacion, pero es necesario dar a conocer un acoplamiento mucho mas genérico.

En realidad, la teoria de la cognicion cuantica, constituye un enfoque
mediante el cual se podrd observar el fendmeno de construccion de conceptos
geomeétricos, proceso clave en la construccion de una nueva racionalidad conceptual
geométrica. Ademas, segun la cognicion cuantica, el proceso de construccion de
conceptos esta supeditado a una estructura de dindmica fractal, que estaria en sintonia
con la naturaleza de los conceptos geométricos que se pretenden generar con esta
investigacion. Si el proceso de construccion de conceptos posee una estructura de red
compleja de dinamica fractal, su representacion linguistica también deberia tenerla,
por ello, en esta investigacidn se trabajara de manera directa con el analisis de todas
aquellas estructuras nodales discursivas generadas por el proceso de construccion de
conceptos geométricos de tipo hiperbolico y fractal.

Se estaria en presencia entonces de un principio de unificacion de la dinamica
conceptual para tres espacios independientes, para el espacio geométrico en si mismo,
para la forma escrita de los conceptos geométricos (linglistica), y para el espacio
fenomenoldgico (energia). Es decir, los tres espacios en estudio, el matematico, el
linguistico y el energético estarian supeditados los principios hologramaticos,
recursivos y dialdgicos duocomplementarios; obviamente esto ultimo implica una
dinamica de tipo fractal.

En el mismo orden de ideas, las entrevistas que se van a realizar irian a
constituir una especie de fotografia a diferentes instantes del proceso de construccion
de nuevos conceptos geométricos en el individuo, en donde se observara la posible
existencia de enlaces conceptuales tendidos entre la geometria fractal y la geometria
hiperbolica a la luz de manifestaciones linglisticas caoticas representativas de

murmullos cuanticos y reordenamientos energéticos.
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CAPITULO 11l

MARCO METODOLOGICO

Esta investigacion, enmarcada dentro de la linea de investigacion
Epistemologia de la Educacion Matematica, inicialmente pretendia tener una caracter
puramente documental y con fundamento epistemoldgico, pero a medida que fue
avanzando, se encontré un disnamismo insperado entre los conceptos fundamentales
de la Geometria Hiperbdlica y la Geometria Fractal. Es entonces cuando surge una
nueva dimension necesaria en la investigacion, una dimension fenomenoldgica, el
cual deja al descubierto la magnitud, la interdisciplinariedad y la complejidad de una
racionalidad conceptual geométrica vista desde un enfoque cadtico.

El caracter fenomenoldgico de la investigacion no pretente obtener
conocimiento geométrico del individuo entrevistado, mas bien pretende dar luces
sobre una posible estructura novedosa de la racionalidad conceptual desarrollada
propiamente en el individuo.

El desarrollo de los estudios en las ciencias de la educacion, en la actualidad,
se ha vuelto cada vez mas complejo en todas sus dimensiones. Esta realidad ha
provocado un aumento en la dificultad de los procesos metodoldgicos que permiten
conocer los fendmenos en esta area con una mayor profundidad. (Martinez, 2006)

Teniendo en cuenta lo anterior, el objetivo basico de este capitulo es mostrar la
metodologia que se dispone para abordar de la manera mas aproximada posible el
problema de estudio que se pretende analizar, sin perder de vista tanto la complejidad
de la vida humana actual como los procesos rigurosos, semanticos y criticos, para
lograr reflexiones sustentables epistemologica y metodoldgicamente ante la

comunidad cientifica en general. (Martinez, 2006; Hernandez y Fernandez, 2008).
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Tipo y disefio de investigacion

Siguiendo diversos criterios para este estudio y teniendo presente que el
proposito de la investigacion es analizar el enlace conceptual existente entre la
Geometria Fractal y la Geometria Hiperbdlica; el disefio de investigacion se enmarca
en una investigacion descriptiva, documental y de caracter cualitativo, ya que se
fundamenta en una revision bibliogréafica. La totalidad de la investigacion se basa en
contenidos de orden tedrico, en los cuales se reflejan posiciones coincidentes y
contradictorias de los enfoques analizados. Ademas se complementa con un estudio
fenomenoldgico tanto en los profesores como en los alumnos; asi como también la
posicion independiente del investigador. (Martinez, 2006).

Para los efectos del presente trabajo, el caracter cualitativo de la investigacion
segun (Martinez, 2006), se basa en que trata de identificar, basicamente, la naturaleza
profunda de las realidades y su estructura dinamica; aquella que da razon plena e
intenta implicar sus manifestaciones como un todo integrado.

Dentro de la tipologia de los disefios cualitativos, esta investigacion es de
caracter documental y fenomenoldgico, en la cual estara incluido un analisis teérico y
una hermenéutica, ya que describe y analiza ideas, significados y conocimientos,
plasmados en algunos documentos escritos de Geometria Fractal y de Geometria
Hiperbolica y en algunas entrevistas. Tal aplicabilidad se manifiesta en descubrir un
enlace conceptual existente entre las geometrias hiperbolicas y fractal. (Martinez,
2006)

Asumir esta metodologia, permite al investigador reflexionar de forma
fundamentada, adquiriendo una representacion mas aproximada de la realidad
basadndose en fuentes bibliograficas que hacen posible el analisis de los conceptos
enlazantes que posiblemente iran a ampliar la concepcion geométrica de los docentes.

En el mismo orden de ideas y partiendo del primer objetivo que describe el
“indagar sobre el estado del arte de los cambios de concepcion de la geometria a
través de la historia”, se abordara haciendo uso de un arqueo documental, el cual, se

basa en una revision bibliografica del estado del conocimiento con apoyo
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principalmente en trabajos previos e informacion divulgada por medios impresos
audio visuales y electrdnicos, con el fin de integrar organizar y evaluar la informacion
teodrica existente sobre el problema en estudio. Esto ultimo permitird abordar de la
misma manera el segundo objetivo que es “Evaluar los conceptos fundamentales de la
Geometria Fractal y la Geometria Hiperbélica” (Universidad Pedagogica
experimental Libertador (2006). Manual de trabajos de grado de especializacion y
maestria y tesis doctorales. Caracas.)

Para una parte del cuarto y quinto objetivo se asumira la metodologia descrita
para el método fenomenoldgico (Martinez, 2006,2007):

Etapa descriptiva

S]

\er qué estrategia usar e instrumento a aplicar.

S)

Aplicar instrumento.

S)

Elaborar descripcion protocolar.

Etapa estructural

Sumergirse en la realidad del fenémeno, revivir, reflexionar(en el protocolo).
Delimitar las unidades tematicas naturales en el protocolo.

Determinacion del tema central de cada unidad tematica.

Traducir el tema central a lenguaje cientifico.

Integracion de todos los temas centrales en una estructura.

Integracion de las estructuras particulares en una sola estructura general.

Entrevista final con los sujetos estudiados.

® 6 & & 6 6 6 6

Contrastacion y teorizacion.

Contexto de investigacion

La investigacion se llevo a cabo en dos partes, una parte documental y una
fenomenoldgica. El estudio fenomenoldgico se realizd en el Departamento de
Matematica de la Facultad de Ingenieria de la Universidad de Carabobo, en donde se
aplicaron tres instrumentos tanto a los profesores como a los alumnos cursantes de los

primeros cuatro semestres de la carrera de Ingenieria. La parte documental se
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desarroll6 mediante el andlisis de los siguientes libros: Una introduccion a la
geometria hiperbolica bidimensional (Lascurain,2005); Los Objetos Fractales
(Mandelbrot,2006); La Geometria Fractal de la Naturaleza (Mandelbrot,2009);
Conceptos (Fodor,1999); Cognicion Cuantica (Mussa,2008).

Técnicas e instrumentos de recoleccion de datos

Tomando como guia del proceso a los objetivos del estudio, la técnica general
de recoleccion de datos a utilizar para la parte fenomenoldgica seréan la triangulacion,
en donde se recolectara informacion de profesores y alumnos; aplicando en la
mayoria de los casos, cuestionarios de preguntas abiertas, entrevistas personales y
entrevistas virtuales haciendo uso de espacios educativos estructurados bajo la
plataforma Moodle, para luego contrastar con la informacion extraida del &mbito
documental en donde se consultaran diferentes fuentes bibliograficas tanto fisicas
como electronicas (libros, tesis, revistas, monografias, entre otros). Entre los
instrumentos empleados en este caso estaran: la ficha bibliografica, fichas de trabajo,

citas, el subrayado, entre otros.

Procedimiento de la investigacion

Tomando como referencia el esquema de distribucion aproximada del espacio
del informe de investigacion de Martinez(2007), el esquema metodoldgico de
Martinez(2006) y haciendo una adaptacion a este tipo de investigacion documental,

ésta se pudo llevar a cabo mediante los siguientes pasos:

© Obijetivos del estudio.

Orientacidn epistemoldgica

® 6

Marco tedrico y conceptual

Disefio general de la investigacion
Experiencia y rol del investigador
Estrategias para la recoleccién de datos

Categorizacion, estructuracion y teorizacion.

® 6 6 & ©

Presentacion y aplicacion de resultado.
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CAPITULO IV

ZONA DE CONTRASTE TEORICO-CONCEPTUAL

En el presente capitulo se describe la zona conceptual en donde se realizo la
busqueda de los enlaces conceptuales existentes entre la Geometria Hiperbolica y la
Geometria Fractal. La descripcion se divide en dos partes, la primera es una
descripcion general de la zona de discontinuidad conceptual y la segunda es
propiamente la racionalidad conceptual que permitié determinar los puntos de enlace

desde el punto de vista tedrico conceptual.

Zona de discontinuidad conceptual

Con el objetivo de vislumbrar posibles puntos de enlace entre la Geometria
Hiperbdlica y la Geometria Fractal, es necesario establecer una zona de
discontinuidad conceptual. Una zona de discontinuidad conceptual no es mas que
proponer y dar forma a un espacio conceptual abstracto inspirado en los espacios
topoldgicos, que sea capaz de contener los conceptos a estudiar. Una representacion
concreta de una zona conceptual pudiera tener morfologia de region.

En definitiva, se trata de establecer una regién conceptual de arranque con el
proposito de delimitar la zona de busqueda de los posibles puntos de enlace entre los
dos enfoques geométricos involucrados.

El principio que permitira construir esta region de analisis se pudiera tomar de
algunas aproximaciones realizadas por Kant en su obra titulada Critica a la Razon
Pura.

Hasta los momentos, ha sido fundamentado de manera reiterada, que los
posibles enlaces conceptuales entre distintas geometrias nacen de un punto critico, es
decir surgen de los enfoques y aproximaciones realizadas al quinto postulado de
Euclides. De este modo, se pudiera considerar al quinto postulado como nodo

fundamental de la red conceptual a estudiar; ha sido, historicamente, el incentivo
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caotizante mas fuerte en lo que respecta al contenido geométrico puro, es decir |,
observando a la geometria como sistema logico inmutable.

Una vez determinado que el quinto postulado es el elemento generador de
espacios conceptuales diversos y polémicos, es necesario tomar algin principio que
provea de morfologia y conexidad a esas nuevas regiones abstractas que se
desprenden de lo matematico y que se elevan a niveles energéticos cognitivos
conceptuales.

Se tomara como principio la siguiente aproximacion teérica :

“Por consiguiente la dialéctica transcendental se contentard con descibrir
la ilusion de los juicios trascendentes e impedir al mismo tiempo que
engafie” (Kant,1781pp.50)

Con esta cita se constata que desde hace mucho tiempo se considera que las
zonas de discontinuidad conceptual se encuentran en aquellos juicios sintéticos a
priori de naturaleza trascendental generando ilusiones y dialécticas permanentes en el
tiempo. En nuestro caso la zona de andlisis se encuentra en esa dialéctica
trascendental inherente a la razon que se manifiesta en la recurrencia de los contrastes
generados a partir de proposiciones geomeétricas como el quinto postulado, que en
muchos casos han generado una gran cantidad de ilusiones en la interpretacion.

Se podria afirmar entonces que el problema del quinto postulado, pudiera
tener su génesis en una posible dialéctica trascendental entre juicios geométricos que
hasta los momentos ha impedido vislumbrar cual de los tantos enfoques geométricos
es mas certero, mas real, mas aproximado y cual es en realidad producto de una
ilusion.

Lo descrito anteriormente se puede reforzar con el siguiente fundamento:

“Por lo tanto, hay una natural e inevitable contraste de la razon pura, no
una dialéctica en la cual se enrede a un experto por falta de conocimiento,
0 que un sofista haya inventado artificialmente para confundir a las
personas razonables, sino una dialéctica imperturbable inherente a la
razon humana y que aun después de haber descubierto su espejismo, no
cesard de engafiarla ni de impulsar constantemente a momentaneos
extravios que necesitan ser suprimidos en todo momento ”
(Kant,1781pp.50)
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Es importante resaltar que en la siguiente investigacion no se pretende emitir
un juicio geometrico absoluto, con respecto al quinto postulado, que suprima la
ilusion de otros. Lo que en realidad se pretende en esta investigacion es obtener el
debido provecho a la dialéctica de la raz6n para descubrir los posibles puntos de
enlace existentes al momento de interpretar los conceptos fundamentales, tanto de la
Geometria Hiperbolica como de la Geometria Fractal.

El problema radica en la existencia de una constante pretension de la razon en
utilizar el postulado de las paralelas como principio fundamental geométrico. Este
postulado es un conocimiento universal a priori que puede ser usado como premisa
mayor para deducciones geométricas, mas no es correcto usarlo como principio. En el
momento en que lo que se usa como principio fundamental es cuando emergen las
inconsistencias. Seria entonces recomendable usar este postulado como premisa en un
determinado contexto geomeétrico.

Una vez aclarado esto, queda abierto el camino para iniciar la busqueda de
enlaces conceptuales. Primeramente se debe hacer una distincion entre lo que se
conoce directamente y lo que es inferido. Por ejemplo, se conoce directamente que
por un punto se pueden trazar un multiplicidad de rectas, pero solo se infiere que por
un punto exterior a una linea recta se puede trazar unay sélo una linea recta paralela a
la anterior.

La inferencia es una costumbre natural, hecho que trae como consecuencia el
no estar consciente en todo momento entre lo que se conoce directamente y lo que es
inferido. A menudo se da el caso en que se considera que se ha percibido algo
directamente de la naturaleza cuando en realidad lo que se ha hecho es inferir.

En este espacio conceptual a estudiar existiran denominaciones adecuadas a
cada clase de representacion mental, no existiran, por los momentos solapamientos
de dominios que impliquen confusion en las interpretaciones iniciales de los
fundamentos conceptuales kantianos. A continuacion se describen una serie de
términos kantianos, acompafiados de ejemplos aplicados al problema del quinto
postulado hiperbdlico.
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Cuando se hable de genero, se refiere a la representacion propiamente dicha,
ésta a su vez contiene a la representacién con consciencia que se denomina
percepcion. Como se puede observar en la figura 5.1, aquella percepcidén que se
refiera solamente al sujeto como modificacidn de su estado se le llamara sensacion,
aquella percepcion que sea objetiva se le llamara conocimiento, si el conocimiento se
refiere directamente al objeto de manera singular se llamara intuicion y si el
conocimiento se refiere de manera indirecta a elementos comunes entre varias cosas
se denomina concepto.

En la Geometria Fractal se estard navegando en el mar de las sensaciones
trabajando en la busqueda de un enlace que conecte con el proceso de construccion de
conceptos geométricos nuevos que respondan a nuevos modelos como el de la
fractalidad y la hiperbolicidad simultanea.

Asi mismo, como indica la figura 5.1, el concepto se puede clasificar en
conceptos empiricos y conceptos puros. El concepto, al pasarlo por el filtro de la
experiencia, se obtiene el concepto empirico. De la misma manera si lo pasamos por
el filtro del entendimiento recibe el nombre de concepto puro o nocion. Finalmente al
conjunto de nociones que sean independientes a los niveles empiricos se le denomina
Idea.

En la geometria Hiperbdlica de Lobachevski se trabaja generalmente en la
region conceptual de las ideas. La labor que se pretende realizar en esta investigacién
es vislumbrar posibles conceptos geométricos vinculados al postulado de las paralelas
y a la fractalidad que posean una nocion primaria comdn acoplada a una sensacion
primaria comun.

El hecho de establecer que por un punto exterior a una recta solo es posible
trazar una y solo una recta paralela a ella, remite a la construccion de un sistema de
conceptos inherentes a la razon pura, es decir, una idea que de ninguna manera puede

darse a nivel de los sentidos considerando a todo proceso geométrico empirico como
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una subordinacion, determinada por la totalidad absoluta de la condicion generada
por el postulado.

El quinto postulado no fue inventado de manera arbitraria, sino que fue
propuesto por la naturaleza misma de la razén que inevitablemente hace referencia a
los elementos constituyentes del campo del entendimiento. Ademas, se puede
considerar como una idea trascendental. Lo trascendente esta en el hecho de que
rebasa los limites de toda experiencia; en la naturaleza tangible nunca se podra
presentar un objeto que se acople de manera perfecta a esta idea representada por el
quinto postulado.

Considerando lo anterior, es necesario delimitar el sector del campo de las
ideas transcendentales en el cual se va a trabajar. Segun Kant existen tres clases de
ideas transcendentales. La primera clase de ideas referentes a la unidad del sujeto
pensante, ideas que en su mayoria son objeto de la psicologia. La segunda clase
agrupa todas las ideas que resulta de la absoluta unidad de la serie de condiciones del
fendmeno,esto es, el conjunto de todos los fendmenos presentes en el mundo real
tangible. Por Gltimo, la tercera clase consiste en el conjunto de ideas agrupadas por la

absoluta unidad de la condicion de todos los objetos del pensamiento, la condicion
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suprema de la posibilidad de todo lo que puede pensar, es decir, el ente de todos los
entes.

En esta investigacion se diserté en el campo de las ideas descritas en la
segunda clase, ya que es el grupo contenedor de las ideas trascendentales referentes a
los entes geométricos.

Una premisa que sirve de insumo necesario en esta investigacion, es el hecho
de que Kant advierte que entre las mismas ideas trascendentes esta presente cierto
enlace y unidad que consolida, mediante la razon pura, un sistema de conceptos. Una
pretensién fundamental en esta investigacion es extrapolar esta premisa para el caso
de algunas ideas trascendentales de la geometria de Lobachevski con algunas ideas
trascendentales de la fractalidad generadas por algun proceso sensitivo.

De esta manera se afirma la pretensién de la busqueda de enlaces conceptuales
que fundamentan tanto la Geometria Hiperbolica de Lobachevski como la Geometria
Fractal de Mandelbrot.

En los andlisis subsiguientes, se generaran aproximaciones dentro de la
segunda clase de raciocinios dialécticos dispuesta sobre los conceptos trascendentales
con una serie de condiciones que determinaran el fendmeno conceptual del quinto

postulado y su relacién con la fractalidad.

Racionalidad Tedrico-Conceptual

Durante muchos siglos, el quinto postulado hiperbolico ha sido analizado,
modificado, enfocado e interpretado de multiples maneras; y en la medida en que se
desarrollan las investigaciones al respecto, de la misma manera nacen nuevas
propuestas de enfoque.

En los ultimos afios se ha estado incursionando en una clase nueva de sistemas
que parecen ser los que predominan en el estudio del comportamiento de los
fendmenos de la naturaleza; se habla del tipo de sistema dindmico no lineal. Este ha
mostrado tener comportamientos de tipo complejo, que no se adectan a conceptos

previos como los sistemas de tipo deterministico o sistemas de tipo estocasticos. Son
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comportamientos cuyas reglas a nivel local son muy simples, pero a nivel global
tiende a tener comportamientos inesperado e impredecibles.

Al comportamiento de este tipo de sistemas se le llama cadtico y se puede
relacionar de muy buena manera con el fendmeno histérico-geométrico del quinto
postulado. Y aun mas alla, se pudiera relacionar con el fenémeno conceptual
generado por la estructura matematica existente en el quinto postulado.

Se comienza el analisis proponiendo enfocar al quinto postulado hiperbdlico
como una porcién de nodo de la red del sistema complejo geométrico, que hasta las
luces actuales no ha podido calar en un estado absoluto de comportamiento.

El solo hecho de pensar en el quinto postulado hiperbdlico, evoca una red
conceptual compleja que subyace cualquier afirmacion o cualquier conjetura que se
haga acerca de él. Es entonces cuando la porcién nodal referida anteriormente, genera
una porcién nodal en el campo conceptual en donde se encuentran los posibles
enlaces conceptuales existentes entre los conceptos fundamentales inherentes al
postulado de Losbachevki y los conceptos fundamentales inherentes a la teoria
fractal.

Ahora bien, en esa porcion de nodo estd contenida otra red conceptual
posiblemente con caracteristicas de autosimilaridad, que de manera reiterada en
presencia del sujeto pasa por un proceso dialdgico de percepcion. Este fenémeno se
puede enfocar desde la teoria sintérgica, en donde nuestro cerebro interactda con un
campo cuéntico en forma de matriz holografica resultando una nueva realidad
perceptual representada mediante nuevos objetos y formas geométricas. El cerebro
estd encargado de decodificar ese campo cuantico para que se pueda realizar el
proceso de percepcion de la realidad. Si el ser humano es incapaz de tomar
consciencia de lo descrito anteriormente produce de manera inevitable una desviacion
en el resultado final, con respecto al estimulo primario.

En sintesis, existe un proceso de generacion de una realidad perceptual, y el
acceso al mecanismo procesal estd todavia restringido, solo se puede accesar al
resultado final, lo que origina directamente la confusion y a la errénea afirmacion de

que el producto del proceso no es algo creado por el individuo, sino que se considera
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la existencia de una realidad independiente, ajena al ser, cuando en realidad, es el
individuo mismo el que construye esa realidad perceptual.

El fendmeno descrito anteriormente no solo interfiere en el proceso de analisis
sino que determina el enfoque general de los juicios en lo que respecta al nodo
conceptual geométrico que se esta estudiando. Esa dialéctica realidad percepcién , ha
venido distorsionando histéricamente conceptos fundamentales como el de la
diferenciabilidad, recta e infinito, provocando en casos fructiferos nuevos modelos
geométricos y en otros casos inconsistencias en el sistema geométrico.

En los procesos cognitivos que se activan al momento del andlisis del quinto
postulado de Lobachevski, se pudieran manifiestar estructuras conceptuales
jerérquicas que a su vez responden a estructuras con autosemejanza a pequefia escala
diferenciadas en niveles cuanticos en sintonia con su grado de abstraccion.

Los tres conceptos geométricos citados anteriormente pudierdn ser
constituyentes fundamentales y a su vez posibles puntos de enlace en la topologia de
la red conceptual. Siendo aun mas especifico, cada concepto anterior se pudiera
enfocar como nodo principal de multiples enlaces o concentrador.

En fin, se trata de plasmar un nuevo enfoque racional acerca del quinto
postulado de Lobachevski, dejando claro que el objetivo no es aproximarse a enlaces
conceptuales absolutos, sino a elementos de enlace que enriquezcan la conexion entre
conceptos desde una perspectiva fenomenoldgica con fundamentos racionales. Como
se dijo anteriormente, se pretende analizar la zona conceptual desde el punto de vista
complejo, dejando abierta la posibilidad de generar modelos basados en los principios
de Morin como los son, el principio dial6gico, el principio recursivo y el principio

hologramatico.

En este sentido, existe la posibilidad de encontrar en este proceso conceptos
que segun el principio dialdégico sean complementarios y a la vez antagénicos que
permitan mantener la dualidad entre el orden representado por la Geometria de
Lobachevski y el desorden inicial aparente representado por la geometria fractal. De

igual manera es posible encontrar enlaces conceptuales recursivos, en los cuales los
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productos y los efectos son de manera simultanea causas y productores de aquellos
que los produce, rompiendo asi con la racionalidad conceptual lineal clasica de orden
Causa-Efecto. Por ultimo, existe la posibilidad de encontrar procesos generadores de
posibles enlaces producto de la interaccién del sujeto con el campo cuantico como

matriz hologramaética vista desde un nivel empirico primario.

Enlaces Conceptuales

Los posibles puntos de enlace conceptual surgen del vértice de sedicion
correspondiente al quinto postulado de Lobachevki. ElI hecho de superponer una
curva fractal centrada en el punto de origen de trazo de las lineas paralelas, nos
permite observar que existe la posibilidad de dibujar infinitas rectas paralelas a otra
que pasen por el punto en cuestion, usando como segundo punto de trazo a uno de los
puntos de la curva fractal. A diferencia de los modelos clasicos de la geometria
hiperbdlica, aca no se pretende trabajar con un espacio métrico diferente; se pretende
enfocar el quinto postulado hiperbélico desde un enfoque fractal.

Con lo antes planteado, los puntos de enlace se manifestaran en la manera en
que aparezcan dualidades, dialécticas conceptuales y borrosidades en algunos
conceptos fundamentales de la geometria. Se analizara una red de dos nodos, es decir,
se asumieron como nodos principales de la red conceptual a un concepto fundamental
para la Geometria de Lobachevki y un concepto fundamental para la Geometria

Fractal, estos son La Linea Recta y la Dimension respectivamente.

La linea Recta.

Se asumird como concepto fundamental representativo de la Geometria
Hiperbdlica a la linea recta. La linea recta constituye uno de los conceptos
fundamentales, tanto en la Geometria Hiperbolica como para la Geometria Fractal. El
conjunto de definiciones referentes a la linea recta concretan y sintetizan una serie de

atributos que delimitan la estructura conceptual del intérprete. Por ejemplo en la
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Geometria de Lobachevski, el concepto de la linea recta nace de las definiciones
previas a los postulados de los Elementos de Euclides, pero una vez que el quinto
postulado es reestructurado por Lobachevski el concepto de linea recta sufre una
expansion, sube a un peldafio de abstraccién adquiere un grado mas de generalidad
confundiéndose en esencia con otros objetos geométricos como la circunferencia.

El concepto de linea recta entra en un plano de borrosidad y dualidad con
respecto a sus referentes conceptuales. En un estadio méas abstracto, se hablaria de
linea curvas en general como referente superior a las lineas rectas. Las lineas rectas
en su concepto original quedaria disminuidas a un referente particular ideal
minusculo con respecto al nuevo concepto que responde a otra serie de atributos que
constituyen redes conceptuales distintas a la original.

Los conceptos como distancia , longitud , infinito, diferenciabilidad, punto
son los que se desprenden de la contemplacion enfocada en la linea recta, que
convenientemente se llamaran constructos matematicos por el hecho de que ahora
mas que antes generan diversos enfoques derivados de la percepcion del término,
produciendo una divergencia conceptual al momento de tratar de definir de manera
absoluta algunos de esos términos.

En la Geometria Fractal las figuras determinantes poseen bordes irregulares y
forman parte de un proceso progresivo, es decir no son figuras estaticas. Son figuras
dindmicas en el tiempo y el espacio cuyo grado de irregularidad se va agudizando. En
este contexto , la linea recta es lo que en la geometria fractal se llama objeto
generador. Es un objeto inicial que a medida que se va desarrollando el proceso se
pierde de vista en su forma original. Se entra entonces de nuevo en un proceso
dialéctico borroso que no permite establecer de manera concreta la existencia de una
estructura conceptual absoluta en lo que tiene que ver a la linea recta.

Ahora bien, si se observa nuevamente el fenomeno conceptual de la linea
recta desde el punto de vista de la diversidad tedrica, advierte una dialéctica en el
concepto que se maneja en la Geometria Hiperbdlica y el concepto que se maneja en
la Geometria Fractal. Existe diversidad de género, de clase y de funcionalidad.
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Es entonces cuando se dice que el enlace conceptual que se vislumbra esta en
la dialéctica que se genera al iniciar el proceso de contemplacion del objeto primario
linea recta que a su vez genera una forma de cascada fractal de los procesos
dialécticos consecuentes con respecto los deméas conceptos que forman parte de la
red.

En la figura 5.2 se representan los conceptos geométricos fundamentales que
aparecen al evocar el concepto de linea recta. La dualidad existente en el concepto de
linea recta, se presenta de igual manera en el resto de los conceptos descritos en el
diagrama.

Del infinito

La incertidumbre que genera el contextualizar el infinito en la geometria
hiperbdlica genera borrosidad a la hora de asumir una postura entre las geometrias
euclidianas y elipticas. La geometria fractal, aunque tiene otra génesis, su desarrollo
conceptual podria tener conexién con el quinto postulado a través del infinito. El
infinito en la fractalidad refiere, en su mayoria, a la incertidumbre del proceso
intrinseco de la generacién de un fractal. Es el concepto fundamental del dinamismo
geométrico. Incluir el dinamismo caracteristico de una curva fractal en el quinto
postulado hiperbdlico podria general un primer enlace conceptual entre la Geometria
de Lobachevski y la Geometria Fractal.

De la diferenciabilidad

Con respecto al concepto de diferenciabilidad, la dialéctica y la borrosidad conceptual
se manifiesta en lo siguiente, desde el punto de vista de la geometria de Lobachevski
la diferenciabilidad en las curvas es la regla y lo contrario es la excepcién. Desde el
punto de vista fractal la no diferenciabilidad es la regla y las curvas suaves son la
excepcion. De esta manera se pudiera establecer como concepto general de la no
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diferenciabilidad, siendo este ultimo de un nivel de abstraccion mayor ademas de

adaptarse de manera mas armonica a la nueva percepcion de la realidad.

De la longitud

Entra aqui el contraste entre las longitudes deterministicas establecidas en los
modelos contituyentes en la Geometria de Lobachevski y una logitud caotica que se
genera mediante el proceso de medicién en un borde fractal. Plantear, desde el
enfoque hiperbdlico, distintas definiciones de longitud permite modificar extractos de
modelos hiperbolicos que responden a un mismo principio, responden a un enfoque
aislado del quinto postulado de Lobachevki. En un borde fractal, si bien hay una
longitud efectiva producto de un acuerdo, en general, la longitud es incierta y va de
la mano con el concepto de infinito progresivo. De nuevo se manifiesta una

dialéctica que genera contraste en el concepto de longitud.

Del punto

Desde la vision reduccionista de la geometria de Lobachevki el punto sigue
siendo lo que no tiene parte generando un concepto convergente en el infinito. Desde
el punto de vista de la topologia, constituye un elemento de un espacio topoldgico y
desde el punto de vista fractal se genera la antagonia y la imposibilidad de visualizar
algo que no tiene parte. El punto se convierte en un pensamiento divergente que
responde a un comportamiento infinito y progresivo.

En este sentido se puede sintetizar lo siguiente, desde el punto de vista fractal,
se pudieran trazar infinitas rectas paralelas desde un punto exterior a otra recta
dejando estaticos todos los demas elementos de la red conceptual excepto el concepto
de continuidad. Una perturbacion en el concepto de continuidad, esto es, insertando
una curva fractal alrededor del punto exterior, generaria un nuevo ordenamiento
conceptual que acopla de manera armonica el quinto postulado hiperbélico con la
fractalidad.
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Figura 5.2 Puntos de enlace desde la linea recta

Fuente: Elaboracion Propia.

La dimensién

Se asumird como concepto fundamental representativo de la Geometria
Fractal a la dimensién. La dimensidn constituye uno de los conceptos fundamentales,
tanto en el espacio Hiperbdlico como para el espacio Fractal. ElI conjunto de
definiciones referentes a la dimension concretan y sintetizan una serie de atributos
que delimitan la estructura conceptual del intérprete. Por ejemplo en la Geometria de
Lobachevski, el concepto de dimensidn nace de las definiciones previas derivadas de
la teoria topoldgica, pero una vez que emerge la Geometria Fractal, el concepto de
dimensidn se vuelve difuso y dependiente del grado de escalamiento en que se realice
la percepcion.

La existencia de nuevas figuras representativas del caos matematico, generan
una ruptura en el concepto de cléasico de dimension. La dimension fractal constituye
un concepto mas genérico que el de la dimensién topoldgica, constituyendo ademas
un concepto dinamico progresivo y adaptativo hacia nuevas teselaciones del espacio y

del cosmo.
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Un nuevo concepto de dimension propone de manera indirecta una nueva
concepcion del espacio. La dialéctica en el concepto de dimension se propaga hacia la
red generando un efecto similar en el concepto de espacio.

El concepto de espacio es muy amplio, sin embargo, no escapa de la
inminente ruptura. El espacio hiperbdlico concebido desde el punto de vista
topoldgico como morfologicamente curvo, sufre cierta transformacion desde el punto
de vista fractal. La dimension fraccionaria presupone una nueva forma del espacio-
tiempo pasando a ser, en su totalidad, de caracteristica irregular.

Ahora bien, ¢un espacio curvo pudiera estar contenido en un espacio fractal?
Se podria plantear un espacio de morfologia irregular como una consolidacion
topoldgica del concepto de espacio o lo que es lo mismo una generalizacion.

Si se considerara asi, la nueva estructura conceptual de espacio concreto seria
morfolégicamente curvo e irregular, pasando a niveles de abstraccion inferior los
casos particulares de los espacios elipticos puros, hiperbolicos puros, y euclideanos
puros.

El hecho de evocar el concepto de dimensién genera una red conceptual
dinamica constituida por nuevos nodos con enlaces fuertes. Uno de los nodos es el
concepto de Espacio. Un subnodo esencial de la red correspondiente al concepto de
espacio concreto es el punto. Esto muestra la manera en que el concepto de dimension
y el concepto de linea recta se relacionan mediante el enfoque de las dos geometrias,
generando enlaces posiblemente mas débiles que los descritos anteriormente, pero
que de igual manera concatenan la red conceptual.

Si se enfocara el concepto de espacio en el sentido méas abstracto, se generara
una red de conceptos de tipo axiomatico méas estable que la red que genera el
concepto de espacio concreto.

El concepto de espacio concreto es mas inestable que el concepto de espacio
en el sentido axiomatico por el hecho de poseer un enlace fuerte con el quinto
postulado hiperbdlico el cual constituye un sector conceptual vulnerable y ca6tico que

con ligeras perturbaciones de enfoque genera un reordenamiento conceptual espacial.

98



De la autosemejanza

La distribucion homogénea de las rectas en la zona de trazo de las paralelas es
en principio un fallo en la percepcion de la realidad. El trazo de paralelas desde el
punto en cuestion con su respectiva guia fractal se vuelve un proceso invariante por
traslacion e invariante por cambios de escala. La curva que subyace los trazos de la
lineas paralelas generalmente goza de ser invariante a la luz de las transformaciones

geométricas, esto establece un enlace fuerte con el concepto de autosemejanza.

De la simetria

La simetria desde el punto de vista fractal es vista como un nivel mas
profundo de la autosemejanza, expresa que algunos fractales, que estan mas ligados a
la sensaciones, poseen caracteristicas invariantes mas ricas, que empiezan a
distorsionar aparentemente el concepto de escalamiento. Sin embargo, en el nodo
principal que se esta estudiando, no es mas que una distribucion de manera fractal no

escalante de las rectas trazadas desde el punto exterior a otra linea recta.

De la divergencia

En el caso del postulado de las paralelas, lo que en principio desde los
modelos euclidianos e hiperbdlicos daba la sensacion de convergencia, ahora desde el
punto de vista fractal da la sensacion de divergencia, ya que cualquier algoritmo de
generacion de rectas paralelas se va a convertir en un proceso dinamico sin limite que

enlaza de manera directa con el concepto de infinito.
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CAPITULOV

FENOMENOLOGIA DEL CONTRASTE CONCEPTUAL

De los incentivos caotizantes referentes a la Geometria Fractal y a la Geometria

Hiperbdlica.

Con el objetivo de estudiar la formacidén de nuevos conceptos y evidenciar
posibles enlaces conceptuales desde el punto de vista fenomenoldgico, se realizaron
algunas entrevistas escritas con preguntas abiertas a estudiantes de ingenieria tanto
del segundo como del quinto semestre que previamente asistieron al evento
academico realizado en el Auditorio de la Facultad de Ciencias de la Educacion de la
Universidad de Carabobo el 25 de Abril del afio 2013, titulado Enlace conceptual
existente entre la Geometria Hiperbolica y la Geometria Fractal. Este evento,
ademas de servir de insumo tedrico para esta investigacion, sirvié para emular
durante 8 horas un campo energético cognoscible contenedor de un caudal
incentivador cognitivo con el objeto de desencadenar cierto grado de caos cognitivo,
y de manera consecuente una generacion de nuevos conceptos, cambios en las
estructuras cognitivas existentes y posibles  enlaces entre los conceptos
fundamentales de la Geometria Hiperbdlica y los conceptos fundamentales de la
Geometria Fractal. (Flores, 2013; Ruggiero, 2013; Sanguino, 2013; Tesorero; 2013)

En el evento citado anteriormente, se disertd sobre los fundamentos de la
geometria hiperbdlica, los fundamentos de la geometria fractal, la fractalidad en la
dindmica social a través de la historia, y por ultimo, sobre el transito de la geometria
euclidiana a otras geometrias. (Flores, 2013; Ruggiero, 2013; Sanguino, 2013;
Tesorero; 2013).

Una vez que el alumno interactud con ese campo energético cognoscible, se
realizd la entrevista, con preguntas abiertas que cumplieron la funcion de incentivo
caotizante incorporandose a las estructuras neurologicas en forma de campo

energético para luego acoplarse con los campos receptores.



La incorporacion de los incentivos caotizantes a las estructuras cognitivas
forman un nuevo campo energetico que se puede enfocar como Nodo. Este nodo sera
capaz de generar cierto grado de caos en su entorno que dependiendo de las personas
se manifestara con distintas intensidades. A este caos a pequefia escala comunmente
se le denomina Murmullo. Si este Murmullo lograse generar cambios en las
estructuras circundantes, se dira que ha ocurrido un Murmullo Cuantico Significativo.

El acoplamiento de los incentivos caotizantes y la estructuras neurologicas del
individuo se realiza en forma de sintonia, de acuerdo con las cualidades emocionales,
por lo tanto, en este proceso actuaran de manera constante campos denominados
Sintonizadores. Una vez sintonizado el incentivo caotizante, llega a los campos
procesadores del conocimiento para luego interactuar con los campos de
conocimiento previos, permitiendo la formacion de nuevos constructos cuénticos
Ilamados Campos Acumuladores Cognitivos.

El proceso que, de manera breve, se acaba de describir anteriormente es el que
se considera subyacente en el individuo, una vez que interactle con las preguntas
abiertas. Una vez aplicado el incentivo caotizante se generaran nuevos campos
acumuladores cognitivos referentes tanto a la Geometria Hiperbolica como a la
Geometria Fractal. Estos campos generados por el individuo, seran plasmados por él
mismo en forma de discurso escrito, en los que se analizaran los solapamientos
conceptuales generados a partir de los conceptos generados por ambas geometrias.

La zona conceptual a estudiar vista desde el angulo de la cognicién cuéntica
es justamente la que constituye en nivel previo a la unificacion, antes del proceso de
abstraccion que finalmente forma al campo totalizador. EI conocimiento posee niveles
energéticos, el primer nivel lo constituye el campo energético cognoscible de donde
se desprenden los incentivos caotizantes formando el caudal incentivador cognitivo,
también lo constituyen las estructuras energéticas en donde se realiza la
sintonizacion, esto es los campos sintonizados y cualificados segun la cualidad
energética que posee, para luego conectarse con los campos procesadores del
conocimiento que se ubica en la capa mas profunda de la corteza. El segundo nivel
energético es el de la sabiduria, en donde paulatinamente se va adquieriendo mayor
abstraccion en los conocimientos; es un nivel de transicion que permite el

acoplamiento con el tercer nivel energético. El tercer nivel energético es el de la
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intuicion, ésta se realiza en un campo totalizador del conocimiento. Las entrevistas
que se mostraran a continuacion evidencian campos conceptuales generados en el

primer nivel energético.

Entrevistas

Se realiz6 una entrevista personalizada a los estudiantes que participaron en el
evento académico antes citado, se llevo a cabo a través de la plataforma virtual de
Moodle, de donde se extrajo una serie de planteamientos representativos, que
evidencian algunos enlaces conceptuales producto de esa generacion del Murmullo
Cuantico, asi como también algunos vacios conceptuales.

Se inicid la entrevista con dos planteamientos por separado para no generar
solapamiento previo y distorsion en el discurso. El primer planteamiento fue,
describir la opinion sobre el término dimension fraccionaria y el segundo fue,
describir la opinion sobre el término espacio curvo, dos nodos conceptuales que
representan cada uno conceptos subyacentes de la Geometria Fractal y conceptos
subyacentes de la Geometria Hiperbolica respectivamente. Por ejemplo, uno de los
alumnos cuando describia su nueva percepcion de la dimension dijo lo siguiente:

“Mi punto de vista en cuanto a la dimensién es que, ésta esta relacionada
con la percepcion del mundo fisico, en este caso, a la medida de los
objetos, su longitud, &rea y volumen...ahora bien, referente a las
dimensiones fraccionarias no cuestiono su existencia...implican divisiones
fraccionarias entre los valores enteros de las dimensiones y propone la
medicion mediante conteo de cajas ”.

Aca se manifiesta un enlace conceptual generado entre el concepto de
dimension y los conceptos de longitud, area y volumen, por el simple hecho de haber
hecho referencia de estos términos en el discurso, haciendo hincapié en la relacién
existente entre la dimension y los objetos reales. Representa una vision clésica de la
geometria, aun y cuando pretende manifestar una conexion notoria entre el objeto
sensible y la idea trascendental. Se evidencia de igual manera cierto vacio conceptual
en lo que respecta al término dimension fraccionaria.

Otro planteamiento referido al concepto de dimension fraccionaria extraido

de las entrevistas es el siguiente: “...debe cumplir ciertos axiomas para que exista”. Se
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evidencia una clara subordinacion axiomatica por parte del individuo, generando un
enlace conceptual ascendente entre el concepto de dimension fraccionaria inherente a
la Geometria Fractal y el concepto de axioma constituyente fundamental de la
Geometria de Lobachevski.

El siguiente planteamiento representa los campos energéticos generados por
un individuo al referirse al termino de dimensién y su relacion con los espacios
Curvos :

“La dimension es un espacio que ocupamos en un tiempo determinado, y
que puede estar ocupado por otros seres de otras dimensiones sin que
ambos interactien ya que hay infinitas dimensiones...la dimensién
fraccionaria es poco probable que exista... el espacio curvo lo forma
cualquier linea que se encuentre en el espacio”.

En esta cita se pueden observar multiples fendbmenos, en primera instancia se
evidencian enlaces entre el concepto de dimension fraccionaria y el concepto de
espacio, asi como también un fuerte enlace entre el concepto de espacio curvo y la
linea recta. De manera concatenada, se manifiesta entonces un enlace entre el
concepto de dimensidn fraccionaria, inherente a la Geometria Fractal y el concepto de
linea recta, siendo este ultimo constituyente fundamental de la Geometria
Hiperbdlica. Asi mismo, cuando el alumno se refiere a la ocupacion en el tiempo de la
dimension, se pudiera interpretar un concepto dinamico del espacio o un proceso
progresivo de ocupacion espacial, lo cual constituye una caracteristica esencial de la
Geometria Fractal.

El siguiente testimonio también es interesante:

“La dimension 1(uno) es un espacio definido por una linea ya sea recta o
curva con ciertas coordenadas especificas las cuales determinan su
tamanio, forma y estructura...el espacio curvo, aunque su nombre nos haga
pensar que es una curva, no necesariamente es asi, el espacio curvo son
infinitas rectas o lineas que a través de la gravedad se mueven en el
espacio hacia diferentes lados, no llevan un sentido especifico.”
Acé se observa en primera instancia fuertes enlaces entre los conceptos,
dimension, espacio y linea pero ademas de eso se evidencia de nuevo un concepto
dindmico divergente del espacio. De alguna manera el alumno gener6 conceptos que

no son estaticos en el tiempo con respecto al espacio y a la dimension; es importante
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recalcar que en la fractalidad los objetos son considerados parte de un proceso de
construccion dinamico y divergente.

Otro testimonio, referido a la dimension, nos muestra los siguiente: “Son
lineas divisorias, que conforman un sistema de referencia creado por el hombre en el
cual es posible representar y ubicar puntos, conjuntos y elementos”. Acéa se puede
observar un ejemplo de ligeras distorsiones en las formaciones primitivas de
conceptos geométricos. Dependiendo de como estén conformados los campos
cognitivos individuales previamente, habrd o no una formacion de nuevos campos
cognitivos distorsionados a raiz de la generacion de murmullo cuantico.

En cuanto al término dimensiéon fraccionaria, un alumno dijo lo siguiente: “es
una dimensién oculta, la que los fractales son puntos intermedios de una o varias
dimensiones. Es demasiado irregular, son formas donde se aprecia la autosimilitud, su
forma es hecha de copias méas pequefias de la misma figura”. En este tetimonio se
observan enlaces entre el concepto de dimension y autosimilitud. En la parte final
también se perciben conceptos relativos a procesos de constriccion progresiva. Esta
misma persona afirmé lo siguiente : “Un espacio curvo es un espacio ajustable, el
tiempo y el espacio son maleables”. Aca se observa la existencia de conexiones entre
el concepto de espacio curvo y el concepto de tiempo. Ademas, de nuevo se observa
la generacion de campos conceptuales dindmicos de caracteristicas topoldgicas al
utilizar términos como ajustable, flexible y maleable.

Los conceptos topoldgicos de flexibilidad y maleabilidad estan relacionados
en los campos conceptuales de este individuo, con el concepto de tiempo, que a su
vez indica dinamismo en la Geometria fractal. Vemos como emerge un nuevo
concepto enlazante no previsto, entre la Geometria Hiperbolica y la Geometria
Fractal, este concepto es el de Tiempo. Es un elemento que presupone dinamismo en

la fractalidad y malebilidad en la geometria hiperbdlica.

En la siguiente cita también se observa algo bastante interesante: “al referirnos
a espacio curvo se me vino a la mente un area en la cual posee como una
semicircunferencia o0 media luna, donde deja de ser una linea recta para convertirse en
espacio quebrado”. Se puede observar primeramente como el concepto de espacio

curvo genera una idea, grosso modo, de uno de los modelos de la Geometria
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Hiperbdlica enlazandose al mismo tiempo como el concepto de quebradura, muy
propio de la Geometria Fractal.

El siguiente testimonio trata de expresar de una manera mas general el efecto
de asimilar una dimensién fraccionaria: “ es otra forma de ver algo, tal vez con ese
tipo de geometrias se pueda llegar a romper lo establecido y agregar formas,
dimensiones o maneras de ver algunas cosas”. Se observa claramente el efecto
cadtico que genera el evocar el concepto de dimension fraccionaria; de la misma
manera expresa reordenamiento y reestructuracion de los campos conceptuales
individuales.

Otro alumno, al referirse al término dimension fraccionaria, expreso lo
siguiente: “Un caso seria si la sombra es un efecto creado Gnicamente por algo que se
antepone a la luz creando un vacio o ausencia de la misma y de la misma manera un
efecto ante la vista; no consta que esté ahi materialmente, pero si existiese podria ser
una dimension fraccionaria. No esta del todo, pues depende de la luz y de lo que se le
anteponga. Sin estos factores, este efecto no existiria ” . Se observa una postura
totalmente empirica, asi como también enlaces fuertes entre el concepto de dimension
fraccionaria y el concepto de luz. Generalmente el concepto de luz es usado en los
espacios hiperbdlicos; una vez méas se evidencia un puente conceptual entre la

Geometria Hiperbolica y la Geometria Fractal.

Otro individuo expreso lo siguiente:

“...nada puede salirse de las medidas de una dimension, es decir, que se
salga de una dimension y entre en la siguiente, sin dar cabida a la idea de
que pase por un conjunto de dimensiones fraccionarias antes de llegar a la
proxima dimension entera, tampoco soy capaz de imaginarlo en un
espacio curvo, entiendo por éste a un espacio similar al espacio en que
vivimos, pero diferenciandose en la inexistencia de las lineas rectas, ya
que hay lineas curvas en su lugar”.

Este argumento fue planteado en negacién, un tanto confuso y aislado distorsionado,
pero de igual manera establece enlaces entre conceptos como dimension, espacio,
linea recta y lineas curvas, estableciendo conexion entre la fractalidad y la

hiperbolicidad.
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Otro estudiante expresa lo siguiente: “una dimension fraccionaria a primera
vista se ve como una locura ya que cada dimension es una coordenada y al decir que
existe una dimension fraccionaria diriamos que de esa misma dimension nace otra
parte no completa...un espacio curvo para mi es el universo ya que si la geometria
hiperbdlica estd basada en un espacio curvo... es curvo porque si el espacio contiene
algun objeto, éste se distorsiona 0 amolda en ese mismo objeto”. Aca se observa una
serie de argumentos que evidencias la generacién de campos conceptuales referentes
al dinamismo. Términos como “nace” al evocar el concepto de dimension
fraccionaria y “amolda” al evocar el concepto de espacio curvo, genera nuevamente
un enlace conceptual dinamico de construccion progresiva y constante
transformacion.

Un extracto de otra entrevista se muestra a continuacion:

“La dimension es el tamafio correspondiente a una figura, objeto o cosa,
con ella podemos definir si algo es mas grande que otro algo, por
ejemplo: un elefante es mucho méas grande que un perro, un raton es
mucho mas pequefio que un ser humano. Hay muchas formas de poder
calcular la dimensién que posee determinada figura y que podemos usar
para ver con exactitud y sin tanteos. Si tenemos una dimension
fraccionaria podemos decir que un tamario exacto para una figura que no
conocemos, pero cuyo namero determina ese tamafo; puede ser una linea
recta que mide esa cantidad o cualquier otra cosa ”.

Lo mas significante en esta evidencia es que nuevamente el concepto de
dimensidn, se relaciona con el llenado del espacio fisico, no es un concepto pulcro, es
un concepto primitivo y un poco distorsionado también. Ademas establece un vago
enlace entre el concepto de dimensidon fraccionaria con el concepto de linea recta.

Otra entrevista arrojo lo siguiente:

“Al escuchar la palabra dimension lo primero que me viene a la mente es
la imagen de un cubo, puesto que mi concepto de dimension esta referido
al espacio, al tamafio, a objetos que ocupan un lugar en el
espacio...nuestro amplio universo esta formado por tres dimensiones y
una cuarta que es completamente curvado”.

En este caso se manifiestan argumentos que nuevamente ratifican la
tendencia a relacionar el concepto de dimension con ocupacién espacial
concreta, de hecho tenemos vestigios de una metacognicion realizada por el

mismo individuo entrevistado. Al momento de argumentar con respecto al
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término espacio curvo, interpreta la cuarta dimension como el inicio de un
proceso dinamico de deformacion topoldgica. Nuevamente se observan indicios
de la existencia de un concepto mas amplio en un nivel de energia superior que
acopla los campos cognitivos generados al evocar conceptos de Geometria
Hiperbdlica y conceptos de la Geometria Fractal.

De nuevo en la siguiente evidencia se puede notar el caracter dindmico del
concepto de dimension por parte del siguiente individuo:

“Puedo entender que un espacio curvo, hace referencia a un objeto con
masa demasiado abundante; tanto que su dimensién va enroscando poco a
poco, hasta hacerlo completamente redondo... El espacio curvo se enrosca
hacia el tiempo, al que puedo mencionar como una cuarta dimension
incierta ”

También se observa conexion directa con el concepto de tiempo como ente
atractor del fenémeno.

En el siguiente extracto se observa de manera clara como el individuo evoca
conceptos relativos al infinito divergente: “Un espacio curvo para mi podria ser un
lugar de forma hiperbolica que se expande al infinito y no se cierra en ninguno de sus
puntos ”

Otro alumno considero lo siguiente: “...en lo que respecta a espacio curvo
tiene que ver mas o menos con infinidad de veces de las caracteristicas de la curva
Koch y la curva de Peano”. Aca se muestran enlaces fuertes entre el concepto de
espacio curvo con el concepto de infinito. A su vez remite directamente a curvas
fractales, intuyendo nuevas formas de espacio curvo irregular.

En el siguiente argumento se relaciona el concepto de dimension fraccionaria
con los conceptos de tiempo y espacio:

“Lo que entiendo de dimensidn, segun lo que he aprendido en geometria,
es sobre el numero distinto de ejes de coordenadas que puede tener un
vector. Cuando hablo o pienso en distintas dimensiones, lo que me viene a
la cabeza es que son mundos distintos y paralelos en la cual cada uno
funciona independientemente del otro, lo que quiero decir es que no
pueden interactuar entre ellos, aunque pienso que existen
simultdneamente y por lo tanto diria que esa dimension fraccionaria tiene
su lugar en el tiempo vy en el espacio”
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Otro alumno manifestd lo siguiente:

“La dimension es el entorno comprendido en diferentes aspectos de la
vida, el cual se ve afectado por diversos factores que definiran con
claridad el ambito de la dimension. Los aspectos de la vida en el cual
podemos ver la dimension, pueden ser la: la vida familiar, politica, social,
ciencia. Pienso que la dimension tiene un sin fin de aspectos dependiendo
del espectador o protagonista, que se vera envuelto en la dimension. La
dimension es infinita... ”

El extracto anterior es bastante interesante, ya que se establece una asociacion
entre el concepto de dimension y varios términos pertenecientes a las ciencias
sociales, es decir no se limita a relacionar a la dimensién con espacios matematicos y
fisicos, sino con espacios derivados del andlisis de los fendmenos sociales.

Por ultimo tenemos el siguiente extracto:

“Ahora bien, hablemos del espacio curvo, entiendo que todo lo que nos rodea tiene
caracteristicas curvas, asi como se establece en el triptico entregado en el evento, las
montafias no son conos, los arboles no son lisos y las costas no son circulos, es cierto,
el espacio tiene caracteristicas curvas ”

Se observa en esta Ultima evidencia que nuevamente se establece un enlace
entre el término espacio curvo y frases correspondientes a la teoria fractal.

Todo lo mostrado anteriormente da pie a pensar que los enlaces existentes
entre la Geometria Hiperbdlica y la Geometria Fractal no surgen de manera forzada,
sino que surgen de manera natural desde el caos generado por los incentivos
caotizantes. En primera instancia se pudiera hablar de enlaces dindmicos y caoticos
supeditados a ciertas interferencias y distorsiones en el proceso de percepcion, pero
de igual manera se muestran interconectados de forma jerarquica autosemejante. Se
establecen enlaces en ramas alejadas de los nodos de la red, asi como también enlaces
en niveles energéticos superiores, es decir en campos conceptuales mas genéricos,
generando una trilogia conceptual Espacio-Tiempo-Transformacion.

Se muestra claramente como el hecho de evocar conceptos en ambas
geometrias, se manifiestan en la generacidon de nuevos campos cognitivos que se ven

atraidos por estructuras conceptuales inherentes a la trilogia citada anteriormente.
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De los incentivos caotizantes referentes a la fractalidad pura

Con el objetivo de estudiar la formacion de nuevos conceptos, evidenciar
posibles enlaces conceptuales desde el punto de vista fenomenoldgico, se realizaron
algunas entrevistas escritas con preguntas abiertas a estudiantes de La Facultad de
Ingenieria de la Universidad de Carabobo de los ultimos semestres en un Taller
academico realizado el 25 de Abril del afio 2011 titulado La Geometria Fractal. Este
evento, ademas de servir de insumo tedrico para esta investigacion, sirvié para emular
durante 8 horas un campo energético cognoscible contenedor de un caudal
incentivador cognitivo.

Se inicié la actividad con una dindmica discursiva de tipo dialdégica mediante
la cual se le propuso al alumno participar empiricamente en la construccion de nuevas
formas geométricas. Luego, se abordd un cuestionario de preguntas abiertas que
incentivd, de forma bastante general, la generacion de conceptos como Dimension y
Forma. Finalmente, se dejé manifestar al discente comentarios y observaciones

referentes al proceso.

De las Formas

En la actividad, uno de los participantes expresé lo siguiente con respecto a la
curva de Koch: “Se obtiene una estrella con 3 puntos definidos y 2 sin definir”. En
esta proposicion se observa, mas que un concepto estructurado, un vacio conceptual
de naturaleza topologica. El alumno trata de definir la forma observada de manera
informal haciendo uso de caracteristicas esenciales de una figura aproximada dejando
en evidencia la “no posesion del concepto de”. El proceso intuitivo de aproximacion a
una forma geométrica conocida, es el mismo que fundamente la geometria euclidiana.
La diferencia es que el atractor conceptual no pertenece a las formas clasicas
fundamentales de la geometria de Euclides. El hecho, que el alumno haya enunciado
la frase “con 3 puntos definidos y 2 sin definir” deja en evidencia el haber advertido
grados de imperfeccion y desacople con respecto a formas geométricas suaves y
clasicas. El proceso no generd un nuevo nodo conceptual atractor. La red conceptual
generada con el enunciado se sigue desplegando alrededor de los conceptos clasicos

de punto, linea recta y formas geomeétricas euclidianas fundamentales.
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Otro grupo de alumnos afirmo lo siguiente con respecto a la curva de Koch:
“Se obtienen varios tridngulos formando una estrella”. En la cita anterior se observa
el mismo rasgo topoldgico que el enunciado anterior, desconociendo la existencia de
cualquier otro tipo de vestigio conceptual referentes a nuevas formas geométricas. Se
muestra como rasgo predominante intuicion geometrica basada en el concepto clasico
pre- establecido que describe la forma de estrella. Ademas, el proceso no generd un
nuevo nodo conceptual atractor, la red conceptual generada con el enunciado se sigue
desplegando con elementos conceptuales clasicos como el punto, linea recta y formas
geométricas euclidianas fundamentales representadas mediante el concepto de
estrella. Deja en evidencia el no haber advertido grados de imperfeccion y desacople
con respecto a formas geométricas suaves y clasicas.

Otras personas, con respecto a la curva de Koch, expresaron lo siguiente: “Un
copo de nieve”. En este caso, se observa un rasgo topoldgico distinto, mostrando
posesion de un nuevo concepto geomeétrico haciendo referencia a formas generadas
por la naturaleza. EIl proceso intuitivo de aproximacién a una forma geométrica
conocida, no es el mismo que fundamenta la geometria euclidiana, ya que se hace
referencia a una forma no definida en las teorias geométricas clasicas. Se genera un
enlace entre la idea y la sensacion mostrando la existencia un nuevo atractor
conceptual que no pertenece a las formas clasicas fundamentales de la geometria de
Euclides. Deja en evidencia el haber advertido grados de imperfeccion y desacople
con respecto a formas geométricas suaves y clasicas.

Otras personas, con respecto a la curva de Koch, expresaron lo siguiente:
“Forma de montafia”. En este caso, se observa un rasgo topoldgico similar al anterior,
mostrando posesion de un nuevo concepto geométrico haciendo referencia a formas
generadas por la naturaleza. EIl proceso intuitivo de aproximacién a una forma
geométrica conocida, no es el mismo que fundamenta la geometria euclidiana, ya que
se hace referencia a una forma no definida en las teorias geométricas clasicas. Se
genera un enlace entre la idea y la sensacion, mostrando la existencia de un nuevo
atractor conceptual que no pertenece a las formas clésicas fundamentales de la
geometria de Euclides. Deja en evidencia el haber percibido grados de imperfeccion y

desacople con respecto a formas geométricas suaves y clasicas.
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Otros participantes expresaron lo siguiente refiriéndose a la curva de Koch:
“Segmentos de recta”. Se observan conceptos topoldgicos escasos, en una red
conceptual reducida alrededor del concepto de linea. Se muestra un vago proceso de
asociacion sin hacer referencia a formas geométricas intuitivas. Ademas, el proceso
no generd un nuevo nodo conceptual atractor. La red conceptual generada con el
enunciado se sigue desplegando con elementos conceptuales clasicos como la linea
recta. Deja en evidencia el no haber percibido grados de imperfeccion y desacople
con respecto a formas geométricas suaves y clasicas. Solo cierto grado de dispersion
geomeétrica.

Con respecto a la curva de Koch, otros participantes opinaron lo siguiente:
“Son segmentos de recta cada vez mas pequefios que el original”. Semejante al caso
anterior, se observan conceptos topoldgicos escasos, en una red conceptual reducida
alrededor del concepto de linea. Se muestra un vago proceso de asociacion sin hacer
referencia a formas geométricas intuitivas. Ademas, el proceso no generd un nuevo
nodo conceptual atractor. La red conceptual generada con el enunciado se sigue
desplegando con elementos conceptuales clasicos como la linea recta. Deja en
evidencia el no haber advertido grados de imperfeccion y desacople con respecto a
formas geometricas suaves y clasicas. Solo cierto grado de dispersion geométrica
acompariado de cierto rasgos de dinamismo al momento de enunciar la frase : “cada
vez méas”,

Otro grupo de participantes opin6 lo siguiente: “Pirdmide sobre piramides”.
Esta percepcion de la curva de Koch muestra el mismo rasgo topoldgico que el
enunciado de las estrellas, pero en este caso haciendo referencia a la forma de
pirdmide, desconociendo la existencia de cualquier otro tipo de vestigio conceptual
referentes a nuevas formas geométricas. Se muestra como rasgo predominante
intuicion geométrica basada en el concepto clasico pre- establecido que describe la
forma de piramide. Ademas, el proceso no generd un nuevo nodo conceptual atractor.
La red conceptual generada con el enunciado se sigue desplegando con elementos
conceptuales clasicos como el punto, linea recta y formas geométricas euclidianas
fundamentales representadas mediante el concepto de pirdmide. Deja en evidencia el
no haber advertido grados de imperfeccion y desacople con respecto a formas

geométricas suaves Y clasicas. Se evidencias leves vestigios de dinamismo.
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Uno de los participantes expreso lo siguiente con respecto a la curva de Koch:
“ Estrellas que se van a ir disminuyendo cada vez...”. En esta proposicion se observa,
mas que un concepto estructurado, un dinamismo conceptual basado en formas
topolodgicas clasicas. ElI alumno trata de definir la forma observada de manera
informal haciendo uso de términos que dejan en evidencia la presencia de un proceso
de construccidon progresiva. El proceso intuitivo de aproximacion a una forma
geométrica conocida, es el mismo que fundamenta la geometria euclidiana la
diferencia es que el atractor conceptual no pertenece a las formas clasicas
fundamentales de la geometria de Euclides. No advierte grados de imperfeccion y
desacople con respecto a formas geométricas suaves y clasicas. El proceso no generd
un nuevo nodo conceptual atractor, pero se manifiesta el concepto de convergencia.
La red conceptual generada con el enunciado se sigue desplegando alrededor de los
conceptos cléasicos de punto, linea recta y formas geométricas euclidianas
fundamentales.

Por altimo, un grupo de alumnos plasmo un par de enunciados referentes a la
curva de Koch que expresaban lo siguiente: “Varios segmentos de recta que forman
algo parecido a una pirdmide” y “Una semejanza a un copo de nieve...”. En este caso,
se observan rasgos topoldgicos, de intuicion, de atraccion y de generacion nodal ya
descritos anteriormente. Adicionalmente se manifiesta el haber percibido grados de
imperfeccion y desacople con respecto a formas geométricas clasicas y con respecto a

formas geométricas existentes en la naturaleza.

De la Dimension

En la misma actividad anterior, los alumnos expresaron distintos argumentos
enmarcados dentro del concepto de dimensién haciendo referencia al conjunto de
Cantor. Algunos participantes expresaron lo siguiente: “mientras mas dividimos el
segmento de recta, mayor va a ser la dimensién”. Aca se observan principios de
reordenamiento de la estructura de la red conceptual que se genera al evocar el
concepto de dimension. Se manifiestan conceptos de espacio y dinamismo de manera

simultanea basados en constituyentes fundamentales como el de linea recta. Se
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evidencia de igual manera el concepto de fragmentacion basado en el término clasico
de division regular.

Otro grupo de participantes afirmé lo siguiente: “La dimension del conjunto
de Cantor es menor que la dimension del segmento inicial. Es mayor que la
dimension del punto y menor que la dimension de la recta ”. Se observan, al igual que
la experiencia anterior, principios de reordenamiento de la estructura de la red
conceptual que se genera al evocar el concepto de dimension. También se manifiesta
la formacion de un concepto de dimensidon intermedia, apoyado en tres nodos
conceptuales fundamentales como lo son el punto, la linea recta y la dimension
topoldgica.

Otro grupo de participantes afirmo lo siguiente: “Todos los segmentos de recta
tienen la misma dimension que la recta anterior”. En este caso no se observa
generacion de nodos conceptuales nuevos. Se manifiestan conceptos inherentes a la
geometria clasica sin vestigio alguno de formacion ni reordenamiento conceptual. El

concepto de dimensidn topoldgica se mantiene constante en el proceso.

Integracion de las unidades tematicas, tema central y descripcion del fenédmeno

en lenguaje cientifico.

Una vez realizadas las entrevistas escritas a los discentes y grabadas en audio a los
docentes, se extrajo las unidades tematicas mas significativas para someterlas a un
proceso de integracion que pretende generar la descripcion formal del fendbmeno de

manera individual para cada sujeto.

De los discentes:

Unidades tematicas.(Sujeto | Tema Central

discente)

Descripcion del
fendmeno.

1) Mi punto de vista en
cuanto a la dimension es
que, ésta estd relacionada
con la percepcion del
mundo fisico, en este caso,
a la medida de los objetos,

El sujeto nimero 1 relaciona
el concepto de dimension
fraccionaria con conceptos
relacionados con espacio y
magnitudes fisicas concretas.
*

Se  generan  enlaces
conceptuales entre el
nodo referente a la
dimension y el nodo
referente  a  espacio
concreto.
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su longitud, area 'y
volumen...ahora bien,
referente a las dimensiones
fraccionarias no cuestiono
su existencia...implican
divisiones fraccionarias
entre los valores enteros de
las dimensiones y propone
la  medicibn  mediante
conteo de cajas.

2) La dimension Son
lineas  divisorias,  que
conforman un sistema de
referencia creado por el
hombre en el cual es

El sujeto nimero 2 relaciona
el concepto de dimensién
con el concepto de linea,
punto y conjunto.

*

Se  generan

enlaces

conceptuales entre el

nodo referente
dimensién y los

a la
nodos

referentes a linea, punto

posible representar y ubicar y conjunto.

puntos, conjuntos y

elementos.

3) Un espacio curvo es un|El sujeto nimero 3 relaciona|Se  generan  enlaces

espacio ajustable, el tiempo
y el espacio son maleables

el concepto de espacio curvo
con los conceptos de tiempo,
maleabilidad y ajuste.

*

conceptuales entre el

nodo referente a

espacio

curvo 'y nodos que
refieren a conceptos de
tiempo y transformacion.

4)...nada puede salirse de
las medidas de una
dimensién, es decir, que se
salga de una dimension y
entre en la siguiente, sin
dar cabida a la idea de que

pase por un conjunto de|.

dimensiones fraccionarias
antes de llegar a la proxima
dimensién entera, tampoco
soy capaz de imaginarlo en
un espacio curvo, entiendo
por éste a un espacio
similar al espacio en que
Vivimos, pero
diferenciandose en la
inexistencia de las lineas
rectas, ya que hay lineas
curvas en su lugar.

El sujeto nimero 4 relaciona
el concepto de dimension
fraccionaria con el concepto
de espacio y el concepto de
linea. También relaciona
conceptos de salida y entrada
Relaciona también el
concepto de espacio curvo
con el concepto de linea y
espacio concreto.

*

Se  generan

enlaces

conceptuales entre el

nodo referente
dimension y los
referente a

a la
nodos
espacio

concreto, linea. También

genera  enlaces

con

nodos sistémicos como

entrada-salida.

5)Una dimension

El sujeto nimero 5 relaciona

Se  generan

enlaces
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fraccionaria a primera vista
se ve como una locura ya
gue cada dimension es una
coordenada y al decir que
existe una  dimension
fraccionaria diriamos que
de esa misma dimension
nace otra parte no
completa...un espacio
curvo para mi es el
universo.

el concepto de dimension
fraccionaria con el concepto
de sistemas de referencia y
el concepto de nacimiento.
Ademas relaciona el
concepto de espacio curvo
con el concepto de universo.

*

conceptuales entre el
nodo referente a la
dimension fraccionaria y
el nodo referente a
espacio concreto. De
igual manera genera
enlaces entre el nodo
referente a espacio curvo
y al nodo referente al
infinito.

6) Al escuchar la palabra
dimension lo primero que
me viene a la mente es la
imagen de un cubo, puesto
gue mi concepto de
dimension esta referido al
espacio, al tamafio, a
objetos que ocupan un
lugar en el
espacio...nuestro  amplio
universo esta formado por
tres dimensiones y una
cuarta que es
completamente curvado.

El sujeto nimero 6 relaciona
el concepto de dimensién
con el concepto de espacio
concreto y el concepto de
curvatura. El concepto de
dimension lo relaciona con
el concepto de universo

*

Se  generan  enlaces
conceptuales entre el
nodo referente a la
dimensién y los nodos
referentes a  espacio
concreto y a infinito.

7) Un espacio curvo
para mi podria ser un lugar
de forma hiperbolica que se
expande al infinito y no se
cierra en ninguno de sus
puntos.

El  sujeto ndmero 7,
relaciona el concepto de
espacio curvo con el
concepto  de  hipérbola,
punto, infinito y cerradura.

*

Se  generan  enlaces
conceptuales entre el
nodo referente a espacio
curvo 'y los nodos
referentes a  punto,
hipérbola, infinito vy
cerradura topologica.

8)...en lo que respecta a
espacio curvo tiene que ver
mas o menos con infinidad
de veces de las
caracteristicas de la curva
Koch y la curva de Peano.

El sujeto nimero 8 relaciona
el concepto de espacio curvo
con el concepto de infinito y
el concepto generado por
algunas estructuras fractales.

*

Se  generan  enlaces
conceptuales entre el
nodo referente a espacio
curvo 'y los nodos
referentes a infinito y
curvas fractales.

9)...diria que esa dimensidn
fraccionaria tiene su lugar

El  sujeto numero 9
Relaciona el concepto de

Se generan  enlaces
conceptuales entre el

116




en el tiempo y en el dimension con el concepto nodo referente a la

espacio de tiempo y el concepto de|dimension y los nodos
espacio. referentes a espacio y
* tiempo.

10) La dimension es el El sujeto numero 10 Se generan  enlaces

entorno comprendido en|relaciona el concepto de conceptuales entre el

diferentes aspectos de la|dimension con espacios de nodo referente a la

vida, el cual se ve afectado|desarrollo humano, familia,|dimension y los nodos

por diversos factores que
definiran con claridad el
ambito de la dimension.
Los aspectos de la vida en
el cual podemos ver la
dimensién, pueden ser la:
la vida familiar, politica,
social, ciencia. Pienso que
la dimensién tiene un sin
fin de aspectos
dependiendo del espectador
0 protagonista, que se vera
envuelto en la dimension.
La dimension es infinita...

politica, ciencia. Relaciona
de manera directa con el
concepto de relatividad y
con el concepto de infinito.

*

referentes a espacios de

desarrollo h

umano,

relatividad e infinitud.

Cuadro 5.1 Integracion discente
Fuente: Elaboracion Propia

De los docentes especialistas en geometria:

Unidades tematicas.(Sujeto

Tema Central

Descripcion del

docente) fendmeno.

1)Cuando se habla de|El sujeto nimero 1 relaciona/Se  generan  enlaces
dimensién fraccionaria|el concepto de dimension| conceptuales entre el
tiene que haber algo que lo|fraccionaria con conceptos/nodo referente a la
mida, debe haber una|relacionados meétrica y con|dimensién y el nodo
métrica que establezca que el concepto de definicion. referente a  espacio
es eso, debe existir esa|* métrico de tipo
definicion.  Cuando  se axiomatico.

habla de dimension tiene
que haber un espacio y ese
espacio tiene que estar
definido de alguna manera.
Con respecto al termino
espacio curvo sigue
habiendo un problema de
definicion.
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2) Con respecto a la
dimensién fraccionaria me
imagino la imagen que
forman los fractales.

El sujeto nimero 2 relaciona
el concepto de dimensién
fraccionaria con el concepto
de fractal.

**k*

Se generan  enlaces
conceptuales entre el
nodo referente a la
dimensién y el nodo
referente  al  término
fractal.

3) La dimension
fraccionaria me da la idea
de algo que modifica los
ejes que haga que ya no
sean perpendiculares, algo
que no se pudiera llenar por
completo. Con respecto al
término espacio curvo

pienso en una figura

El sujeto nimero 3 relaciona
el concepto de dimensién
fraccionaria el concepto de
linea, espacio y llenado.
Relaciona espacio curvo con
una funcion en el espacio
concreto.

*

Se generan  enlaces
conceptuales entre el
nodo referente a la
dimensién con  nodos
referentes a linea,
espacio 'y dinamismo
espacial. Genera enlaces
conceptuales entre el
nodo referente a espacio

relacionada con una silla de curvo 'y nodos que
montar. refieren conceptos
espaciales.
4) Al  escuchar el El sujeto nimero 4 relaciona|Se  generan  enlaces
término dimension el concepto de dimension conceptuales entre el
fraccionaria me imagino  fraccionaria con el concepto|nodo referente a la
algo espacial. 'Y con|de  espacio. Relaciona|dimension y los nodos
respecto a espacio curvo, también el concepto de referente a  espacio
no tendria nada que ver con|espacio curvo con un ente | concreto. También

el espacio que conocemos,
lo veo como algo abstracto.

abstracto.

*

genera enlaces con nodos
referentes a entes
abstractos sin definir.

5)El término dimensién
fraccionaria

geométricamente no lo
puedo concebir. Al
escuchar espacio curvo
imagino una curva de R3 'y
un sistema de ejes

cartesiano pero curvo.

El sujeto ndimero 5 no
relaciona el concepto de
dimensién fraccionaria con
nada. Ademas relaciona el
concepto de espacio curvo
con el concepto de linea.

*

No generan enlaces
conceptuales en el nodo
referente a la dimension
fraccionaria. Genera
enlaces entre el nodo
referente a espacio curvo
y el nodo referente a
linea.

6) Nunca habia escuchado
dimensién fraccionaria. Se
debe definir las reglas.
Espacio curvo lo relaciono
con la teoria de la
relatividad, espacio-
tiempo,gravedad como
consecuencia de la
curvatura espacio-tiempo.

El sujeto nimero 6 no
relaciona el concepto de
dimension fraccionaria con

nada. Refiere a alguna
estructura axiomatica.
Ademas relaciona el

concepto de espacio curvo
con el concepto de espacio y
de tiempo.

*

Se  generan  enlaces
conceptuales entre el
nodo referente a la
dimensién y los nodos
referentes a axioma.
Genera enlaces
conceptuales entre el
nodo referente a espacio
curvo 'y los nodos
referentes a  espacio
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tiempo.

7) Es un espacio pero
en fracciones, un sistema
fraccionario seria una parte
del sistema lineal. Un
espacio curvo es un espacio
medido alrededor de una
curva, espacio curvo serian
lineas curvas.

El  sujeto namero 7,
Relaciona el concepto de
dimensién fraccionaria con
el concepto de linea.
Relaciona el concepto de
espacio curvo con el
concepto de linea.

*

Se  generan  enlaces
conceptuales entre el
nodo referente dimension
y el nodo referente a
linea. Genera enlaces
conceptuales entre el
nodo referente a espacio
curvo y el nodo referente
a linea.

8) Al escuchar
dimensién fraccionaria
imagino figuras que van
transformandose, que
haciendo un llenado parcial
del espacio. Por ejemplo
figuras que son de
dimensién entre uno y dos.
Un espacio curvo es una
deformacion del espacio,
no existirian lineas rectas,
solo lineas curvas.

El sujeto nimero 8 relaciona
el concepto de dimension
fraccionaria y el concepto de
espacio, llenado y
transformacion. Relaciona el
concepto de espacio curvo
con el concepto de linea.

*

Se  generan  enlaces
conceptuales entre el
nodo referente a la

dimension fraccionaria y
nodos  referentes a
espacio , llenado vy
transformacion. Se
generan enlaces
conceptuales entre el
nodo referente a espacio
curvo y el nodo referente
a linea.

9)Para tener idea de una
Dimension Fraccionaria es
necesario diferenciarla de
una Dimensioén
Fraccionada ésta ultima es
asi como si un TODO lo
dividieramos en varias
partes ( particiones ) donde
éstas se comportan como
un conjunto para lo cual

gste tiene en escencia
menor ndmero de
elementos pero que al

definir una union de esas
particiones, se obtiene el
TODO.

ElI  Espacio Curvo, en
lenguaje coloquial, es algo
asi como que  nos
imaginaramos todo tipo de
objeto y superficies que
tiendan a tener una
curvatura, bien sea una
curvatura finita o wuna

El sujeto nimero 9 relaciona
el concepto de dimension
fraccionaria con los
conceptos de espacio
concreto y de superposicion.
De la misma manera
relaciona el concepto de
espacio curvo con vestigios
de formas irregulares propias
de la fractalidad que
responden a estructuras de
autosimilitud y divergencia

Se  generan  enlaces
conceptuales entre el
nodo referente a la

dimension fraccionaria y

nodos referentes a
espacio  concreto. Se
generan enlaces
conceptuales entre el

nodo referente a espacio
curvo y formas fractales.
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curvatura  infinita, en
ambos casos, regular o
irregular. Que significa eso
?, bueno, si pensamos en la
superficie de la tierra, si
observamos la superficie de
algunas frutas, o bien, la
superficie de cualquier ente
natural, nos damos cuenta
que en dimensiones; macro
o micro, la superficie
tiende a ocupar un Espacio
definidamente Curvo.

Cuadro 5.1 Integracion docente
Fuente: Elaboracion Propia

Triangulacion

Una vez realizada la integracion de las unidades tematicas, tema central y
descripcién del fenémeno en lenguaje cientifico, se tomd el tema central
correspondiente a cada unidad tematica para someterlo al proceso de triangulacion. A
continuacion se desplegara un cuadro donde se mostrarad de manera explicita el punto
de vista del alumno, el punto de vista del docente y el punto de vista del investigador.
La comparacion se realizara con los testimonios cuyo tema central pertenezcan a una
misma clase. Se seleccion0 cada tema central del dicente y se hizo un barrido de lista
en los temas centrales del docente para buscar los argumentos, mediante asociacion
no biyectiva de elementos pertenecientes a la misma clase.

El nimero de unidades tematicas procesadas fueron 10 para cada informante,
generando un ambiente de comparacion que se considera completo en cuanto a los
datos que lo constituyen ya que ningln testimonio adicional afiade nada distinto de lo
que aportaron los relatos precedentes. Se estaria en presencia de una saturacion del
tema. (Martinez,2006)
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Alumno

Docente

Investigador

Referente
fenomenoldgico

Discentel:Rela-
ciona el concepto
de dimension
fraccionaria con
conceptos
relacionados con
espacio y
magnitudes
fisicas concretas.

Docente 3: Relaciona
el concepto de
dimension fraccionaria
el concepto de linea,
espacio y llenado.
Relaciona espacio
curvo con una funcion
en el espacio concreto.

Se genera una red

conceptual con
elementos

enlazantes visibles
en la sintaxis del
discurso. Enlace
robusto comun
presente entre los
conceptos de
dimensién 'y de

espacio concreto.

manifiesta un enlace

conceptual

generado entre el
concepto de
dimension y los

conceptos relativos
a magnitudes fisicas
y a objetos
concretos.
Representa una
vision clasica de la
geometria. Se
manifiesta una
conexion  notoria
entre el objeto
sensible y la idea
trascendental.

La red conceptual
generada con el
enunciado se sigue
desplegando
alrededor de los
conceptos  clasicos
de punto, linea recta
y formas
geomeétricas
euclidianas
fundamentales.

Discente 2:/Docente 7: Relaciona|Se genera una red| observa como el
Relaciona el el concepto  de|conceptual con nodo de espacio
concepto de |dimensidn fraccionaria elementos curvo despliega
dimensién con el con el concepto de enlazantes visibles|redes que generan
concepto de|linea. Relaciona el en la sintaxis del enlaces indirectos
linea, punto Yy concepto de espacio|discurso. Enlace |con nodos
conjunto. curvo con el concepto | robusto comun conectados a la
de linea. presente entre los|dimensién
conceptos de |fraccionaria.
dimension y de
linea.
Discente 3: | Docente 5: No|Se genera una red|Subord. axiomatica
Relaciona el relaciona el concepto | conceptual con|por  parte  del
concepto de|de dimensién | elementos individuo,
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espacio  curvo fraccionaria con nada. enlazantes visibles generando un
con los|Refiere a algunajen la sintaxis del enlace conceptual
conceptos de |estructura axiomatica. | discurso. Enlace |ascendente entre el
tiempo, Ademas relaciona el robusto comun | concepto de
maleabilidad y|concepto de espacio presente entre los|dimension. Enlace
ajuste. curvo con el concepto | conceptos de |entre los conceptos
de espacio y de|Espacio y tiempo. espacioy tiempo.
tiempo. Presencia de vacio|Se manifiestan
conceptuales en |ejemplos de rafagas
cuanto a dimension|de vacios
fraccionaria. conceptuales en las
formaciones
primitivas de
conceptos
geométricos.
Se evidencia de
manera  frecuente
cierto vacio
conceptual en lo
que respecta al
término  dimension
fraccionaria.
Discente 4: Docente 8: Relaciona Se genera una red|observa en primera
Relaciona el el concepto de | conceptual con|instancia  fuertes
concepto de |dimensidn fraccionaria elementos enlaces entre los
dimensién y el concepto de enlazantes visibles conceptos,
fraccionaria con|espacio, llenado y|en la sintaxis del dimensién, espacio
el concepto de transformacion. discurso. Enlace |y linea pero ademas
espacio 'y el Relaciona el concepto | robusto comun | de eso se evidencia
concepto de de espacio curvo con presente entre los|de nuevo un
linea. También|el concepto de linea. | conceptos de |concepto dinamico
relaciona Docente 6: no dimension espacio, divergente del
conceptos de |relaciona el concepto | linea y espacio. De alguna
salida y entrada . |de dimension | transformacion. manera el alumno
Relaciona fraccionaria con nada. | Presencia de vacio generd0  conceptos
también el Ademas relaciona el|conceptuales en|que no son estaticos
concepto de |concepto de espacio|cuanto a dimension|en el tiempo como
espacio curvo |curvo con el concepto | fraccionaria parte de un proceso
con el concepto de linea de construccion
de linea vy dinamico y
espacio concreto. divergente.

evidencia de manera
frecuente cierto
vacio conceptual en
lo que respecta al
término dimension
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fraccionaria.

Este argumento fue
planteado un tanto
confuso aislado vy
distorsionado, pero
de igual manera
establece  enlaces
entre conceptos
como  dimension,
espacio.

Se manifiestan
ejemplos de rafagas
de vacios
conceptuales en las
formaciones
primitivas
conceptos
geomeétricos.

de

Discente 5:/Docente 2: Relaciona|Se genera una red|Evidente atraccion
Relaciona el el concepto de | conceptual con  hacia nodos
concepto de |dimensidn fraccionaria elementos referentes a
dimensién con el concepto de| enlazantes transformacion
fraccionaria con |fractal. implicitos en lajespacial.

el concepto de sintaxis del

sistemas de discurso. Enlace

referencia y el robusto comun

concepto de presente entre los

nacimiento. conceptos de

Ademas dimensién y

relaciona el transformacion.

concepto de

espacio curvo

con el concepto

de universo.

Discente 6:|Docente 2: Relaciona|Se genera una red Se generan enlaces
Relaciona el el concepto de | conceptual con|conceptuales  con
concepto de |dimensidn fraccionaria elementos nodos divergentes y
dimension con el icon el concepto de|enlazantes en constante
concepto de |fractal. implicitos en la|transformacion.
espacio concreto sintaxis del

y el concepto de discurso. Enlace

curvatura. El robusto comun

concepto de presente entre los

dimensién lo conceptos de

relaciona con el dimension espacio

123




concepto de y transformacion.
universo.
Discente 7:/Docente 1: Relaciona Se genera una red|Subordinacion
Relaciona el el concepto de | conceptual con | axiomatica por
concepto de|dimension fraccionaria | elementos parte del individuo,
espacio  curvo con conceptos | enlazantes generando un
con el concepto|relacionados métrica implicitos en lajenlace conceptual
de hipérbola, |y con el concepto de | sintaxis del |ascendente entre el
punto, infinito y definicion. discurso. Enlace | concepto de
cerradura. Docente4:Relaciona | robusto comun |dimension.
concepto de espacio|presente entre los|La red conceptual
curvo con un ente| conceptos generada con el
abstracto. topoldgicos. enunciado se sigue
desplegando
alrededor de los
conceptos  clasicos
de punto, linea recta
y formas
geomeétricas
euclidianas
fundamentales.
Dicente 8:/Docente 2: Relaciona|Se genera una red Se generan enlaces
Relaciona el el concepto de | conceptual con conceptuales  con
concepto de |dimensidn fraccionaria | elementos nodos divergentes y
espacio curvo|con el concepto de|enlazantes en constante
con el concepto fractal. implicitos en la transformacion.
de infinito y el sintaxis del
concepto discurso. Enlace
generado por robusto comun
algunas presente entre los
estructuras conceptos de
fractales. infinito y fractal.
Discente 9: Docente 3: Relaciona|Se genera una red La red conceptual
Relaciona el el concepto de | conceptual con|generada con el
concepto de | dimension fraccionaria | elementos enunciado se sigue
dimension con el el concepto de linea, enlazantes visibles|desplegando
concepto de|espacio 'y llenado. en la sintaxis del alrededor de los
tiempo y el|Relaciona espacio | discurso. Enlace conceptos clasicos
concepto de |curvo con una funcién|robusto comun | de punto, linea recta
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espacio. en el espacio concreto. |presente entre los|y formas
conceptos de geomeétricas
dimension y de euclidianas
espacio concreto.  |fundamentales.
Discente 10:|No encontrd | Se genera una red|Se genera un campo
relaciona el argumento de esta|conceptual con |energético
concepto de |clase. elementos entropico
dimension  con enlazantes visibles representativo  del
espacios de en la sintaxis del|caos generado por
desarrollo discurso. Enlace | los incentivos
humano, familia, presente entre los|caotizantes. Se
politica, ciencia. conceptos de |generan campos
Relaciona de dimension 'y  de|energéticos a
manera  directa espacio desarrollo|frecuencias distintas
con el concepto humano. a las anteriores.
de relatividad y
con el concepto
de infinito.

Cuadro 5.3 Triangulacion
Fuente: Elaboracion Propia

Categorizacion

Categorias Fundamentales

Categoria fundamental

Referencia
fenomenoldgica

Enlace métrico-
dimensional (E.M.D.)

Descripcion
{10) Relacion directa
entre conceptos de

dimension 'y magnitudes
geométricas.

10 Se manifiesta un
enlace conceptual
generado entre el concepto
de dimension 'y los
conceptos  relativos a
magnitudes fisicas , con
enlaces existentes entre la
dimension y los objetos
reales. Representa una
vision clasica de la
geometria. Se manifiesta
una conexién notoria entre
el objeto sensible y la idea
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trascendental.

Enlace Fracto-Hiperbdlico
(E.FH.)

©
entre

indirecta
conceptos
fundamentales de la
geometria fractal y
conceptos fundamentales de
la geometria hiperbdlica.

Relacién

[10) Se observa como el
concepto de espacio curvo
despliega  redes  que
generan enlaces indirectos
con nodos conectados a la
dimension fraccionaria.

Enlace axiomético-
dimensional (E.A.D.)

(10} Relacion directa
entre conceptos de
dimension el conceptos de

© Subordinacion
axiomatica por parte del
individuo, generando un

axioma. enlace conceptual
ascendente entre el
concepto de dimension .
Enlace divergente (E.D.) |© Relacion directa| ©® Se observa en

entre el concepto de espacio
el concepto de infinito.

primera instancia fuertes

enlaces entre los
conceptos dimension,
espacio y linea pero
ademds de eso se
evidencia de nuevo un
concepto dinamico

divergente del espacio. De
alguna manera el alumno
generG conceptos que no
son estaticos en el tiempo
como parte de un proceso
de construccion dinamico
y divergente.

Enlace conceptual
entropico(E.C.E.)

{10) Enlace  conceptual
representativo  de  caos,
libertad y  transicion

dualidad orden-desorden.

[10) Se genera un
campo energético
entrépico  representativo

del caos generado por los
incentivos caotizantes. Se
generan campos
energéticos a frecuencias
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distintas a las anteriores.

Trema conceptual (T.C.)

(10] Forma asociada a
los vacios existentes en
estructuras conceptuales
Las tremas generan
discontinuidades
energeticas.

@ Se evidencia de
manera frecuente cierto

.|vacio conceptual en lo que

respecta  al término
dimensién fraccionaria.

Grumo conceptual (G.C.)

{10) Elemento primario
conceptual energético
presente en un coagulo
conceptual.

[10) Este argumento fue
planteado en negacion, un
tanto confuso aislado y
distorsionado, pero de
igual manera establece
enlaces entre conceptos
como dimension, espacio.

Coagulo conceptual (C.C.)

[10) Forma asociada a la
posesion estructuras
conceptuales con ciertas

discontinuidades
energéticas.

© Se manifiestan
ejemplos de rafagas de
vacios conceptuales en las
formaciones primitivas de
conceptos geométricos.

Nodo Conceptual (N.C.)

o Cada concepto
inicial  emitido  como
incentivo caotizante genera
conceptos con mdltiples
enlaces en la red
conceptual,

desencadenando un cambio
entropico en las estructuras
cognitivas y por ende en las
estructuras energéticas.

[10) La red conceptual
generada con el enunciado
se sigue desplegando
alrededor de los conceptos
clasicos de punto, linea
recta y formas geométricas
clasicas.

Cuadro 5.4 Categorizacién especifica.

Fuente: Elaboracion Propia
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Categorias Generales

Categorias Generales Descripcion Referente
fenomenoldgico
Atractor conceptual [10) Campo energético @® Se muestra

conceptual al cual la red
evoluciona en un tiempo
suficientemente largo.

claramente como el hecho
de evocar conceptos en
ambas  geometrias, se
manifiestan en la
generacion de  nuevos
campos cognitivos que se
ven atraidos por estructuras
conceptuales inherentes a
la trilogia Espacio-Tiempo-
Tranformacion.

Atractor conceptual
espacial

© Campo energético
conceptual espacial al cual
la red evoluciona en un
tiempo suficientemente
largo.

o Se manifiestan
argumentos que
nuevamente ratifican la

tendencia a relacionar el
concepto de dimension con
ocupacion espacial
concreta, de hecho
tenemos vestigios de una
metacognicion  realizada
por el mismo individuo
entrevistado.

Atractor conceptual
Temporal

[10) Campo energético
conceptual de tiempo al
cual la red evoluciona en
un tiempo suficientemente
largo.

© Los conceptos
topolodgicos de flexibilidad
y  maleabilidad  estan

relacionados en los campos
conceptuales, con el
concepto de tiempo, que a
su vez indica dinamismo .

Atractor conceptual de
transformacion

[10) Campo energético
conceptual de
transformacion al cual la

red evoluciona en un
tiempo suficientemente
largo.

[10) Se observa la
generacion de  campos
conceptuales dinamicos de
caracteristicas topoldgicas
al utilizar términos como
ajustable,  flexible vy
maleable.

© Se observan efectos
cadticos que generan el
evocar el concepto de
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dimensién fraccionaria; de
la misma manera expresa

reordenamiento y
reestructuracion de los
campos conceptuales
individuales.

(10} Al  momento de

argumentar con respecto al
término. espacio curvo,
interpreta la cuarta
dimension como el inicio
de un proceso dinamico de
deformacion topologica.

© Se establece una

asociacion entre el
concepto de dimensiéon 'y
varios términos

pertenecientes a las
ciencias sociales, es decir
no se limita a relacionar a
la dimensién con espacios
matematicos Y fisicos, sino
con espacios derivados del
analisis de los fenémenos
sociales.

© Se observa una
serie de argumentos que
evidencian la generacion
de campos conceptuales
referentes al dinamismo.
Términos como “nace” al
evocar el concepto de
dimension fraccionaria vy
“amolda” al evocar el
concepto de espacio curvo,
genera nuevamente  un
enlace conceptual
dinamico de construccion
progresiva y  constante
transformacion.

Enlaces Conceptuales

Relacion directa o indirecta
de tipo referencial
linguistico, entre uno o

mas nodos conceptuales.
Acoplamiento  energético
entre campos

© En primera
instancia se pudiera hablar
de enlaces dinamicos Yy
cadticos supeditados a
ciertos grumos y tremas en
el proceso de percepcion,
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electromagnéticos
conceptuales.

pero de igual manera se
muestran interconectados
de forma  jerarquica
autosemejante. Se
establecen  enlaces en
ramas alejadas de los
nodos de la red, asi como
también enlaces en niveles
energéticos superiores, €s

decir en campos
conceptuales mas
genéricos, generando una
trilogia conceptual

Espacio-Tiempo-
Tranformacion.

Cuadro 5.4 Categorizacion general.
Fuente: Elaboracion Propia
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Estructura de las categorias

A continuacion se muestra la estructura jerarquica de las categorias
establecidas en la seccion anterior. Esta estructura no pretende expresar la forma de la
red. Con lo expresado en las secciones anteriores se puede interpretar muy facilmente
que la red conceptual es de forma compleja y que posiblemente responda a modelos
fractales. Esta estructura presentada méas bien pretende establecer un nivel jerarquico

energético de evolucion de la red conceptual.

Red compleja Fracto-Energética de conceptos geométricos.

Atractor Conceptual "

'A-tractor Conceptu a-l. Atractor Conceptué.l Afractor Co nceptﬁéi
Espacial _ Temporal de Transformacion

Nodos y Enlaces Conceptuales
eEmb. || Eap. | Eb. | T1c. || ec | cc || nc

Figura 5.1 Red Fracto-Energética de Conceptos Geométricos

Fuente: Elaboracion Propia
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CAPITULO VI

CLAUSURA DELCONTRASTE

Proceso de contraste final

Una vez realizado el proceso de analisis conceptual tedrico y el proceso de
categorizacion se establece, a manera de cierre, un argumento de contraste final
dividido en tres partes. La primera parte, se establece un cierre con los resultados
obtenidos con aquellos estudios similares que se presentaron en el marco tedrico
referencial con el fin de percibir los diferentes angulos y ampliar visiones reducidas
para poder expresar de una manera mas contundente el significado de este estudio. En
la segunda parte se genera un argumento que tiende un puente entre los enlaces
generados en el analisis conceptual tedrico y los enlaces generados mediante el
analisis fenomenoldgico. Y por ultimo se genera un argumento de cierre y de retorno,
de lo planteado en la segunda parte, en funcién de las distintas corrientes

epistemoldgicas de la matematica.

Contraste con estudios anteriores.

Méas que un contraste para analizar discrepancias, es un contraste para
vislumbrar elementos constructivos entre los estudios, ya que cada una de las
investigaciones previas tiene su enfoque muy particular y por ende resultados en
areas conceptuales que se pueden considerar mapeos reciprocos.

Por ejemplo lo siguiente, en esta investigacion se analizaron los enlaces
conceptuales generados entre los conceptos fundamentales de dos enfoques
geométricos, el enfoque hiperbolico y en enfoque fractal. Esta investigacion adquiere
un nivel més esencial y genético con respecto a la investigacion de Gdmez(2001) en
donde a partir de las definiciones estructuradas, se abordan distintos problemas
constructivos que se pueden presentar con el grupo de transformaciones del plano

hiperbdlico.
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El estudio de Gamez(2001) permitié considerar un punto de vista centrado en
el analisis del comportamiento de propiedades y consistencia de definiciones de una
figura geométrica en particular desde los modelos no euclidianos. En este caso se esta
en presencia del intento mas representativo que se ha realizado con el fin de
observar la conservacion de las propiedades y el comportamiento de las
transformaciones de algunos objetos geométricos, dentro de un modelo distinto al
euclidiano. Los resultados de la investigacion de Gamez(2001) ofrece luces para esta
investigacion en el sentido de proporcionar vestigios de solapamiento conceptual
entre modelos geométricos distintos al euclidiano.

De la misma manera Farrés(2004) sirve de referencia mapeada a la presente
investigacion, ya que se observa como se estudia el concepto geométrico de longitud
utilizando definiciones de un modelo geométrico distinto al modelo clasico
euclidiano.

Los dos trabajos citados anteriormente establecen una dualidad para cada
enfoque de tipo definicidn -definicion y concepto-definicion respectivamente mentras
qgue en la investigacion que se desarrolla acd la dualidad es de tipo concepto-
concepto.

Con respecto a la investigacion de De Pablo (2006) el analisis enfocado en
como el ser humano carece de un mundo de la experiencia innato, genera una serie
sus estructuras racionales referentes a objetos sensibles. Al final emerge la conclusion
de que la existencia de la estructura no euclidiana de los fenémenos viene dada de un
modo comparativo, es decir, en relacion con otra existencia dada segun las leyes de la
conexion de los fendmenos en una experiencia en general.

Este Gltimo trabajo enuncia por primera vez la existencia de una estructura
conceptual supeditada a modelos geométricos no euclidianos. Mientras que en esta
investigacion se trata de mapear, extrapolar y buscar la esencia y la dindmica de
estructuras conceptuales generadas a partir de una dialéctica trascendental entre los
conceptos fundamentales de la geometria hiperbdlica y los conceptos fundamentales
de la geometria fractal.
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Puente Fendmeno-Epistémico

Del analisis conceptual tedrico se genera la posibilidad de una compatibilidad
geométrica existente al modificar el quinto postulado hiperbdlico de Lobachevsky
realizando injertos de curvas fractales generadas a partir del punto exterior desde
donde se trazan rectas paralelas a otra, con el objetivo de generar un nuevo modelo
geométrico que pretenda ir unificando de una manera estructural compleja la totalidad
de la teoria geométrica.

A partir de lo propuesto anteriormente es muy probable que se generen
enlaces conceptuales de una manera distinta a la analizada en el capitulo IV. Los
enlaces conceptuales dejaran de ser aislados y pasaran a constituir un nuevo sistema
geométrico unificado alrededor de nuevos conceptos fundamentales.

Es entonces cuando deberd existir una correspondencia biunivoca entre los
enlaces conceptuales generados en el nuevo sistema geométrico con los enlaces
conceptuales generados desde el individuo.

Dentro de este afan de vislumbrar una nueva racionalidad conceptual
geométrica se observé la generacion de un conjunto de enlaces estructurados de
forma caotica reflejado en el discurso de cada uno de los individuos entrevistados. Se
generaron dos clases de enlaces, la primera clase es referente a los solapamientos
conceptuales que se generan alrededor de los términos en el discurso y la segunda
clase refiere a conceptos que se manifiestan como supra conjuntos unificadores que

desempefian, en ocasiones, funciones de atractor.

Con respecto a la primera clase de enlaces se pudo determinar lo siguiente:
© Existe relacion directa entre el concepto de dimension fraccionaria
correspondiente a la geometria fractal y el concepto de longitud perteneciente a la
geometria hiperbolica.
© Existe relacion directa entre el concepto de dimensién fraccionaria
correspondiente a la geometria fractal y el concepto de axioma correspondiente a la

geometria hiperbolica.
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© Existe relacion indirecta entre el concepto de dimension fraccionaria
correspondiente a la geometria fractal y los conceptos de espacio curvo y linea recta
correspondientes a la geometria hiperbolica.

© Existe relacion directa entre los conceptos de espacio curvo y linea
correspondiente a la geometria hiperbolica y el concepto de divergencia
correspondiente a la geometria fractal.

[10) Existe relacion directa entre el concepto de espacio curvo correspondiente a la
geometria hiperbolica y el concepto de infinito correspondiente a ambas geometrias.
© Existe relacién directa entre el concepto de espacio curvo correspondiente a

la geometria hiperbolica y los términos relativos a las curvas fractales.

Con respecto a la segunda clase de enlaces, se puede aproximar a partir de las
entrevistas, que existen tres grandes conceptos que subyacen las redes conceptuales
generadas en el individuo, estos son : Espacio, Tiempo y Transformacion.

En los andlisis realizados a las entrevistas se encontré la intencién de
relacionar los conceptos geométricos con ocupacion espacial concreta y axiomatica.
De la misma manera se generan conceptos que manifiestan cierto grado de
dinamismo, flexibilidad y maleabilidad, que se relacionan de manera directa con el
tiempo y las transformaciones.

Por altimo, es bueno destacar que si bien la metodologia nos refiere a una
contrastacion final, este proceso no fue para nada lineal. Es decir, durante toda la
investigacion se observa un proceso de constante constrastacion entre las teorias de
Kant, Mandelbrot, Lobachevski y Mussa, que permitieron dar luces y descubrir la

estructura que se propone en el capitulo anterior.

El retorno a lo epistemoldgico

La dualidad entre la epistemologia y la fenomenologia observada en toda la
investigacion nos hace, necesariamente, retornar a las corrientes epistemoldgicas de
la matematica.

El enfoque epistemoldgico que se asume en esta investigacion es un enfoque

basado en la diversidad, acorde con la complejidad de un sistema geométrico
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moderno. Por ello, existen enlaces conceptuales inmutables, con independencia del
individuo; argumentos correspondientes a la corriente Platonista, afirmando que los
enlaces conceptuales  geométricos existen, que son abstractos, y que son
independientes a toda actividad racional, es decir, que los objetos y teoremas
geométricos existen en forma aislada del mundo material e independientemente del
espacio y del tiempo.

Por otro lado, durante esta investigacion se vislumbran enlaces conceptuales
gue surgen de definiciones y teoremas formales que responden a enunciados que
pierden el caracter de verdad en si mismos; dejan de ser proposiciones sobre objetos
bien definidos generando una perspectiva que permite ver a los enlaces conceptuales,
entre las dos geometrias, como relaciones que se establecen entre algunos simbolos.

Se manifiestan enlaces en donde la I6gica, como disciplina, es anterior o mas
fundamental que la geometria, reduciendo algunos argumentos geométricos a
proposiciones ldgicas, pero que no terminan de definirse bajo la Idgica aristotélica.
Este es el caso del punto de enlace correspondiente a la Dimension. Bajo la
concepcion logicista de la geometria, este enlace conceptual estaria acoplandose
mejor a la estructura de la légica borrosa, privilegiando, y en algunos casos
reduciendose a sus légicamente formulables. En esta investigacion se evidencia como
el concepto de dimensién tiende puentes que adoptan la postura del estudio de los
lenguajes naturales de conceptos geométricos desarrollados en la légica, relacionados
con la extension, la estabilidad de las categorias, el significado y la denotacion, asi
como por la tendencia a reducir el estudio linguistico a los aspectos logicos, en
detrimento de algunos enfoques formalistas e ideales.

El proceso que vislumbro la dimension fractal se desarroll6 mediante un
proceso constructivista, asi como también lo es la esencia de la modificacion
propuesta del quinto postulado con injertos de curvas fractales. Estos argumentos
estan en sintonia con el hecho de que los objetos geométricos tienen significado y
existen en la medida en que se construyan mediante un numero finito de pasos a partir
de entes fundamentales; quedando asi en evidencia la postura Constructivista-
Intuicionista, proponiendo que el conocimiento geomeétrico se basa en la aprehension
que antecede cualquier lenguaje o logica. La modificacion del quinto postulado se

fundamenta epistemoldgicamente en una intuicién primordial como base del
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conocimiento geometrico, y a partir de este cimiento, el conocimiento matematico se

comienza a construir nuevamente.
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CAPITULO VII

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Conclusiones

Con la pretension de dar respuesta al objetivo general y por ende a los
objetivos especificos, en este capitulo expresaremos de manera sintetizada las
observaciones y resultados mas contundentes arrojados por esta investigacion.

En cuanto al objetivo general descrito como “Analizar el enlace conceptual

existente entre la Geometria Fractal y la Geometria Hiperbolica. ” se obtuvo un
desarrollo bastante exhaustivo que vislumbrd, no la existencia de un enlace, sino la
existencia de una red conceptual energética de tipo compleja que posee
caracteristicas esenciales propias de los sistemas dinamicos.

Del desarrollo del primer objetivo ubicado en el capitulo 2 y descrito como “
Indagar sobre el estado del arte de los cambios de concepcion geométrica a través de
la historia.” se observo el prominente dinamismo del pensamiento geométrico, de
donde de manera simultanea emergieron las direcciones de busqueda para lograr
vislumbrar los conceptos fundamentales de los modelos geométricos fractal e
hiperbdlico trazados por los objetivos descritos como “ldentificar algunos de los
conceptos fundamentales de la Geometria Fractal.” e “Identificar algunos de los
conceptos fundamentales de la Geometria Hiperbdlica.”

El objetivo nimero 4 descrito como “Contrastar los conceptos fundamentales
de la Geometria Fractal y la Geometria Hiperbolica resaltando algunas de sus
relaciones.” y el objetivo numero 5 descrito como “Contrastar los conceptos
fundamentales de la Geometria Fractal y la Geometria Hiperbdlica describiendo los
posibles puntos de enlace” tuvo dos etapas de desarrollo, un primer desarrollo teérico
plasmado en el capitulo IV titulado zona de contraste tedrico conceptual y un
desarrollo fenomenoldgico plasmado en el capitulo V.

Por ultimo el objetivo 6 descrito como “Formular el o los criterios de enlace
obtenidos a través del estudio de los conceptos fundamentales de la Geometria Fractal

y la Geometria Hiperbodlica.” fue desarrollado en la etapa de categorizacion y
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estructuracion plasmado en el capitulo VI y descrito de manera sintetizada en los
siguientes parrafos.

A continuacion se enumeran de manera mas especifica y concreta las
observaciones mas significativas de los resultados o criterios de enlace obtenidos de
esta investigacion en sintonia con el objetivo general y los objetivos especificos:

1) Existen enlaces multiples, tedricos y fenomenoldgicos, entre la Geometria
Fractal y la Geometria Hiperbolica.

2) Existes tres conceptos unificadores que cumplen funciones de atractor
conceptual. Los conceptos son : Espacio, Tiempo y Transformacion.

3) Existen tres espacios independientes en este estudio conceptual, el espacio
geométrico en si mismo, el espacio linguistico de los conceptos geométricos y el
espacio energético correspondiente al fendmeno que desencadena cada individuo en
el proceso de construccion de conceptos.

4) Existe un principio de unificacion de la dindmica conceptual para los tres
espacios independientes, para el espacio geométrico en si mismo, para la forma
escrita de los conceptos geométricos (linglistica), y para el espacio fenomenoldgico
(energia). Es decir, los tres espacios en estudio, el matematico, el linguistico y el
energético  estarian supeditados a los principios hologramaticos, recursivos y
dialégicos duocomplementarios; obviamente esto Gltimo implica una dinamica de
tipo fractal.

5) Se considera la posible existencia del nuevo concepto geométrico de espacio
curvo irregular, producto de la modificacion del injerto de curvas fractales en el
quinto postulado de Lobachevsky.

6) Los conceptos previos del individuo correspondientes a la geometria planay a
la geometria hiperbdlica, sufre una transformacion energética cadtica bajo el efecto
de los incentivos caotizantes de tipo fractal.

7) Se demuestra la existencia de vacios conceptuales y vacios de contenido en
los programas de geometria correspondientes a las instituciones de educacion

superior en carreras como Licenciatura en Educacion Matematica.
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Recomendaciones

Luego de esta investigacion se recomienda fundamentalmente disefiar una
nueva estructura geométrica curricular tanto en educacion media como en educacion
superior, en donde la geometria plana aparezca supeditada a un nuevo modelo
geométrico en donde las competencias giren alrededor del estudio de los espacios
curvos irregulares. Esto, inevitablemente requiere de impregnar el curriculo de
geometrias no euclidianas como la geometria fractal, la geometria hiperbdlica y la
geometria eliptica.

Por Gltimo y en otro orden de ideas, se recomienda desarrollar un nuevo
modelo geométrico formal que enuncie definiciones y teoremas que se originen del

injerto de curvas fractales en el quinto postulado de Lobachevsky.
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