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INTRODUCCION

La solucion numérica de problemas con aplicacion real, los cuales en diversos casos son modelados
a través de ecuaciones diferenciales, conduce a modelos matematicos cada vez mas complejos. En el
caso de la resolucion de problemas de valores en la frontera, existen diversos métodos para determinar
la solucion numérica de la ecuacion diferencial (o el sistema de ecuaciones diferenciales) que modela el
problema, donde se genera un sistema de ecuaciones lineales cuya resolucién emplea gran cantidad de
tiempo del proceso de aproximacion.

El presente trabajo de investigacion muestra un estudio del uso de técnicas wavelets en la resolucion
de sistemas de ecuaciones lineales provenientes de la solucion numérica de ecuaciones diferenciales
mediante el uso de métodos implicitos de diferencias finitas de orden superior. En virtud que la
discretizacion generada a través de métodos implicitos de diferencias finitas de orden superior conduce
a un sistema de ecuaciones lineales, y que en la resolucion de dicho sistema se invierte una apreciable
cantidad de tiempo, se propone establecer entre un conjunto de familia wavelets y un conjunto de métodos
iterativos, cual combinacién entre ellos logra una reduccion del tiempo empleado en dicha resolucion,
en relacién a paramétros tales como: ndmero de iteraciones, error en la aproximacién y tiempo de
procesamiento.

Los resultados del presente trabajo representarian un aporte en relacion a la seleccion de métodos
iterativos para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales; abriria un campo de futuros trabajos
de investigacion, en relacion a la resolucion de problemas de aplicacion que involucren la resolucion
de sistemas de ecuaciones lineales; y a su vez representaria un aporte a la busqueda de la soberania
tecnoldgica, ya que podria facilitar el desarrollo de proyectos que son modelados a través de ecuaciones
diferenciales en diversos ambitos como la industria petrolera, entre otros.



CAPITULO |

EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1. Planteamiento del problema

La solucion numérica de problemas con aplicacion real, los cuales en diversos casos son modelados a
través de ecuaciones diferenciales, conduce a modelos matematicos cada vez mas complejos. En el caso
de la resolucion de problemas de valores en la frontera, el uso de esquemas implicitos en los métodos de
diferencias finitas de orden superior lleva a la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales de la forma:

Ax=b,AecR™" xeR™! beR™! (1)

sistemas que en forma general son de grandes dimensiones y con posibilidad de matriz A densa. Villarin
et al. (2012) indica que es usual adoptar tecnicas iterativas para la resolucion computacional eficiente
y robusta de dichos sistemas. Ademas, Villarin también sefiala que tales técnicas pueden ser, por
ejemplo, el uso de subespacios de Krylov acompafadas de un precondicionamiento efectivo; donde
se puede alcanzar gran velocidad de convergencia, manteniendo pequefio el nimero de iteraciones.
Villarin propone una técnica de precondicionamiento que aproxime a la matriz A de coeficientes del
sistema, la cual es densa, a otra matriz A dispersa lo suficiente para mejorar la convergencia del método
iterativo GMRES. Dicho precondicionamiento se hace mediante compresion de la matriz A mediante el
uso de wavelets. Se emplearon para las pruebas numéricas matrices de prueba del software comercial
MATLAB®), dejando como trabajo futuro la prueba con otras clases de matrices para determinar las
caracteristicas que garantizan un buen desempefio del método propuesto. Es de destacar que en este
trabajo se emplea un solo método iterativo.

Acevedo (2009) , plantea que un sistema tal como el descrito por la ec. (1) puede transformarse a un
sistema de la forma:

A

Ax=D ()

donde:
A=waAwT (3)



R =Wx (4)

b=Wb (5)

Obtenida la solucion del sistema descrito por la ec. (2) la solucion X del sistema descrito por la ec. (1)
se obtiene mediante:
x=WTg (6)

El procedimiento descrito se puede emplear solo para sistemas cuyo tamafio sea n = q- 2% , para
algun entero k > 0. El trabajo descrito propone como trabajo futuro el uso de la técnica descrita en la
solucion de problemas en otras areas tales como modelos en electromagentismo mediante el método de
los momentos, cuya formulacion conduce a sistemas de ecuaciones lineales del tipo descrito por la ec.

).

Flores et al. (2012) , indica que las tecnicas wavelets propuestas por Acevedo (citado anteriormente)
tienen aplicabilidad en la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales que surgen de la solucion
numérica de problemas de valores en la frontera mediante el uso de métodos miméticos, métodos que
guardan cierta similitud en sus esquemas numericos con los métodos en diferencias finitas tradicionales.
Los resultados del trabajo de Flores arrojan una reduccion en el nimero de iteraciones necesarias para la
obtencion de soluciones aproximadas en dichos sistemas, a expensas de un incremento del error relativo
en la aproximacion de dicha solucion. Se emplea como método iterativo el método BICGSTAB sin
precondicionamiento y con precondicionamiento, y se concluye que el uso de precondicionadores junto
a las técnicas wavelets reducen apreciablemente la cantidad de iteraciones. Es de destacar que en este
trabajo se emplea un solo tipo de método iterativo.

Guo y Wang (2005) , proponen el uso de métodos explicitos en diferencias finitas de orden superior
en la aproximacion numérica de la solucion numérica de la ecuacion de conveccion-difusion, en el caso
particular de un modelo de simulacion en la industria petrolera. Las pruebas numéricas realizadas indican
estabilidad numérica. En éste trabajo, queda abierto realizar la aproximacion numérica usando métodos
implicitos de diferencias finitas de orden superior.

En los trabajos descritos se observa el uso de un solo método iterativo en aquellos casos donde se
requiere la resolucion de sistema de ecuaciones lineales. Adicionalmente, el uso de métodos explicitos
de diferencias finitas de orden superior no involucra la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales;
resolucion que se hace necesaria en el caso del uso de métodos implicitos.
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Por todo lo antes expuesto, se propone realizar un estudio numérico del uso de las técnicas wavelets
propuestas por Villarin et al. (citados anteriormente) y Acevedo (citado anteriormente) en la resolucién
de los sistemas de ecuaciones lineales resultantes del uso de métodos implicitos de diferencias finitas
de orden superior propuestos por Guo y Wang (citados anteriormente) mediante una serie de métodos
iterativos que incluyen a los usados en los trabajos citados y métodos alternativos a éstos; con el fin
de establecer el desempefio de uso de las mencionadas técnicas combinadas con una serie de métodos
iterativos para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, y determinar cual de las combinaciones
tiene el mejor desempefio.
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2. Objetivos de la investigacion

2.1 Objetivo general

Realizar el estudio numérico de la aplicacion de técnicas wavelets en los sistemas de ecuaciones
lineales provenientes de la solucion numérica de ecuaciones diferenciales mediante el uso de métodos
implicitos de diferencias finitas de orden superior.

2.2 Objetivos especificos
1. Determinar los esquemas numeéricos que surgen del uso de métodos implicitos de diferencias finitas
de orden superior en la solucion numérica de ecuaciones diferenciales.

2. Seleccionar los metodos iterativos a emplear en los esquemas numericos que surgen del uso de
métodos implicitos de diferencias finitas de orden superior.

3. Combinar las técnicas wavelets con los métodos iterativos seleccionados.

4. Evaluar el desempeiio de las combinacion de técnicas wavelets con los métodos iterativos
seleccionados.

3. Justificacion de la investigacion

3.1 Conveniencia

Los resultados de esta investigacion podrian ser empleado en investigaciones que se centren en el
desarrollo de aplicaciones cientificas en las cuales se encuentren presentes la resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales provenientes del uso de esquemas implicitos en diferencias finitas de orden superior.

3.2 Implicaciones practicas

La investigacion mostraria resultados que permitirian a los investigadores que desean simular procesos
de ingenieria contar con un método que arroja resultados precisos y eficientes.
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3.3 Utilidad metodologica

Los resultados de ésta investigacion podrian representar un aporte para establecer lineamientos y
rutinas en el desarrollo de algoritmos optimizados para el mejoramiento de ejecucion de los programas.

3.4 Relevancia social

Los resultados de ésta investigacion servirian de recurso de utilidad tanto para los estudiantes que
podrian simular aplicaciones cientificas como para los investigadores ya que podrian mejorarse los
tiempos de ejecucion en la simulacion de aplicaciones en la ingenieria y en la ciencia. Scheid (1968),
citado por Hernandez (2005), asegura que: “muchos de los problemas de la vida real pueden ser
modelados mediante sistemas de ecuaciones en derivadas parciales, para los cuales usualmente es
complicado obtener la solucion analitica y por ello necesitan ser resueltos en forma aproximada mediante
métodos numéricos”.
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CAPITULO Il

MARCO TEORICO REFERENCIAL

Realizada la descripcion del problema de investigacion, y expuesta la justificacion de la misma, a
continuacion se muestran los aspectos tedricos que le daran sustento. La intencion del marco teorico
referencial que se desarrolla para éste trabajo es situar el problema de investigacion de estudio dentro de
ciertos parametros que servirian de soporte y orientacion para el mismo. En el desarrollo de éste marco
referencial, se hace una breve referencia a trabajos realizados de donde se extraen ideas que sirven de
punto de partida para éste trabajo. Posteriormente, se hace una breve referencia a los aspectos téoricos
que dan sustento al presente trabajo, los cuales estan relacionados con la solucién numérica de ecuaciones
diferenciales mediante méetodos implicitos de diferencias finitas; con lo relativo a los métodos iterativos
para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales y técnicas de precondicionamiento; y con lo relativo
a la transformada wavelet y su uso en la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

1. Antecedentes

Guo y Wang (2005) , en su trabajo titulado: “Testing of New High-Order Finite Difference
Methods for Solving the Convection-Diffusion Equation”, determinan las formulaciones explicitas
de diferencias finitas con precision de segundo orden y con precision de tercer orden para resolver
la ecuacion de conveccion-difusion en el caso particular de un modelo de simulacion en la industria
petrolera. Los resultados indicaron que el uso de las formulaciones de diferencias finitas precision de
segundo y tercer orden pueden acelerar las simulaciones numéricas. Dejan como trabajo en desarrollo
las formulaciones implicitas en diferencias finitas para la ecuacion de conveccion-difusion, las cuales
conducen a un sistema de ecuaciones lineales de la forma Ax = b. Este trabajo servira de punto de
partida para dichas formulaciones implicitas, y de éste trabajo se tomaran las condiciones iniciales, las
condiciones en la frontera y los valores de los parametros de algunas de las pruebas numéricas hechas
para la realizacion de los experimentos numericos de éste trabajo.

Acevedo (2009) , en su trabajo titulado: “Computacion Paralela de la Transformada Wavelet;
Aplicaciones de la Transformada Wavelet al algebra Lineal Numérica”, muestran el estudio de la
computacion paralela de la Transformada Wavelet Discreta (DWT), y el estudio de las aplicaciones de
la DWT en el campo del algebra lineal numérica. Se estudiaron distintas variantes de construccion



de precondicionadores basados en la DWT para acelerar la convergencia de métodos iterativos en la
resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. Deja como trabajo futuro el uso de la técnica descrita en la
solucion de problemas en otras areas tales como modelos en electromagnetismo mediante el método de
los momentos. De éste trabajo se tomaré la metodologia empleada para la transformacion de un sistema
de ecuaciones lineales Ax = b a la base wavelet.

Villarin et al. (2012) , en su trabajo titulado: “GMRES precondicionado con wavelets. Un
algoritmo de seleccion del umbral para la obtencion del patron de dispersion” proponen una
técnica de precondicionamiento que a partir del sistema de ecuaciones lineales del sistema Ax = b,
aproxime a la matriz de coeficientes A, la cual es densa, a otra matriz A dispersa, que aproxima a A
lo suficiente para mejorar la convergencia del método iterativo GMRES. Dicho precondicionamiento
se hace mediante compresion de la matriz A mediante el uso de wavelets. Como precondicionador se
empled la factorizacion LU incompleta. Se emplearon para las pruebas numéricas matrices de prueba
del software comercial MATLAB(R), dejando como trabajo futuro la prueba con otras clases de matrices
para determinar las caracteristicas que garantizan un buen desempefio del método propuesto. De éste
trabajo, se tomara la idea de usar la factorizacion LU incompleta como precondicionador de un sistema
de ecuaciones lineales en la base wavelet.

Hernandez (2005) , en su trabajo titulado: “Estudio de los Sistemas Lineales Dispersos provenientes
de Discretizaciones Miméticas. Caso: Operador de Conveccion-Difusion”, muestra un estudio
numérico de distintos esquemas de discretizacion en diferencias finitas correspondientes al operador
escalar de conveccion difusion en una y dos dimensiones para la aproximacion de sus derivadas,
esquemas que son generados a partir del método de operadores de soporte, a partir de las técnicas
de Castillo-Grone-Yasuda, y del método tradicional en diferencias finitas, entre otros. En éste ultimo
método, se recurre al uso de nodos fantasmas en las fronteras del mallado con el propésito de aproximar
a las derivadas con formulas centradas. De éste trabajo, se tomara la idea del uso de nodos fantasmas en
las fronteras del mallado.

2. Bases teoricas

2.1 Ecuacion diferencial parcial y la ecuacion de conveccion-difusion

Una ecuacion diferencial parcial (e.d.p) se define como toda ecuacion diferencial donde aparecen dos
0 mas variables independientes. Asi mismo, se define una e.d.p. lineal, o cuasi-lineal, a una ecuacién de
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la forma:

(7)

0 9’0 _0°D oD Ib
Aax2 +Bayax +C Y =f (x, ,d),&,a—y)

donde A, B, yC son constantes. Las e.d.p. cuasi-lineales se clasifican en: elipticas si B2 — 4AC < 0;
parabolicas si B> — 4AC = 0; e hiperbdlicas si B> — 4AC > 0. Problemas en ciencias e ingenieria tales
como el régimen permanente de distribucién de temperaturas en una placa plana rectangular, el flujo
de calor unidimensional en un alambre de longitud finita aislado en los extremos, y la vibracion de una
cuerda unidimensional son modelados a través de e.d.p. (Mathews y Fink, 2000) .

Un caso particular de e.d.p. es la ecuacion de conveccion-difusion unidimensional, la cual es una
ecuacién de la forma:

oC () _ [PC(xt) )

5 “P%e o

(8)

donde ¢ es la porosidad, C(x,t) es la concentracion normalizada, D es el coeficiente difusivo, u es
la velocidad de flujo (coeficiente convectivo), x es la posicion, t es el tiempo (Peaceman, 1977) . La
relacion entre los coeficientes difusivo y convectivo le otorga al problema un caracter desde el punto de
vista fisico (Hernandez, 2005) ; para D pequefio el problema se considera fundamentalmente convectivo,
mientras que para D grande el problema se considera fundamentalmente difusivo. Es de hacer notar que
la ecuacidn de conveccion-difusion se clasifica como una e.d.p. de tipo parabdlico.

La ecuacion de conveccion-difusion exhibe muchas de las caracteristicas de ecuaciones de simulacion
de yacimientos de petroleo: C(x,t) puede ser la funcion de presion y la funcion de saturacion, y la
constante D = E puede representar la transmisibilidad en el reservorio, donde k es la permeabilidad y p
es la viscosidad del fluido (Guo y Wang, 2005) . La ecuacién de conveccion-difusion serd la e.d.p. a
tomar para el desarrollo del presente trabajo.

2.2 Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera estan asociadas a variables que representan alguna dimension espacial y
que se hallan restringidas a una cierta regién Q. Si la ecuacion en derivadas parciales es de segundo
orden, va a ser necesario conocer el valor de la solucion, de su derivada o de una combinacion lineal
de ellas, en la frontera 0Q de la region conocida. Asi pues se consideraran tres tipos de condiciones de
frontera (Zill, 2000) :
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1. Condicion de Dirichlet: Es aquella donde se determina el valor de la solucion en la frontera y
suele representarse como:

C(x,1)]an =9(t)

2. Condicion de Neumann: es aquella donde se determina el valor de la frontera segun la direccion

normal de la solucion en la frontera, es decir:
dC

—(x,t =g(t
an( ’ )|BQ g( )
3. Condiciones de Robin: esta condicion también es conocida como condicion mixta, ya que la
misma es una combinacion de las dos anteriores:

C(t)faq + kg—i(xﬂ)!agzg(t), (keR)

x representa el conjunto de las variables que definen la region € del espacio.

Las condiciones en la frontera a emplear en el presente trabajo son las establecidas por Guo y Wang
(2005) , las cuales corresponden a condiciones de frontera de tipo Dirichlet.

2.3 Solucion numérica de una ecuacion diferencial parcial mediante diferencias
finitas. Métodos implictos aplicados a la ecuacion de conveccidn-difusion

A menudo, al intentar resolver una ecuacion diferencial, se da el caso que no hay una solucion analitica
conocida, por lo que se requiere realizar una aproximacion numérica de la solucion (Mathews y Fink,
2000) . Para determinar ésta aproximacion numerica, se cuenta con diversos métodos, entre los cuales se
pueden indicar el método de diferencias finitas, el método de elementos finitos, el método de volumenes
finitos, los métodos miméticos, entre otros.

El método de diferencias finitas consiste en convertir una funcion de valores continuos en una funcion
de valores discretos, mediante el reemplazo del dominio continuo donde se desea determinar la solucién
de la ecuacion diferencial por un conjunto de puntos discretos (mallado), y las derivadas en la ecuacion
diferencial son reemplazadas por operadores discretos que surgen del truncamiento de la serie de Taylor
en el punto donde se desea hacer la aproximacion (Causon y Mingham, 2010) . EI método de diferencias
finitas tiene como ventajas, entre otras, que es muy simple de utilizar, no requiere de integracion numeérica
y es usado extensivamente en mecanica de fluidos y problemas de turbulencia (Cerrolaza, 2006) .

El método de diferencias finitas puede resumirse en la realizacion de los siguientes pasos (Kincaid y
Cheney, 1994) :
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. Se realiza una discretizacion del dominio continuo, reemplazando dicho dominio por un conjunto

discreto de puntos (nodos). EI conjunto resultante de ésta discretizacion recibe el nombre de
mallado. El objetivo de éste método consiste en determinar los valores aproximados, en los puntos
del mallado, de la funcion solucion de la ecuacion diferencial a resolver.

ii. Se determinan las expresiones en diferencias que surgen de aproximar dichas derivadas de las

ecuacion diferencial a través del truncamiento de la serie de Taylor. Esto también se hace en las
condiciones iniciales y de frontera (de ser necesario).

Se sustituyen tanto en la ecuacion diferencial como en las condiciones iniciales y de frontera las
versiones discretizadas de las derivadas obtenidas en el paso (ii). Esto se hace para cada punto
del mallado, lo cual genera un sistema de ecuaciones, el cual pudiese ser lineal o no lineal. En el
caso de las e.d.p. cuasi-lineales, el sistema de ecuaciones es lineal. El sistema resultante recibe el
nombre de esquema en diferencias finitas de la ecuacion diferencial dada inicialmente.

Se resuelve el sistema de ecuaciones resultantes. La solucion de dicho sistema representa la
aproximacion numérica buscada.

En el caso de la ecuacion de conveccion-difusion unidimensional objeto de éste trabajo:

daC (x,t) DaZC xt) uac (x,1)

— 9
¢ ot ox2 ox ®)
si la discretizacion se hace de la siguiente forma:
cii—cf Cl,-2¢+CY, C'-C,
7P Ax2 T AX (10)
donde:
Cl' =C(x,t)

CMl=C(x,t+At)

Cl  =C(x—Axt)

Cl 1 =C(x+Axt)
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se afirma que el la formulacion en diferencias finitas es explicita; mientras que si la discretizacion se
hace de la siguiente forma:

crrtocp O -actcly crttocly

0 At NG AX

(11)

donde:

CMI=C(x— Ax,t+At)

Ml =C(x+Axt+At)

se afirma que el la formulacion en diferencias finitas es implicita. En forma general, los metodos
explicitos tienen una cota superior en el valor de /At para estabilidad numérica, y requieren disminuir /At
a medida que Ax disminuye; mientras que los métodos implicitos son siempre estables, independiente
del valor de At (Nakamura, 1992) ; razon por la cual se emplearan éstos ultimos en el desarrollo del
presente trabajo. Los métodos implicitos conducen a un sistema de ecuaciones de la forma:

Ax=b,AecR™" xeR™! beR™! (12)

2.4 La transformada wavelet y su aplicacion en la solucién de sistemas de
ecuaciones lineales

En términos generales, la transformada wavelet es una herramienta que divide datos en diferentes
componentes de frecuencia y luego estudia cada componente en resoluciones que se ajustan a su escala.
La aplicacion de la transformada wavelet a una serie de datos numéricos se puede hacer a través de un
algoritmo basado en un banco de filtros que permite obtener la transformada wavelet, a partir de los datos
de interés; dicho algoritmo se conoce como la transformada wavelet discreta (DWT por sus siglas en
inglés) (Acevedo, 2009) .

Determinar la transformada discreta wavelet (DWT) de un vector v de n elementos consiste en obtener
un vector transformado que tiene en una mitad, conocida como parte alta, la misma informacion de
alta frecuencia que el vector original y en otra mitad, conocida como parte baja, la informacién de baja
frecuencia. La informacion de baja frecuencia se obtiene aplicando un filtro G, denominado pasa-bajo,
determinado por los coeficientes {gj}-_;, convolucionandolo con los datos; similarmente para obtener la
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informacion de alta frecuencia se aplica un filtro de alta frecuencia H, denominado pasa-alto, {hi}iL:1 :
La representacion matricial de los filtros H y G se muestra a continuacion:

hi h --- hp 0 O
O 0 hy hy --- h 0
= . . -1 -2 IL . (13)
hy hgy - h 0 -+ v 0 hy hy /.
§><n
g1 92 -~~~ g 0 O
0 0 0
_ S 9l1 9.2 | glL . (14)
93 94 -~ 9. O - -~ 0 01 O .

La matriz de transformacion wavelet se define como:

H
W = ( G )nxn (15)

Y la DWT aplicada al vector v de n elementos se determina a traves de:

dy
Gv S1
Sn/2

Es de resaltar que la matriz de transformacion wavelet W es una matriz ortogonal, lo que garantiza
queW 1=wT.

Mediante el uso de la matriz de transformacion wavelet, un sistema de ecuaciones lineales de la forma:
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Ax=b (17)

puede transformarse a un sistema de la forma:

AL =D (18)
donde:
A=waAwT (19)
X = WX (20)
b=Whb (21)

Obtenida la solucion el sistema descrito por la (21) la solucion X del sistema descrito por la (17) se
obtiene mediante:
X =WTR (22)

El procedimiento descrito se puede emplear solo para sistemas cuyo tamafio sea n = q-2¥ , para algin
entero k > 0.

Es de resaltar que existen diferentes familias de wavelets con caracteristicas que la definen y
diferencian entre si, las cuales permiten adaptarlas a determinadas aplicaciones, dentro de las cuales
se tienen: Daubechies, Symlets, Coiflets, Meyer, entre otras (Jiménez y Jiménez, 2010) .

2.5 Meétodos iterativos para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales.
Meétodos basados en subespacios de Krylov

En el célculo cientifico la mayor parte de tiempo de computo se consume en la resolucion de sistemas
de ecuaciones lineales. Estos sistemas pueden ser bastante grandes; es el caso de los problemas de
dinamica de fluidos computacional, donde cada ecuacion se describe en términos del valor de un
parametro desconocido local (por ejemplo la velocidad local del flujo) dependiente de los valores
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(desconocidos) en las cercanias (Van Der Vorst, 2003) . En general, las técnicas de discretizacion de
ecuaciones en derivadas parciales suelen dar lugar a matrices grandes y dispersas. Una matriz dispersa se
define, en forma general, como una matriz que tiene muy pocos elementos distintos de cero (Saad, 2003).

En general, para resolver un sistema de ecuaciones lineales Ax = b, siendo A una matriz de tamafio
n x n no singular, se tiene posibilidad de elegir entre los métodos directos y los métodos iterativos (Van
Der Vorst, 2003) . Si bien una caracteristica fundamental de los métodos directos es llegar a la solucion
exacta en un numero finito de pasos, para el caso de matrices dispersas, los métodos directos presentan
serias limitaciones, en relacion al uso de espacio en memoria y en la exactitud numérica (Larrazabal,
2003) ; por otra parte, los métodos iterativos tiene como caracteristica general que no alteran la estructura
de la matriz de coeficientes del sistema; no requieren de tanta memoria como los métodos directos
(Eliminacién gaussiana, factorizaciéon LU,...) y si bien la convergencia de los métodos iterativos es,
en general, lenta, siempre existe la posibilidad de ajustarse a exactitud deseada. La aceleracion en
la convergencia de los métodos iterativos puede lograrse mediante el empleo de precondicionadores
(Larrazabal, 2003) . Los métodos iterativos pueden ser atractivos incluso cuando la matriz A es densa
(Van Der Vorst, 2003) .

Los métodos iterativos pueden dividirse en dos tipos: los meétodos clésicos y los métodos de
proyeccion (Larrazabal, 2003) . Dentro de los métodos clasicos pueden nombrarse la iteracion de Jacobi,
la iteracion de Gauss-Seidel, y el método SOR. Estos métodos son de concepcion relativamente simple;
sin embargo, son utiles en una clase restringida de problemas matriciales (Chen, 2005) . Los métodos
de proyeccion consisten en extraer las soluciones aproximadas a partir de un subespacio previamente
establecido. Dentro de los métodos de proyeccion, se encuentran los basados en subespacios de Krylov,
que se consideran como una de las técnicas iterativas mas importantes para la resolucién de grandes
sistemas lineales (Saad, 2003) . En el presente trabajo, se emplearan los métodos de proyeccidn basados
en subespacios de Krylov, por lo que a continuacion se hace una breve descripcion de los mismos.

Dado un vector v de un espacio vectorial de dimension n, y una matriz A cuadrada de tamafio n, un
subespacio de Krylov de orden m se denota Ky, (A, V) y se define como (Van Der Vorst, 2003) :

Km (A,V) = {V,Ay, A%, ... A"y} (23)

Un método iterativo basado en un subespacio de Krylov consiste en encontrar la solucion del sistema:

Ax=b (24)

en el subespacio: Ky (A,ro) = {ro,Aro,Arg--- , A" trg} = {ro,ry,rz,--- ,rk_1} 5 con rg = b — Axq,
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para cierto criterio de parada. Entre los métodos iterativos basados en subespacios de Krylov se
tienen: Gradiente Conjugado (CG, Conjugated Gradient), Generalizado de Residuo Minimo (GMRES,
Generalized Minimum RESidual), Gradiente BiConjugado (Bi-CG), Gradiente Conjugado al Cuadrado
(CGS), Gradiente BiConjugado Estabilizado (BiCGStab), QMR, entre otros (Van Der Vorst, 2003) .

2.6 Precondicionamiento

La convergencia de los métodos iterativos es, en general, lenta. Sin embargo, siempre existe la
posibilidad de ajustarse a exactitud deseada. La aceleracion en la convergencia puede lograrse mediante
el empleo de precondicionadores (Larrazabal, 2003) .

La idea basica de un precondicionador es buscar una matriz M que sea una buena aproximacion de A,
y que sea facil de invertir. Luego, se emplea la matriz M~ para corregir las sucesivas aproximaciones
de un método numérico. Para precondicionar el sistema (24) , la matriz M1 debe ser tal que el nimero
de condicién de la matriz precondicionada debe ser mejor que el nimero de condicion de la matriz
A (Larrazabal, 2003) . Existen fundamentalmente tres formas de precondicionar un sistema: por la
izquierda, por la derecha y por ambos lados:

M~Ax=M"tb (25)
AM~IMx =b (26)
M~Y2AM Y 2MY/2x = M~1/2p (27)

El precondicionador ideal es la matriz A~1, el cual es muy dificil de conseguir sin un esfuerzo
computacional considerable. Por esto, la idea es encontrar una matriz M ~1que se aproxime lo suficiente
a la matriz A~1 a un costo computacional lo menor posible. Las técnicas para hallar M~ se conocen
coémo técnicas de construccion de precondicionadores.

Las técnicas de construccion de precondicionadores clasicas son (Larrazabal, 2003) :

i. Precondicionadores polinomiales: se basan en hallar M~tmediante un polinomio de grado m en la
matriz A:
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M~ =Py (A) =qo+qaA+- -+ A" (28)

La eleccion de los coeficientes del polinomio se hace mediante la minimizacion de la funcién:

FA) =11 —Pm (W)l (29)

en el intervalo E que incluye al espectro de A. Esta estrategia requiere de buenas cotas para el
intervalo E, lo que en cierto modo limita su aplicabilidad.

ii. Precondicionadores Tipo SPAI (SParse Approximate Inverse, aproximacion dispersa de la inversa):

consiste en hallar una matriz M tal que el producto AM sea lo mas proximo posible a la matriz
identidad. De gran aplicacion en conjunto con métodos iterativos.

Factorizaciones incompletas: consiste en factorizar la matriz A sin introducir todo el llenado que
produce el proceso de factorizacion. Representa una de las formas mas sencillas de definir un
precondicionador . Dentro de éste tipo de factorizacion, se considera la factorizacién incompleta
ILU(0), que consiste en una descomposicion de la forma A = LU —R donde L y U tienen la
misma estructura de elementos distintos de cero tanto en la parte triangular inferior y en la parte
triangular superior de A, respectivamente, y R es el residuo o error de la factorizacion. Este tipo de
factorizacion incompleta es bastante facil de calcular y de bajo costo computacional (Saad, 2003),
por tal razén, sera empleada como técnica de precondicionamiento en el presente trabajo.
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CAPITULO I

MARCO METODOLOGICO

Una vez formulado el problema de investigacion, definidos sus objetivos y establecidas las bases
tedricas que orientaran el sentido de la misma, en el presente capitulo se describen los distintos métodos
y procedimientos para llevar a cabo la investigacion. A lo largo del presente capitulo se definen el tipo
de investigacion, el disefio de investigacion, las tecnicas e instrumentos de recoleccion de datos, y los
procedimientos previstos en el desarrollo de la investigacion.

1. Tipo y modalidad de investigacion

El presente trabajo se considera como una investigacion del tipo pura o basica, ya que se apoya dentro
de un contexto tedrico y se caracteriza por recabar datos para ampliar y evaluar la teoria de resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales mediante el uso de métodos iterativos. (Rodriguez et al, 2008) .

Asi mismo, la modalidad de ésta investigacion es de tipo descriptiva, en virtud que busca precisar el
desempefio de los métodos iterativos en la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales que surgen del
uso de métodos implicitos de diferencias finitas de orden superior cuando se emplean técnicas wavelets
en dicho proceso de resolucion (Rodriguez et al, 2008) .

2. Disefo de investigacion

El disefio de ésta investigacion se enmarca dentro del tipo experimental, debido a que se realizaran
modificaciones en un grupo de variables del problema de investigacion previamente definidas (variables
independientes), para describir el efecto que tienen dichas modificaciones en otro grupo de variables
dentro del mismo problema de investigacidn (variables dependientes) (Rodriguez et al, 2008) .

A su vez, el disefio de investigacion para ésta propuesta estad fundamentado en métodos cuantitativos,
en virtud que se realizaran mediciones de desempefio, necesarias para garantizar la validez y confiabilidad
de la investigacion.



Las variables independientes en éste trabajo son:

e Condiciones fisicas del problema de conveccion-difusion descrito por la ecuacion diferencial dada:
se tomaran diversos casos del trabajo realizado por Guo y Wang (2005).

e Tamaio del sistema de ecuaciones lineales: se variara el tamafio del sistema de ecuaciones a
obtener producto de la discretizacion en diferencias finitas.

e Familia wavelet a emplear y nimero de coeficientes: se emplearan distintas familias wavelet,
variando a su vez la cantidad de coeficientes en cada familia.

e Metodo iterativo a emplear en la resolucion del sistema de ecuaciones lineales: se emplearan
distintos metodos iterativos basados en subespacios de Krylov, en funcion de los sistemas de
ecuaciones lineales obtenidos.

e Precondicionamiento: se resolveran los sistemas con precondicionamiento y sin precondi-
cionamiento.

Las variables dependientes en éste trabajo son:

Numero de elementos no nulos en el sistema de ecuaciones lineales original y en el sistema de
ecuaciones en la base wavelet .

e Numero de iteraciones para lograr la convergencia en la resolucion del sistema de ecuaciones
lineales original y en el sistema en base wavelet.

e Tiempo de procesamiento en la resolucion del sistema de ecuaciones lineales original y en el
sistema en la base wavelet .

e Error relativo en la aproximacion de la solucion en la resolucion del sistema de ecuaciones lineales
original y en la resolucion del sistema en la base wavelet .

3. Técnicas de recoleccion y de analisis de los datos

En cuanto a la técnica de recoleccion se utilizara la observacion directa, debido a que el responsable
de la investigacion recoge los datos obtenidos mediante la medicion de las variables dependientes e
independientes a medida que se van realizando los experimentos numéricos (Rodriguez et al, 2008) . El
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analisis de los datos recogidos se basara en técnicas de estadistica descriptiva; mediante la representacion
grafica de dichos datos, para la posterior descripcion de los comportamientos observados en cada
experimento realizado.

4. Procedimientos previstos

1. Se determinaran los esquemas numeéricos de los sistemas de ecuaciones lineales provenientes del
uso de métodos implicitos de diferencias finitas de orden superior.

2. Se seleccionaran un conjunto de métodos iterativos basados en subespacios de Krylov para la
resolucion de los sistemas de ecuaciones lineales obtenidos.

3. Se seleccionaran un conjunto de familias wavelet y la cantidad de coeficientes en cada familia para
la transformacion de los sistemas de ecuaciones lineales obtenidos.

4. Se determinara el nimero de elementos no nulos, el numero de iteraciones, el tiempo de
procesamiento y el error en la aproximacion en la resolucion los sistemas de ecuaciones lineales
originales y en la base wavelet, con distintos métodos iterativos; sin precondicionamiento y con
precondicionamiento en la base wavelet.

5. Se realizara la representacion grafica de los datos recogidos para realizar el analisis y medicion del
desemperio del uso de las técnicas wavelets en conjunto con los métodos iterativos seleccionados.
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CAPITULO IV
RESULTADOS OBTENIDOS

En el presente capitulo se presentan los resultados obtenidos en la investigacion, en términos de los
objetivos planteados y los procedimientos previstos.

1. Determinacion de los esquemas numéricos de los sistemas de ecuaciones lineales
provenientes del uso de métodos implicitos de diferencias finitas de orden
superior

Se determind el esquema numérico proveniente del uso de métodos implicitos de diferencias finitas
de orden 2, partiendo de las formulacion propuesta por Guo y Wang (2005):
aC aC 0°C o°C o‘C

§=(X1&+(X2W+(X3W+(X4W (30)

donde:

oL = —U

0p=D— q)UAXZE)UZAt
O3 = _uD(bAt

Oy = %ﬁt

La formulacién implicita en diferencias finitas de la ec. (30) es:

o At

At . ozt
OAX G+

B0 JVAN
OAXZ 2 ¢AX3C +

Ci+ C; (31)

donde:

* _ ~n+1 n+1
Cl - Ci _Ci—l



Cy=CMt—2cMt it

Cs =l —3c) "+ 3]~

i+1

Ci =C3 —acii + 6T - acp it

i+2

la cual puede reescribirse como:

ki CME 4 koCM i 4 kaCM L 4+ kyCIM + ksC

donde:

kl _ oAt ogAt

i+1

T oAXE OAX3
oAt (VZYANS o At o At
k2 = _4(])4AX4 + 3¢3AX3 + (])ZAXZ - (1)1AX
_ pouNt o ozt o op At o At o
ks = 6¢Ax4 3¢Ax3 2¢Ax2 OAX 1

k4 _ _4$4AAt + oz At + op At

T oaxd T oAx2
gt
ks = YN
ks = —1

n+1 _
i+2 —

keCP

(32)

La ecuacion (32) define el esquema numérico en diferencias finitas de orden 2 obtenido a partir de

métodos implicitos, para3 <i<N-+2 , 2<n<N-+1;siendo N el tamafio del sistema de ecuaciones

a resolver. Las condiciones iniciales y en la frontera son de tipo Dirichlet, establecidas por Peaceman

(1977) , las cuales se indican a continuacion:

C(x,0) =0; x> 0. (33)
C(0,t) =1; C(eo,t) =0; t > 0. (34)
En los nodos ubicados en la frontera (i =3 , i =N+ 2), se agregaran nodos fantasmas siguiendo lo

propuesto por Causon y Mingham (2010) , que consiste en asignar a los nodos fantasmas inmediatos los

valores en la frontera.

La representacion de los elementos no nulos del esquema numérico en diferencias finitas de orden 2

obtenido a partir de métodos implicitos para el caso N = 64, se muestra en la figura (1):
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Figura 1: Elementos no nulos en el esquema numeérico en diferencias finitas de orden 2 obtenido a
partir de métodos implicitos

2. Seleccion de métodos iterativos basados en subespacios de Krylov para la

resolucidén de los sistemas de ecuaciones lineales obtenidos

Como puede observarse en las figura (1), el esquema numeérico obtenido corresponde a una matriz
no simétrica; por ésta causa, deben emplearse métodos iterativos formulados para matrices generales.
Saad (2003) propone como métodos para matrices generales no simétricas los indicados a continuacion:
Generalized Minimal Residual (GMRES), BiConjugate Gradient (BiCG), Quasi Minimal Residual
(QMR), Conjugate Gradient Squared (CGS), y BiConjugate Gradient Stabilized (BiCGStab). El método
GMRES ya ha sido estudiado en conjunto con técnicas wavelet (ver Villarin et al., 2012 ), por lo que en
ésta investigacion se trabajara con el resto de los métodos (BiCG, BiCGStab, CGS y QMR).

3. Seleccion de familias wavelet con su respectiva cantidad de coeficientes

Jiménez y Jiménez (2010) , sefialan que existen diferentes familias de wavelets con caracteristicas que
la definen y diferencian entre si, las cuales permiten adaptarlas a determinadas aplicaciones. Trabajos
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como los de Villarin et al. (2012) y Acevedo (2009) , desarrollan sus trabajos basados en la famila
Daubechies con distinta cantidad de coeficientes. En ésta investigacion, se trabajara con las familias
Daubechies, Symlets, Biorthogonal y Reverse Biorthogonal, en los casos de 4, 6, 8 y 12 coeficientes.

4. Experimentos numericos realizados y discusion de los resultados obtenidos

Se realizé la resolucion de los esquemas numeéricos de orden 2, para dos grupos de valores de los
parametros en dichos esquemas, tomados del trabajo de Guo y Wang (2005) :

1. Caso 1: L =1000;¢ =0.30;u=0.05;D=0.1; Ax =10; At =42

2. Caso 2: L=1000;¢=0.30;u=1;,D=0.1;Ax=10;At=15.

En cada caso se hicieron las siguientes pruebas:

1. variando el tamario del sistema: N = 16, 64 , 256 .
2. variando la familia wavelet a emplear: Daubechies, Symlets, Biorthogonal y Reverse Biorthogonal.
3. variando la cantidad de coeficientes en cada familia wavelet empleada: 4 , 6 , 8 y 12 coeficientes.

4. variando el tipo de precondicionamiento: sin precondicionamiento, con el precondicionador
ILU (0) en la base wavelet.

En cada caso se determina la solucion exacta del sistema original, la solucion del sistema original
con los métodos iterativos indicados y la solucion del del sistema transformado a la base wavelet con los
métodos iterativos indicados, realizando la medicién de las siguientes variables:

NuUmero de elementos no nulos en la matriz de coeficientes del sistema.

Numero de iteraciones para lograr la convergencia.

Tiempo de procesamiento.

Error relativo en la aproximacion de la solucion.
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El precondicionador empleado es: M = LU, donde L y U se obtienen de aplicar la factorizacion
ILU (0) a la matriz de coeficientes del sistema A.

Transformado el sistema Ax = b al sistema AX = b ( sistema en la base wavelet con: A=WANT |
X=Wx ,b=Wb ; y siendoW : matriz de transformacion wavelet definida por laec. (15) , ver capitulo
2) , la solucion aproximada del sistema original partiendo de su calculo en la base wavelet se obtiene
mediante:

X=WTX

La generacion de los esquemas numeéricos con sus respectivas condiciones de borde, la generacion
de la matriz de transformacion wavelet, y la transformacion del esquema original a la base wavelet fue
implementada computacionalmente en el lenguaje de programacion Octave, el cual es software libre, y
cuya sintaxis es equivalente a la empleada por el software comercial MATLAB®). La solucion exacta se
obtiene mediante la instruccion de Octave:

Xx=A\b

y las implementaciones computacionales de los métodos iterativos fueron tomadas directamente del
enlace: http://www.netlib.org/templates/matlab// . Los coeficientes wavelet de las familias empleadas
fueron tomados directamente del enlace: http://wavelets.pybytes.com .

Se utilizé como criterios de parada para los métodos iterativos indicados: ndmero méaximo de
iteraciones: 10000 ; tolerancia para la convergencia: 1 x 107,
Los resultados de las pruebas realizadas son los siguientes:

Caso 1, sin precondicionamiento

Familia Daubechies

Los resultados obtenidos se observan en las figuras (2) a (17), que se muestran a continuacion:
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En las figuras (2) a (17) puede observarse que en los experimentos numeéricos realizados:

e La transformacién del esquema original al esquema en la base wavelet produce un aumento de
elementos no nulos en la matriz de coeficientes del sistema en todos los casos; a mayor cantidad
de coeficientes en la familia wavelet, mayor es la cantidad de elementos no nulos en la matriz de
coeficientes del sistema en la base wavelet.

e La cantidad de iteraciones para la convergencia varia dependiendo de la cantidad de coeficientes de
la famila wavelet. En el método BiCG la menor cantidad de iteraciones en el caso de 4 coeficientes;
en el método BiCGStab, la menor cantidad de iteraciones se tiene en el caso de 8 coeficientes. La
cantidad de iteraciones para la convergencia no varia dependiendo de la cantidad de coeficientes de
la famila wavelet en los métodos CGS y QMR.

e Los tiempos de procesamiento varian dependiendo de la combinacion entre el método iterativo y
el nimero de coeficientes de la familia wavelet. Para el método BiCG, el menor tiempo se logra
con 4 coeficientes; para el meétodo BiCGStab, el menor tiempo se logra con 4 coeficientes; para el
método CGS, el menor tiempo se logra con 4 coeficientes; para el método QMR, el menor tiempo
se logra con 12 coeficientes.

e Loserrores relativos varian dependiendo de la combinacion entre el método iterativo y el nimero de
coeficientes de la familia wavelet. Para el método BiCG, el menor error se logra con 8 coeficientes;
para el método BiCGStab, el menor error se logra con 4 coeficientes; para el método CGS, el menor
error se logra en el sistema original; para el método QMR, los tiempos son fundamentalmente
iguales en todos los casos.

En las figuras (2) a (17) también puede observarse que en los experimentos numéricos realizados, el
método que presenta mejor relacion entre el tiempo de procesamiento y el error relativo es el método
BiCGStab con 4 coeficientes, en virtud que presenta la menor cantidad de tiempo de procesamiento y un
error relativo que tiende a disminuir con el aumento del tamafio de la matriz de coeficientes del sistema
(ver figuras 8y 9).

Familia Symlets

Los resultados obtenidos se observan en las figuras (18) a (33), que se muestran a continuacion:
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En las figuras (18) a (33) puede observarse que en los experimentos numericos realizados:

e La transformacién del esquema original al esquema en la base wavelet produce un aumento de
elementos no nulos en la matriz de coeficientes del sistema en todos los casos; a mayor cantidad
de coeficientes en la familia wavelet, mayor es la cantidad de elementos no nulos en la matriz de
coeficientes del sistema en la base wavelet.

e La cantidad de iteraciones para la convergencia varia dependiendo de la cantidad de coeficientes
de la famila wavelet. En el método BiCG la menor cantidad de iteraciones se tiene en el caso
de 4 coeficientes; en el método BiCGStab, la menor cantidad de iteraciones se tiene en el caso
de 8 coeficientes; en el método CGS la cantidad de iteraciones para la convergencia no varia
dependiendo de la cantidad de coeficientes de la famila wavelet; en el método QMR, se tiene
la menor cantidad de iteraciones en el sistema original.

e Los tiempos de procesamiento varian dependiendo de la combinacion entre el método iterativo y
el nimero de coeficientes de la familia wavelet. Para el método BiCG, el menor tiempo se logra
con 4 coeficientes; para el método BiCGStab, los tiempos son muy similares para las distintas
cantidades de coeficientes; para el método CGS, el menor tiempo se logra en el sistema original;
para el método QMR, el menor tiempo se logra en el sistema original.

e Los errores relativos varian dependiendo de la combinacion entre el método iterativo y el nimero
de coeficientes de la familia wavelet. Para el método BiCG, el menor error se logra en el sistema
original; para el método BiCGStab, el menor error se logra con 4 coeficientes; para el método CGS,
el menor error se logra en el sistema original; para el método QMR, el menor error se logra con 8
coeficientes.

En las figuras (18) a (33) también puede observarse que en los experimentos numeéricos realizados,
el método que presenta mejor relacion entre el tiempo de procesamiento y el error relativo es el método
BiCGStab con 4 coeficientes, en virtud que presenta la menor cantidad de tiempo de procesamiento y un
error relativo que tiende a disminuir con el aumento del tamafio de la matriz de coeficientes del sistema
(ver figuras 24 y 25).

Familia Biorthogonal

Los resultados obtenidos se observan en las figuras (34) a (49), que se muestran a continuacion:
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En las figuras (34) a (49) puede observarse que en los experimentos numericos realizados:

e La transformacién del esquema original al esquema en la base wavelet produce un aumento de
elementos no nulos en la matriz de coeficientes del sistema en todos los casos; a mayor cantidad
de coeficientes en la familia wavelet, mayor es la cantidad de elementos no nulos en la matriz de
coeficientes del sistema en la base wavelet.

e La cantidad de iteraciones para la convergencia varia dependiendo de la cantidad de coeficientes de
la famila wavelet en los métodos BiCG, BiCGStab y QMR; en el método CGS no se presenta en
general tal variacion. La menor cantidad de iteraciones en todos los casos de los métodos BiCG,
BiCGStab y QMR se presenta en el sistema original.

e Los tiempos de procesamiento varian dependiendo de la combinacién entre el método iterativo y el
numero de coeficientes de la familia wavelet. Para los métodos BiCG, BiCGStab y QMR, el menor
tiempo se logra en el sistema original; para el método CGS, practicamente no hay diferencia en los
tiempos de procesamiento en los distintos casos.

e Los errores relativos son en la mayoria de los casos del mismo orden, a excepcion del método
BiCGStab, donde el menor error se alcanza en el sistema original.

En las figuras (34) a (49) también puede observarse que en los experimentos numeéricos realizados,
ninguna combinacion de métodos iterativos con distinta cantidad de coeficientes para la familia wavelet
ofrece un mejor desempefio que los métodos iterativos en el sistema original.

Familia Reverse Biorthogonal

Los resultados obtenidos se observan en las figuras (50) a (65), que se muestran a continuacion:
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En las figuras (50) a (65) puede observarse que en los experimentos numeéricos realizados:

e La transformacién del esquema original al esquema en la base wavelet produce un aumento de
elementos no nulos en la matriz de coeficientes del sistema en todos los casos; a mayor cantidad
de coeficientes en la familia wavelet, mayor es la cantidad de elementos no nulos en la matriz de
coeficientes del sistema en la base wavelet.

e La cantidad de iteraciones para la convergencia varia dependiendo de la cantidad de coeficientes de
la famila wavelet en los métodos BiCG, BiCGStab y QMR; en el método CGS no se presenta en
general tal variacion. La menor cantidad de iteraciones de la mayoria de los casos en los métodos
BiCG, BiCGStab y QMR se presenta en el sistema original.

e Los tiempos de procesamiento varian dependiendo de la combinacion entre el método iterativo y
el nimero de coeficientes de la familia wavelet. Para los métodos BiCG y BiCGStab, el menor
tiempo se logra con 6 coeficientes; para el método QMR, el menor tiempo se logra en el sistema
original; para el método CGS, practicamente no hay diferencia en los tiempos de procesamiento en
los distintos casos.

e Los errores relativos son en la mayoria de los casos del mismo orden, a excepcion del método
BiCGStab, donde el menor error se logra en el sistema original.

En las figuras (50) a (65) también puede observarse que en los experimentos numéricos realizados,
ninguna combinacion de métodos iterativos con distinta cantidad de coeficientes para la familia wavelet
ofrece un mejor desempefio que los métodos iterativos en el sistema original.

Caso 1, con precondicionamiento
Familia Daubechies

Los resultados obtenidos se observan en las figuras (66) a (81), que se muestran a continuacion:
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En las figuras (66) a (81) puede observarse que en los experimentos numericos realizados:

e La transformacion del esquema original al esquema en la base wavelet produce un aumento de
elementos no nulos en la matriz de coeficientes del sistema en todos los casos; a mayor cantidad
de coeficientes en la familia wavelet, mayor es la cantidad de elementos no nulos en la matriz de
coeficientes del sistema en la base wavelet.

e La cantidad de iteraciones para la convergencia varia dependiendo de la cantidad de coeficientes de
la famila wavelet; en los métodos BiCG, BiCGStab y QMR, se tiene una reduccién significativa con
la aplicacion del precondicionador en la base wavelet en relacion al sistema original, teniéndose
aproximadamente la misma cantidad de iteraciones independiente de la cantidad de coeficientes
wavelet empleados a medida que el tamafio de la matriz aumenta en los métodos BiCG y BiCGStab;
en el método QMR la menor cantidad de iteraciones se logra con 12 coeficientes. La cantidad de
iteraciones para la convergencia no varia dependiendo de la cantidad de coeficientes de la famila
wavelet en el métodos CGS.

e Los tiempos de procesamiento varian dependiendo de la combinacion entre el método iterativo y el
numero de coeficientes de la familia wavelet. Para los métodos BiCG y BiCGStab el menor tiempo
se logra en el sistema original; para el método CGS, los tiempos no varian significativamente en la
mayoria de los casos ; para el método QMR, el menor tiempo se logra con 12 coeficientes.

e Los menores errores relativos se presentan para los casos de 12 coeficientes en los distintos
métodos.

En las figuras (66) a (81) también puede observarse que en los experimentos numeéricos realizados,
el método que presenta mejor relacion entre el tiempo de procesamiento y el error relativo es el método
QMR con 12 coeficientes, en virtud que presenta entre los menores tiempos de procesamiento y presenta
los menores errores relativos en todos los casos (ver figuras 80 y 81).

Familia Symlets

Los resultados obtenidos se observan en las figuras (82) a (97), que se muestran a continuacion:
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En las figuras (82) a (97) puede observarse que en los experimentos numericos realizados:

e La transformacién del esquema original al esquema en la base wavelet produce un aumento de
elementos no nulos en la matriz de coeficientes del sistema en todos los casos; a mayor cantidad
de coeficientes en la familia wavelet, mayor es la cantidad de elementos no nulos en la matriz de
coeficientes del sistema en la base wavelet.

e La cantidad de iteraciones para la convergencia varia dependiendo de la cantidad de coeficientes de
la famila wavelet; en los métodos BiCG, BiCGStab y QMR, se tiene una reduccién significativa con
la aplicacion del precondicionador en la base wavelet en relacion al sistema original, teniéndose
aproximadamente la misma cantidad de iteraciones independiente de la cantidad de coeficientes
wavelet empleados a medida que el tamafio de la matriz aumenta. La cantidad de iteraciones para
la convergencia no varia dependiendo de la cantidad de coeficientes de la famila wavelet en el
métodos CGS.

e Los tiempos de procesamiento varian dependiendo de la combinacion entre el método iterativo y el
numero de coeficientes de la familia wavelet. Para los métodos BiCG y BiCGStab, el menor tiempo
se logra en el sistema original; para el método CGS, los tiempos no varian significativamente en la
mayoria de los casos ; para el metodo QMR, el menor tiempo se logra con 12 coeficientes.

e Los errores relativos varian dependiendo de la combinacion entre el método iterativo y el nimero
de coeficientes de la familia wavelet; sin embargo, para 12 coeficientes se presenta en la mayoria
de los casos los menores errores relativos.

En las figuras (82) a (97) también puede observarse que en los experimentos numéricos realizados,
el método que presenta mejor relacion entre el tiempo de procesamiento y el error relativo es el método
QMR con 12 coeficientes, en virtud que presenta entre los menores tiempos de procesamiento y presenta
los menores errores relativos en todos los casos (ver figuras 96 y 97).

Familia Biorthogonal

Los resultados obtenidos se observan en las figuras (98) a (113), que se muestran a continuacion:
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En las figuras (98) a (113) puede observarse que en los experimentos numéricos realizados:

e La transformacion del esquema original al esquema en la base wavelet produce un aumento de
elementos no nulos en la matriz de coeficientes del sistema en todos los casos; a mayor cantidad
de coeficientes en la familia wavelet, mayor es la cantidad de elementos no nulos en la matriz de
coeficientes del sistema en la base wavelet.

e La cantidad de iteraciones para la convergencia varia dependiendo de la cantidad de coeficientes de
la famila wavelet; en los métodos BiCG, BiCGStab y QMR, se tiene una reduccién significativa con
la aplicacion del precondicionador en la base wavelet en relacion al sistema original, teniéndose
aproximadamente la misma cantidad de iteraciones independiente de la cantidad de coeficientes
wavelet empleados a medida que el tamafio de la matriz aumenta. La cantidad de iteraciones para
la convergencia no varia dependiendo de la cantidad de coeficientes de la famila wavelet en el
métodos CGS.

e Los tiempos de procesamiento varian dependiendo de la combinacién entre el método iterativo y el
numero de coeficientes de la familia wavelet. Para los métodos BiCG y BiCGStab, el menor tiempo
se logra en el sistema original; para el método CGS, los tiempos no varian significativamente en la
mayoria de los casos ; para el método QMR, el menor tiempo se logra con 6 coeficientes, teniéndose
tiempos bastantes cercanos al menor con 12 y 8 coeficientes.

e Los errores relativos varian dependiendo de la combinacion entre el método iterativo y el nimero
de coeficientes de la familia wavelet; sin embargo, en los métodos BiCG y QMR con 8 coeficientes
se presentan los menores errores relativos.

En las figuras (98) a (113) también puede observarse que en los experimentos numéricos realizados,
el método que presenta mejor relacion entre el tiempo de procesamiento y el error relativo es el método
QMR con 8 coeficientes, en virtud que presenta entre los menores tiempos de procesamiento y presenta
los menores errores relativos en todos los casos (ver figuras 112 y 113).

Familia Reverse Biorthogonal

Los resultados obtenidos se observan en las figuras (114) a (129), que se muestran a continuacion:
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En las figuras (114) a (129) puede observarse que en los experimentos numeéricos realizados:

e La transformacion del esquema original al esquema en la base wavelet produce un aumento de
elementos no nulos en la matriz de coeficientes del sistema en todos los casos; a mayor cantidad
de coeficientes en la familia wavelet, mayor es la cantidad de elementos no nulos en la matriz de
coeficientes del sistema en la base wavelet.

e La cantidad de iteraciones para la convergencia varia dependiendo de la cantidad de coeficientes de
la famila wavelet; en los métodos BiCG, BiCGStab y QMR, se tiene una reduccién significativa con
la aplicacion del precondicionador en la base wavelet en relacion al sistema original, teniéndose
la menor cantidad de iteraciones en el caso de 12 coeficientes. La cantidad de iteraciones para
la convergencia no varia dependiendo de la cantidad de coeficientes de la famila wavelet en el
métodos CGS.

e Los tiempos de procesamiento varian dependiendo de la combinacién entre el método iterativo y el
numero de coeficientes de la familia wavelet. Para los métodos BiCG y BiCGStab, el menor tiempo
se logra en el sistema original; para el método CGS, los tiempos no varian significativamente en la
mayoria de los casos ; para el metodo QMR, el menor tiempo se logra con 12 coeficientes.

e Loserrores relativos varian dependiendo de la combinacion entre el método iterativo y el nimero de
coeficientes de la familia wavelet; sin embargo, en el método QMR con 12 coeficientes se presenta
en la mayoria de los casos los menores errores relativos.

En las figuras (114) a (129) también puede observarse que en los experimentos numericos realizados,
el método que presenta mejor relacion entre el tiempo de procesamiento y el error relativo es el método
QMR con 12 coeficientes, en virtud que presenta entre los menores tiempos de procesamiento y presenta
los menores errores relativos en la mayoria de los casos ( ver figuras 128 y 129).

Caso 2, sin precondicionamiento

Familia Daubechies

Los resultados obtenidos se observan en las figuras (130) a (145), que se muestran a continuacion:
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En las figuras (130) a (145) puede observarse que en los experimentos numeéricos realizados:

e La transformacién del esquema original al esquema en la base wavelet produce un aumento de
elementos no nulos en la matriz de coeficientes del sistema en todos los casos; a mayor cantidad
de coeficientes en la familia wavelet, mayor es la cantidad de elementos no nulos en la matriz de
coeficientes del sistema en la base wavelet.

e La cantidad de iteraciones para la convergencia varia dependiendo de la cantidad de coeficientes
de la famila wavelet en los métodos BiCG y BiCGStab; no se presenta tal variacion en los métodos
CGS y QMR. En los métodos BiCG y BiCGStab la menor cantidad de iteraciones se obtiene en el
caso de 6 coeficientes.

e Lostiempos de procesamiento varian dependiendo de las distintas combinaciones entre los métodos
iterativos y la cantidad de coeficientes de la familia wavelet. En el método BiCG, el menor
tiempo se obtiene con 6 coeficientes; en el método BiCGStab el menor tiempo se obtiene con
4 coeficientes; en el método CGS el menor tiempo se obtiene con 8 coeficientes; en el método
QMR el menor tiempo se obtiene en el sistema original.

e Los errores relativos varian dependiendo de la combinacion entre el método iterativo y el nimero de
coeficientes de la familia wavelet. Para el método BiCG, el menor error se logra con 4 coeficientes;
para el método BiCGStab, el menor error se logra con 4 coeficientes; para el método CGS el menor
error se logra con 8 coeficientes; para el método QMR, los errores son fundamentalmente iguales
en todos los casos.

En las figuras (130) a (145) también puede observarse que en los experimentos numericos realizados,
el método que presenta mejor relacion entre el tiempo de procesamiento y el error relativo es el método
BiCGStab con 4 coeficientes, en virtud que presenta la menor cantidad de tiempo de procesamiento y un
error relativo que tiende a disminuir con el aumento del tamafio de la matriz de coeficientes del sistema
(ver figuras 136 y 137).

Familia Symlets

Los resultados obtenidos se observan en las figuras (146) a (161), que se muestran a continuacion:
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En las figuras (146) a (161) puede observarse que en los experimentos numeéricos realizados:

e La transformacién del esquema original al esquema en la base wavelet produce un aumento de
elementos no nulos en la matriz de coeficientes del sistema en todos los casos; a mayor cantidad
de coeficientes en la familia wavelet, mayor es la cantidad de elementos no nulos en la matriz de
coeficientes del sistema en la base wavelet.

e La cantidad de iteraciones para la convergencia varia dependiendo de la cantidad de coeficientes
de la famila wavelet; en el método BiCG, se tiene la menor cantidad de iteraciones en el caso de 8
coeficientes; en el método BiCGStab, la cantidad de iteraciones es muy similar en todos los casos;
en el método CGS la cantidad de iteraciones es practicamente la misma en todos los casos; en el
método QMR, se tiene la menor cantidad de iteraciones en el caso de 4 coeficientes.

e Los tiempos de procesamiento varian dependiendo de la combinacién entre el método iterativo y el
numero de coeficientes de la familia wavelet. Para el método BiCG, el menor tiempo se logra con
6 coeficientes; para el metodo BiCGStab, los tiempos en todos los casos son muy similares; para
el método CGS, el menor tiempo se logra en el sistema original; para el método QMR, el menor
tiempo se logra con 6 coeficientes.

e Loserrores relativos varian dependiendo de la combinacion entre el método iterativo y el nimero de
coeficientes de la familia wavelet. Para el método BiCG, el menor error se logra con 4 coeficientes;
para el método BiCGStab, el mejor comportamiento del error se logra con 4 coeficientes; para el
método CGS, el el mejor comportamiento del error se logra con 12 coeficientes; para el método
QMR, el menor error se logra con 8 coeficientes.

En las figuras (146) a (161) también puede observarse que en los experimentos numericos realizados,
el método que presenta mejor relacion entre el tiempo de procesamiento y el error relativo es el método
BiCGStab con 4 coeficientes, en virtud que presenta la menor cantidad de tiempo de procesamiento y un
error relativo que tiende a disminuir con el aumento del tamafio de la matriz de coeficientes del sistema
(ver figuras 152 y 153).

Familia Biorthogonal

Los resultados obtenidos se observan en las figuras (162) a (177), que se muestran a continuacion:
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En las figuras (162) a (177) puede observarse que en los experimentos numéricos realizados:

e La transformacién del esquema original al esquema en la base wavelet produce un aumento de
elementos no nulos en la matriz de coeficientes del sistema en todos los casos; a mayor cantidad
de coeficientes en la familia wavelet, mayor es la cantidad de elementos no nulos en la matriz de
coeficientes del sistema en la base wavelet.

e La cantidad de iteraciones para la convergencia varia dependiendo de la cantidad de coeficientes
de la famila wavelet. En los métodos BiCG, BiCGStab y QMR la menor cantidad de iteraciones se
logra en el sistema original; en el método CGS no se presenta en general tal variacion.

e Los tiempos de procesamiento varian dependiendo de la combinacion entre el método iterativo y
el nimero de coeficientes de la familia wavelet. Para los métodos BiCG y BiCGStab, el menor
tiempo se logra en el sistema original; para el método CGS, practicamente no hay diferencia en los
tiempos de procesamiento en los distintos casos; para el método QMR, el menor tiempo se logra
con 12 coeficientes.

e Los errores relativos varian dependiendo de la combinacion entre el método iterativo y el nimero
de coeficientes de la familia wavelet. Para los métodos BiCG, CGS y QMR los errores son
aproximadamente del mismo orden; para el método BiCGStab, los menores errores se logran con
12 coeficientes.

En las figuras (162) a (177) también puede observarse que en los experimentos numericos realizados,
ninguna combinacion de métodos iterativos con distinta cantidad de coeficientes para la familia wavelet
ofrece un mejor desempefio que los métodos iterativos en el sistema original.

Familia Reverse Biorthogonal

Los resultados obtenidos se observan en las figuras (178) a (193), que se muestran a continuacion:
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En las figuras (178) a (193) puede observarse que en los experimentos numeéricos realizados:

e La transformacién del esquema original al esquema en la base wavelet produce un aumento de
elementos no nulos en la matriz de coeficientes del sistema en todos los casos; a mayor cantidad
de coeficientes en la familia wavelet, mayor es la cantidad de elementos no nulos en la matriz de
coeficientes del sistema en la base wavelet.

e La cantidad de iteraciones para la convergencia varia dependiendo de la cantidad de coeficientes
de la famila wavelet; en los métodos BiCG, BiCGStab y QMR, la menor cantidad de iteraciones
se logra en el sistema original; en el método CGS la cantidad de iteraciones practicamente no tiene
variaciones.

e Los tiempos de procesamiento varian dependiendo de la combinacion entre el método iterativo
y el nimero de coeficientes de la familia wavelet. Para los métodos BiCG, BiCGStab y QMR,
los menores tiempos se logran en el sistema original; para el método CGS, practicamente no hay
diferencia en los tiempos de procesamiento en los distintos casos.

e Los errores relativos son en la mayoria de los casos del mismo orden en todos los métodos.

En las figuras (178) a (193) también puede observarse que en los experimentos numéricos realizados,
ninguna combinacion de métodos iterativos con distinta cantidad de coeficientes para la familia wavelet
ofrece un mejor desempefio que los métodos iterativos en el sistema original.

Caso 2, con precondicionamiento

Familia Daubechies

Los resultados obtenidos se observan en las figuras (194) a (209), que se muestran a continuacion:
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En las figuras (194) a (209) puede observarse que en los experimentos numeéricos realizados:

e La transformacion del esquema original al esquema en la base wavelet produce un aumento de
elementos no nulos en la matriz de coeficientes del sistema en todos los casos; a mayor cantidad
de coeficientes en la familia wavelet, mayor es la cantidad de elementos no nulos en la matriz de
coeficientes del sistema en la base wavelet.

e La cantidad de iteraciones para la convergencia varia dependiendo de la cantidad de coeficientes de
la famila wavelet; en los métodos BiCG, BiCGStab y QMR, se tiene una reduccién significativa con
la aplicacion del precondicionador en la base wavelet en relacion al sistema original, teniéndose
aproximadamente la misma cantidad de iteraciones independiente de la cantidad de coeficientes
wavelet empleados a medida que el tamafio de la matriz aumenta. La cantidad de iteraciones para
la convergencia no varia dependiendo de la cantidad de coeficientes de la famila wavelet en el
métodos CGS.

e Los tiempos de procesamiento varian dependiendo de la combinacién entre el método iterativo y el
numero de coeficientes de la familia wavelet. Para los métodos BiCG y BiCGStab, el menor tiempo
se logra en el sistema original; para el método CGS, los tiempos no varian significativamente en la
mayoria de los casos ; para el método QMR, el menor tiempo se logra con 12 coeficientes.

e Los errores relativos son aproximadamente del mismo orden para las distintas cantidades de
coeficientes wavelet empleados, y en algunos casos son menores a los errores alcanzados en el
sistema original; presentandose el mejor comportamiento en el método QMR con 12 coeficientes.

En las figuras (194) a (209) también puede observarse que en los experimentos numéricos realizados,
el método que presenta mejor relacion entre el tiempo de procesamiento y el error relativo es el método
QMR con 12 coeficientes, en virtud que presenta entre los menores tiempos de procesamiento y presenta
los menores errores relativos en todos los casos (ver figuras 208 y 209).

Familia Symlets

Los resultados obtenidos se observan en las figuras (210) a (225), que se muestran a continuacion:
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En las figuras (210) a (225) puede observarse que en los experimentos numeéricos realizados:

e La transformacion del esquema original al esquema en la base wavelet produce un aumento de
elementos no nulos en la matriz de coeficientes del sistema en todos los casos; a mayor cantidad
de coeficientes en la familia wavelet, mayor es la cantidad de elementos no nulos en la matriz de
coeficientes del sistema en la base wavelet.

e La cantidad de iteraciones para la convergencia varia dependiendo de la cantidad de coeficientes de
la famila wavelet; en los métodos BiCG, BiCGStab y QMR, se tiene una reduccién significativa con
la aplicacion del precondicionador en la base wavelet en relacion al sistema original, teniéndose
aproximadamente la misma cantidad de iteraciones independiente de la cantidad de coeficientes
wavelet empleados a medida que el tamafio de la matriz aumenta. La cantidad de iteraciones para
la convergencia no varia dependiendo de la cantidad de coeficientes de la famila wavelet en el
métodos CGS.

e Los tiempos de procesamiento varian dependiendo de la combinacién entre el método iterativo y el
numero de coeficientes de la familia wavelet. Para los métodos BiCG y BiCGStab, el menor tiempo
se logra en el sistema original; para el método CGS, los tiempos no varian significativamente en la
mayoria de los casos ; para el método QMR, el menor tiempo se logra con 8 coeficientes, teniéndose
tiempos bastantes cercanos al menor con 6 y 12 coeficientes.

e Los errores relativos varian dependiendo de la combinacion entre el método iterativo y el nimero
de coeficientes de la familia wavelet; sin embargo, para 12 coeficientes se presenta el mejor
comportamiento del error en la mayoria de los casos.

En las figuras (210) a (225) también puede observarse que en los experimentos numericos realizados,
el método que presenta mejor relacion entre el tiempo de procesamiento y el error relativo es el método
QMR con 12 coeficientes, en virtud que presenta entre los menores tiempos de procesamiento y presenta
los mejores comportamientos de errores relativos. (ver figuras 224 y 225).

Familia Biorthogonal

Los resultados obtenidos se observan en las figuras (226) a (241), que se muestran a continuacion:
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En las figuras (226) a (241) puede observarse que en los experimentos numeéricos realizados:

e La transformacion del esquema original al esquema en la base wavelet produce un aumento de
elementos no nulos en la matriz de coeficientes del sistema en todos los casos; a mayor cantidad
de coeficientes en la familia wavelet, mayor es la cantidad de elementos no nulos en la matriz de
coeficientes del sistema en la base wavelet.

e La cantidad de iteraciones para la convergencia varia dependiendo de la cantidad de coeficientes de
la famila wavelet; en los métodos BiCG, BiCGStab y QMR, se tiene una reduccién significativa con
la aplicacion del precondicionador en la base wavelet en relacion al sistema original, teniéndose
aproximadamente la misma cantidad de iteraciones independiente de la cantidad de coeficientes
wavelet empleados a medida que el tamafio de la matriz aumenta. La cantidad de iteraciones para
la convergencia no varia dependiendo de la cantidad de coeficientes de la famila wavelet en el
métodos CGS.

e Los tiempos de procesamiento varian dependiendo de la combinacién entre el método iterativo y el
numero de coeficientes de la familia wavelet. Para los métodos BiCG y BiCGStab, el menor tiempo
se logra en el sistema original; para el método CGS, los tiempos no varian significativamente en la
mayoria de los casos ; para el método QMR, el menor tiempo se logra con 12 coeficientes.

e Los errores relativos varian dependiendo de la combinacion entre el método iterativo y el nimero
de coeficientes de la familia wavelet; sin embargo, en el método QMR con 12 coeficientes presenta
el mejor comportamiento en los errores relativos en la mayoria de los casos.

En las figuras (226) a (241) también puede observarse que en los experimentos numéricos realizados,
el método que presenta mejor relacion entre el tiempo de procesamiento y el error relativo es el método
QMR con 12 coeficientes, en virtud que presenta entre los menores tiempos de procesamiento y presenta
el mejor comportamiento en los errores relativos en la mayoria de los casos (ver figuras 240y 241).

Familia Reverse Biorthogonal

Los resultados obtenidos se observan en las figuras (242) a (257), que se muestran a continuacion:
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En las figuras (242) a (257) puede observarse que en los experimentos numeéricos realizados:

e La transformacion del esquema original al esquema en la base wavelet produce un aumento de
elementos no nulos en la matriz de coeficientes del sistema en todos los casos; a mayor cantidad
de coeficientes en la familia wavelet, mayor es la cantidad de elementos no nulos en la matriz de
coeficientes del sistema en la base wavelet.

e La cantidad de iteraciones para la convergencia varia dependiendo de la cantidad de coeficientes de
la famila wavelet; en los métodos BiCG, BiCGStab y QMR, se tiene una reduccién significativa con
la aplicacion del precondicionador en la base wavelet en relacion al sistema original, teniéndose
la menor cantidad de iteraciones en el caso de 12 coeficientes. La cantidad de iteraciones para
la convergencia no varia dependiendo de la cantidad de coeficientes de la famila wavelet en el
métodos CGS.

e Los tiempos de procesamiento varian dependiendo de la combinacién entre el método iterativo y el
numero de coeficientes de la familia wavelet. Para los métodos BiCG y BiCGStab, el menor tiempo
se logra en el sistema original; para el método CGS, los tiempos no varian significativamente en la
mayoria de los casos ; para el método QMR, el menor tiempo se logra con 8 coeficientes, teniéndose
tiempos bastantes cercanos al menor con 6 y 12 coeficientes.

e Loserrores relativos varian dependiendo de la combinacion entre el método iterativo y el nimero de
coeficientes de la familia wavelet; sin embargo, en el método QMR con 12 coeficientes se presenta
en la mayoria de los casos los menores errores relativos.

En las figuras (242) a (257) también puede observarse que en los experimentos numéricos realizados,
el método que presenta mejor relacion entre el tiempo de procesamiento y el error relativo es el método
QMR con 12 coeficientes, en virtud que presenta entre los menores tiempos de procesamiento y presenta
los menores errores relativos en la mayoria de los casos ( ver figuras 256 y 257).
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CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

Realizada la presentacion de los resultados obtenidos, a partir del analisis de dichos resultados se
generan las siguientes conclusiones:

1. De la construccion de los esquemas numéricos provenientes de diferencias finitas de orden superior,
se concluye que en forma general la cantidad de elementos no nulos en las matrices resultantes es
pequefia en relacion a la cantidad total de elementos de la matriz, lo que la categoriza dentro de las
matrices de tipo dispersa. Asi mismo, dichas matrices son no simeétricas.

2. En todos los casos, la transformacion los esquemas numéricos provenientes de diferencias finitas
de orden superior a la base wavelet, genera un aumento en la cantidad de elementos no nulos en
relacion al esquema original.

3. En los casos estudiados sin precondicionamiento, tanto en el primer caso, en el cual predomina
el término difusivo; como en el segundo caso, en el cual predomina el término convectivo; las
familias Daubechies y Symlets ofrecen una buena relacion entre tiempo de procesamiento y error
relativo en combinacion con el método BiCGStab.

4. En los casos estudiados con precondicionamiento, la cantidad de iteraciones se ve sustancialmente
reducida, en todos los casos. El método QMR presenta mejor relacion entre el tiempo de
procesamiento y el error relativo en combinacion con todas las familias wavelet empleadas en
las pruebas correspondientes; en la mayoria de las pruebas realizadas el mejor comportamiento se
observa con 12 coeficientes, presentando menores tiempos de procesamiento a medida que aumenta
el tamafio de la matriz de coeficientes del sistema en comparacion con los casos donde se emplea
el método QMR sin precondicionamiento. EStos resultados se presentan tanto en el caso donde
predomina el término difusivo como en el caso donde predomina el término convectivo.

Como trabajos futuros, se proponen los siguientes:

i. Realizar los experimientos numéricos planteados en éste trabajo empleando otro tipo de
precondicionadores, tales como el precondicionador tipo SPAI.

ii. Realizar el estudio de la aplicacion de técnicas de umbralizacion en los sistemas generados en el
presente trabajo una vez transformados a la base wavelet.



iii. Realizar la deduccion de los esquemas numeéricos provenientes de métodos implicitos de orden 3,
y realizar los experimientos numéricos planteados en éste trabajo con dichos esquemas de orden 3,
para establecer el comportamiento correspondiente.
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APENDICE

Caddigo en Octave para la generacion del esquema numérico a partir de métodos
implicitos de diferencias finitas de orden 2 en el problema de conveccion-difusion

function [A,b] = genera sistema orden 2(N,L,phi,u,D,deltax,deltat,C)

% Genera la matriz de coeficientes del sistema (A) y el vector columna

% de terminos independientes (b)

% provenientes del uso de metodos implicitos de diferencias finitas de orden 2
% N es la cantidad de filas y columnas en el mallado, N*N el numero de

% ecuaciones del sistema

$ L, phi, u, D, deltax, delta t son parametros que representan las condiciones
% fisicas del problema modelado por la ecuacion de conveccion-difusion

% (ver Guo y Wang, 2005).

% C es la matriz que contiene el mallado inicial, contemplando condiciones

% iniciales y de frontera

% Elaborado por: Enrique Flores, 2014.

alphal= -u;

alpha2= D- (phi*u*deltax-u*u*deltat)/ (2*phi);
alpha3= -u*D*deltat/phi;

alpha4= D*D*deltat/(2*phi) ;

kl=(alpha4/ (deltax*deltax*deltax*deltax)
-alpha3/ (deltax*deltax*deltax))* (deltat/phi) ;
k2=(-4*alpha4/ (deltax*deltax*deltax*deltax)
+3*alpha3/ (deltax*deltax*deltax)
+alpha2/ (deltax*deltax) -alphal/ (deltax))* (deltat/phi) ;
k3=(6*alpha4/ (deltax*deltax*deltax*deltax)
-3*alpha3/ (deltax*deltax*deltax)-2*alpha2/ (deltax*deltax)
+alphal/ (deltax)-phi/ (deltat)) * (deltat/phi) ;
k4=(-4*alpha4/ (deltax*deltax*deltax*deltax)
+alpha3/ (deltax*deltax*deltax)+alpha2/ (deltax*deltax)) * (deltat/phi) ;



k5=(alpha4/ (deltax*deltax*deltax*deltax))* (deltat/phi) ;
k6=(-phi/ (deltat)) * (deltat/phi) ;

A=zeros (N*N,N*N) ;
b=zeros (N*N, 1) ;

C=cond inic bord orden 2(N);

while 1 <= N

if i==1

A(i,7)=k3;

A(i,j+1)=k4;

A(i,j+2)=k5;
b(i)=ké6*C(i+2,1)-k1*C(1i,2)-k2*C(i+1,2);

end
if i==

A(i,7)=k2;

A(i,j+1)=k3;

A(i,j+2)=k4;

A(i,j+3)=k5;
b(i)=kée*C(i+2,1)-k1*C(i,2);

end

if(i>=3 & i<=N-2)

A(i,7)=k1;

A(i,j+1)=k2;

A(i,j+2)=k3;

A(i,j+3)=k4;

A(i,j+4)=k5;
b(i)=kée*C(i+2,1);
J=3+1;
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end
if 1==N-1

A(i,J)=k1;

A(i,j+1)=k2;

A(i,j+2)=k3;

A(i,j+3)=k4;

b(i)=k6*C(i+2,1)-k5*C(i+4,2);
J=3+1;

end
if i==N
A(i,])=k1;
A(i,j+1)=k2;
A(i,j+2)=k3;
b(i)=k6*C(i+2,1)-k4*C(i+3,2)-k5*C(i+4,2);
end
1=1+1;

end

j=1;

for (lambda=1:N)
for (i=N+1:N*N)
if i==lambda*N+1
A(i,j)=-ke6;
A(i,j+N)=k3;
A(i,j+N+1)=k4;
A(i,j+N+2)=k5;
b(i)=-k1*C(1,lambda+2)-k2*C(2, lambda+2) ;

J=3+1;

end
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if i==lambda*N+2
A(i,j)=-ke6;
A(i,j+N-1)=k2;
A(i,j+N)=k3;
A(i,j+N+1)=k4;
A(i,j+N+2)=k5;
b(i)=-k1*C(2,lambda+2) ;

J=3+1;

end
if (i>=1lambda*N+3) & (i<=lambda*N+N-2)
A(i,j)=-ke6;
A(i,j+N-2)=k1;
A(i,j+N-1)=k2;
A(i,j+N)=k3;
A(i,j+N+1)=k4;
A(i,j+N+2)=k5;
b(i)=0;

J=3+1;

end
if i==lambda*N+N-1
A(i,7)=-ke6;
A(i,j+N-2)=k1;
A(i,j+N-1)=k2;
A(i,j+N)=k3;
A(i,j+N+1)=k4;
b(i)=-k5*C(N+3,lambda+2) ;
J=3+1;

end
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if i==lambda*N+N
A(i,j)=-k6;
A(i,j+N-2)=k1;
A(i,j+N-1)=k2;
A(i,j+N)=k3;
b(1)=-k4*C(N+3,lambda+2) -k5*C (N+4, lambda+2) ;
j=j+1;

end

end

end

if (det (A)==0)
exit;
end

% FIN genera sistema orden 2.m
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Caddigo en Octave para la generacion de las condiciones iniciales y de frontera en
el problema de conveccidn-difusion

function [C] = cond inic bord orden 2 (N)

o\°

Genera la matriz C que contiene el mallado inicial,

o\°

contemplando condiciones iniciales y de frontera

o\°

provenientes del uso de metodos implicitos de diferencias finitas de orden 2

o\°

N es la cantidad de filas y columnas en el mallado,

o\°

N*N el numero de ecuaciones del sistema

o\°

Elaborado por: Enrique Flores, 2014.

C=zeros (N+4,N+1) ;

for 1=3:N+2
C(i,1)=0;

end

for j=2:N+1
for i=1:2
if i==
C(i,3)=1;
else
c(1,3)=1;
end
end

end

for j=3:N+1
for i=N+3:N+4
C(1,3)=0;

end

end

0

% FIN cond inic bord orden 2.m
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Cddigo en Octave para la generacion de la matriz de transfomacion wavelet a
partir de la matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones

function [W] = genera matriz wavelet (A,s,t)

[n,mm] =size(A);

o\°

Genera la matriz W, matriz de transformacion a la base wavelet

o\°

s numero de coeficientes para la famila wavelet: 4,6,8,12.

o\°

t familia wavelet: Daubechies Symlets, Biorthogonal, Reverse Biorthogonal

o\°

Elaborado por: Enrique Flores, 2014.

if s==1
m=4;

end;

if s==
m=8;

end;

if s==4
m=12;

end;

switch m
case 4 % cuatro coeficientes
if t == 1 % daubechies 2
h=[-0.12940952255092145 0.22414386804185735

0.83651630373746899 0.48296291314469025]
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./norm([-0.12940952255092145 0.22414386804185735
0.83651630373746899 0.48296291314469025]) ;

end

if t == 2 % symlets 2

h=[-0.12940952255092145 0.22414386804185735
0.83651630373746899 0.48296291314469025]
./norm([-0.12940952255092145 0.22414386804185735
0.83651630373746899 0.48296291314469025]) ;

end

if t == 3 % biorth 3.1

h=[-0.35355339059327379 1.0606601717798214
1.0606601717798214 -0.35355339059327379]
./norm([-0.35355339059327379 1.0606601717798214
1.0606601717798214 -0.35355339059327379]) ;

end

if t == 4 % reverse biorth 3.1
h=[0.17677669529663689 0.53033008588991071
0.53033008588991071 0.17677669529663689]
./norm([0.17677669529663689 0.53033008588991071
0.53033008588991071 0.17677669529663689]) ;

end

case 6 % seis coeficientes

if t == 1 % daubechies 3
h=[0.035226291882100656 -0.085441273882241486
-0.13501102001039084 0.45987750211933132
0.80689150931333875 0.33267055295095688]
./norm([0.035226291882100656 -0.085441273882241486
-0.13501102001039084 0.45987750211933132
0.80689150931333875 0.33267055295095688]) ;

end

if t == 2 % symlets 3

h=[0.035226291882100656 -0.085441273882241486
-0.13501102001039084 0.45987750211933132
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0.80689150931333875 0.33267055295095688]
./norm([0.035226291882100656 -0.085441273882241486
-0.13501102001039084 0.45987750211933132
0.80689150931333875 0.33267055295095688]) ;

end

if t == 3 % biorth 2.2

h=[0.0 -0.17677669529663689
0.35355339059327379 1.0606601717798214
0.35355339059327379 -0.17677669529663689]
./norm([0.0 -0.17677669529663689
0.35355339059327379 1.0606601717798214
0.35355339059327379 -0.17677669529663689]) ;

end

if t == 4 % reverse biorth 2.2

h=[0.0 0.0

0.35355339059327379 0.70710678118654757
0.35355339059327379 0.0]

./norm([0.0 0.0

0.35355339059327379 0.70710678118654757
0.35355339059327379 0.0]) ;

end

case 8 % ocho coeficientes

if t == 1 % daubechies 4
h=[-0.010597401784997278 0.032883011666982945
0.030841381835986965 -0.18703481171888114
-0.027983769416983849 0.63088076792959036
0.71484657055254153 0.23037781330885523]
./norm([-0.010597401784997278 0.032883011666982945
0.030841381835986965 -0.18703481171888114
-0.027983769416983849 0.63088076792959036
0.71484657055254153 0.23037781330885523]) ;
end

if t == 2 % symlets 4
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h=[-0.075765714789273325 -0.02963552764599851
0.49761866763201545 0.80373875180591614
0.29785779560527736 -0.099219543576847216
-0.012603967262037833 0.032223100604042702]
./norm([-0.075765714789273325 -0.02963552764599851
0.49761866763201545 0.80373875180591614
0.29785779560527736 -0.099219543576847216
-0.012603967262037833 0.032223100604042702]) ;

end

if t == 3 % biorth 3.3

h=[0.066291260736238838 -0.19887378220871652
-0.15467960838455727 0.99436891104358249
0.99436891104358249 -0.15467960838455727
-0.19887378220871652 0.066291260736238838]
./norm([0.066291260736238838 -0.19887378220871652
-0.15467960838455727 0.99436891104358249
0.99436891104358249 -0.15467960838455727
-0.19887378220871652 0.066291260736238838]) ;

end

if t == 4 % reverse biorth 3.3

h=[0.0 0.0

0.17677669529663689 0.53033008588991071
0.53033008588991071 0.17677669529663689
0.0 0.0]

./norm(h=[0.0 0.0

0.17677669529663689 0.53033008588991071
0.53033008588991071 0.17677669529663689
0.0 0.0]);

end

case 12 % doce coeficientes
if t == 1 % daubechies 6
h=[-0.0010773010849955799 0.0047772575110106514
0.0005538422009938016 -0.031582039318031156

136



0.027522865530016288 0.097501605587079362
-0.12976686756709563 -0.22626469396516913
0.3152503517092432 0.75113390802157753
0.49462389039838539 0.11154074335008017]
./norm([-0.0010773010849955799 0.0047772575110106514
0.0005538422009938016 -0.031582039318031156
0.027522865530016288 0.097501605587079362
-0.12976686756709563 -0.22626469396516913
0.3152503517092432 0.75113390802157753
0.49462389039838539 0.11154074335008017]) ;
end
if t == % symlets 6
h=[0.015404109327027373 0.0034907120842174702
-0.11799011114819057 -0.048311742585632998
0.49105594192674662 0.787641141030194
0.3379294217276218 -0.072637522786462516
-0.021060292512300564 0.044724901770665779
0.0017677118642428036 -0.007800708325034148]
./norm([0.015404109327027373 0.0034907120842174702
-0.11799011114819057 -0.048311742585632998
0.49105594192674662 0.787641141030194
0.3379294217276218 -0.072637522786462516
-0.021060292512300564 0.044724501770665779
0.0017677118642428036 -0.0078007083250341438]) ;

end

if t == 3 % biorth 5.5

h=[0.0 0.0

0.03968708834740544 0.0079481086372403219
-0.054463788468236907 0.34560528195603346
0.73666018142821055 0.34560528195603346
-0.054463788468236907 0.0079481086372403219
0.03968708834740544 0.0]

./norm([0.0 0.0

0.03968708834740544 0.0079481086372403219
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-0.054463788468236907 0.34560528195603346
0.73666018142821055 0.34560528195603346
-0.054463788468236907 0.0079481086372403219
0.03968708834740544 0.0]) ;

end

if t == 4 % reverse biorth 5.5

h=[0.0 0.013456709459118716
-0.0026949668801115071 -0.13670658466432914
-0.093504697400938863 0.47680326579848425
0.89950610974864842 0.47680326579848425
-0.093504697400938863 -0.13670658466432914
-0.0026949668801115071 0.013456709459118716]
./norm([0.0 0.013456709459118716
-0.0026949668801115071 -0.13670658466432914
-0.093504697400938863 0.47680326579848425
0.89950610974864842 0.47680326579848425
-0.093504697400938863 -0.13670658466432914
-0.0026949668801115071 0.013456709459118716]) ;

end

end

wl=zeros(n/2,n);

r=0;
for i=1:n/2
for k=1:m
if (k+r<=n)
wl(i,k+r)=h(k);
kl=k;
end
end

for g=kl+1l:m
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wl(i,g-k1)=h(q);

end
r=r+2;

end

g=h(m:-1:1);

for i=2:2:m
g(i)=-1*g(1i);
end

gi

w2=zeros (n/2,n) ;

r=0;
for i=1:n/2
for k=1:m

if (k+r<=n)

w2 (i,k+r)=g(k);

kl=k;
end
end

for g=kl+l:m

w2 (1,9-k1)=g(q);

end
r=r+2;

end

W=[wl;w2];

% FIN genera matriz wavelet.m
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Cadigo en Octave para la factorizacion incompleta 1LU(0)

function [L,U]=ilu 0(A);

o\°

Genera la descomposicion incompleta ILU(0) de la matriz A

o\°

M = LU sirve de precondicionador de un sistema de ecuaciones lineales

o\°

cuya matriz de coeficientes es A

o\°

Elaborado por: Enrique Flores, 2014.

n = size(A,1); B = A;

for i=2:n
for k=1:(i-1)
if abs(A(i, k))>0
B(i,k) = B(i,k) / B(k,k);
for j=(k+1):n
if abs(A(i,]))>0
B(i,3) = B(i,3) - B(i,k)*B(k,J);
end
end
end

end

end

L = tril(B,-1) + speye(n);
triu(B) ;
FIN ilu 0.m

G
1l

o\°
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Cadigo en Octave del método iterativo BiCG

function [x, error, iter, flag] = bicg(A, x, b, M, max it, tol)

o\°

-- Iterative template routine --

% Univ. of Tennessee and Oak Ridge National Laboratory

% October 1, 1993

% Details of this algorithm are described in "Templates for the
% Solution of Linear Systems: Building Blocks for Iterative

% Methods", Barrett, Berry, Chan, Demmel, Donato, Dongarra,

% Eijkhout, Pozo, Romine, and van der Vorst, SIAM Publications,
% 1993. (ftp netlib2.cs.utk.edu; cd linalg; get templates.ps).
% [x, error, iter, flag] = bicg(A, x, b, M, max_it, tol)

o\°

o\°

bicg.m solves the linear system Ax=b using the

o\°

BiConjugate Gradient Method with preconditioning.

% input A REAL matrix

% M REAL preconditioner matrix

% X REAL initial guess vector

% b REAL right hand side vector

% max_it  INTEGER maximum number of iterations

% tol REAL error tolerance

% output x REAL solution vector

% error REAL error norm

% iter INTEGER number of iterations performed

% flag INTEGER: 0 = solution found to tolerance

% 1 = no convergence given max it

% -1 = breakdown
iter = 0; % 1nitialization
flag = 0;
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bnrm2 = norm( b );

if ( bnrm2 == 0.0 ), bnrm2 = 1.0;

r = b - A*x;
error = norm( r ) / bnrm2;
if ( error < tol ) return, end

r tld = r;

for iter

l:max it

z =M\ r;

z tld = M’ \ r_tld;

(z'*r tld );

if ( rho == 0.0 ),
break

rho

end

if ( iter > 1 ),

beta = rho / rho 1;

P =2z + beta*p;

p tld = z tld + beta*p tld;
else

p =2z

p tld = z tld;
end
q = A*p;

g tld = A'*p tld;
alpha = rho / (p tld'*q );

X = X + alpha*p;

r = r - alpha*q;
r tld = r tld - alpha*g_tld;
error = norm( r ) / bnrm2;

end

% begin iteration

\o

> direction vectors

% compute residual pair

o\°

update approximation

o\°

check convergence
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if ( error <= tol ), break, end

rho 1 = rho;

end

if ( error <= tol ), % converged
flag = 0;
elseif ( rho == 0.0 ), % breakdown
flag = -1;
else
flag = 1; % no convergence
end

% END bicg.m
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Cddigo en Octave del méetodo iterativo BiCGStab

function [x, error, iter, flag] = bicgstab(A, x, b, M, max it, tol)

o\°

-- Iterative template routine --

% Univ. of Tennessee and Oak Ridge National Laboratory

% October 1, 1993

% Details of this algorithm are described in "Templates for the
% Solution of Linear Systems: Building Blocks for Iterative

% Methods", Barrett, Berry, Chan, Demmel, Donato, Dongarra,

% Eijkhout, Pozo, Romine, and van der Vorst, SIAM Publications,
% 1993. (ftp netlib2.cs.utk.edu; cd linalg; get templates.ps).
% [x, error, iter, flag] = bicgstab(aA, x, b, M, max it, tol)

o\°

o\°

bicgstab.m solves the linear system Ax=b using the

o\°

BiConjugate Gradient Stabilized Method with preconditioning.

% input A REAL matrix

% X REAL initial guess vector

% b REAL right hand side vector

% M REAL preconditioner matrix

% max_it  INTEGER maximum number of iterations

% tol REAL error tolerance

% output x REAL solution vector

% error REAL error norm

% iter INTEGER number of iterations performed

% flag INTEGER: 0 = solution found to tolerance

% 1 = no convergence given max it

% -1 = breakdown: rho = 0

% -2 = breakdown: omega = 0
iter = 0; % initialization
flag = 0;
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bnrm2 = norm( b );

if ( bnrm2 == 0.0 ), bnrm2 = 1.0; end

r = b - A*x;
error = norm( r ) / bnrm2;

if ( error < tol ) return, end

omega = 1.0;

r tld = r;

for iter = l:max it, % begin iteration
rho = (r tld'*r ); % direction vector

if ( rho == 0.0 ) break, end

if ( iter > 1 ),
beta = ( rho/rho 1 )*( alpha/omega );

P =1 + beta*( p - omega*v );
else

p=rI
end

p_hat = M \ p;

v = A*p hat;

alpha = rho / ( r tld'*v );

s = r - alpha*v;

if ( norm(s) < tol ), % early convergence check
X = X + alpha*p hat;
resid = norm( s ) / bnrm2;

break;

end
s hat = M \ s; % stabilizer
t = A*s hat;

omega = ( t'*s) / ( t'*t );
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ke
I
b
+

alpha*p hat + omega*s hat;

o\

update approximation

r =8 omegax*t;

error = norm( r ) / bnrm2;

o\°

check convergence

if ( error <= tol ), break, end
if ( omega == 0.0 ), break, end
rho 1 = rho;

end

if ( error <= tol | s <= tol ), $ converged

if (s <= tol ),
error = norm(s) / bnrm2;

end
flag = 0;

elseif ( omega == 0.0 ), % breakdown
flag = -2;

elseif ( rho == 0.0 ),
flag = -1;

else % no convergence
flag = 1;

end

% END bicgstab.m

]
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Cddigo en Octave del método iterativo CGS

function [x, error, iter, flag] = cgs(A, x, b, M, max it, tol)

o\°

-- Iterative template routine --

% Univ. of Tennessee and Oak Ridge National Laboratory

% October 1, 1993

% Details of this algorithm are described in "Templates for the
% Solution of Linear Systems: Building Blocks for Iterative

% Methods", Barrett, Berry, Chan, Demmel, Donato, Dongarra,

% Eijkhout, Pozo, Romine, and van der Vorst, SIAM Publications,
% 1993. (ftp netlib2.cs.utk.edu; cd linalg; get templates.ps).
% [x, error, iter, flag] = cgs(A, x, b, M, max it, tol)

o\°

o\°

cgs.m solves the linear system Ax=b using the

o\°

Conjugate Gradient Squared Method with preconditioning.

% input A REAL matrix

% X REAL initial guess vector

% b REAL right hand side vector

% M REAL preconditioner

% max_it  INTEGER maximum number of iterations

% tol REAL error tolerance

% output x REAL solution vector

% error REAL error norm

% iter INTEGER number of iterations performed

% flag INTEGER: 0 = solution found to tolerance

% 1 = no convergence given max it
iter = 0; % initialization
flag = 0;

bnrm2 = norm( b );
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if ( bnrm2 == 0.0 ), bnrm2 = 1.0; end

r = b - A*x;
error = norm( r ) / bnrm2;

if ( error < tol ) return, end

r tld = r;

for iter = l:max_it,

rho = (r_tld'*r );
if (rho == 0.0), break, end

if ( iter > 1),
beta = rho / rho 1;

u = r + beta*q;

P = Uu + beta*( g + beta*p );
else
u = 1;
p=u;
end
p_hat = M \ p;
v_hat = A*p hat;
alpha = rho / ( r tld’*v hat );

g = u - alpha*v hat;
u_hat = M \ (u+q);

X = X + alpha*u hat;
r = r - alpha*A*u hat;
error = norm( r ) / bnrm2;

if ( error <= tol ), break, end

rho 1 = rho;

% begin iteration

% direction vectors

0

% adjusting scalars

)

% update approximation

[

% check convergence
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end

if (error <= tol), % converged
flag = 0;

elseif ( rho == 0.0 ), % breakdown
flag = -1;

else % no convergence
flag = 1;

end

% END cgs.m
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Caddigo en Octave del método iterativo QMR

function [x, error, iter, flag] = gmr( A, x, b, M, max it, tol )

o\°

-- Iterative template routine --

% Univ. of Tennessee and Oak Ridge National Laboratory

% October 1, 1993

% Details of this algorithm are described in "Templates for the
% Solution of Linear Systems: Building Blocks for Iterative

% Methods", Barrett, Berry, Chan, Demmel, Donato, Dongarra,

% Eijkhout, Pozo, Romine, and van der Vorst, SIAM Publications,
% 1993. (ftp netlib2.cs.utk.edu; cd linalg; get templates.ps).
% [x, error, iter, flag] = gmr( A, x, b, M, max it, tol )

o\°

o\°

gmr.m solves the linear system Ax=b using the

o\°

Quasi Minimal Residual Method with preconditioning.

% input A REAL matrix

% X REAL initial guess vector

% b REAL right hand side vector

% M REAL preconditioner

% max_it  INTEGER maximum number of iterations

% tol REAL error tolerance

% output x REAL solution vector

% error REAL error norm

% iter INTEGER number of iterations performed
% flag INTEGER: 0: solution found to tolerance
% 1: no convergence given max it
% breakdown:

% -1: rho

% -2: beta

% -3: gamma

% -4: delta

150



-6: x1

iter

0;
0;

flag

bnrm2 = norm( b );

if ( bnrm2 == 0.0 ), bnrm2

1.0; end

r = b - A*x;
error = norm( r ) / bnrm2;

if ( error < tol ) return, end

[M1,M2] = 1u( M );

v tld = r;
y = ML \ v_tld;

rho = norm( y );

w tld = r;
z = M2’ \ w_tld;

X1 = norm( z );

gamma = 1.0;
eta = -1.0;
theta = 0.0;

for iter = l:max it,

2]

% initialization

% begin iteration

if ( rho == 0.0 | xi == 0.0 ), break, end

v = v_tld / rho;
y =y / rho;
w=wtld / xi;

z =z [/ xi;

151



delta = z'*y;
if ( delta == 0.0 ), break, end

y tld
z tld

M2\ y;
M1'\ z;

if ( iter > 1 ),
p =y tld - ( xi*delta / ep )*p;

g = z tld - ( rho*delta / ep )*q;
else
p =y tld;
g =z tld;
end
p _tld = A*p;

ep = q'*p_tld;
if (ep == 0.0 ), break, end

beta = ep / delta;
if ( beta == 0.0 ), break, end

v_tld = p tld - beta*v;
y = Ml \ v tld;

rho 1 = rho;

rho = norm( y );

w tld = ( A’*q ) - ( beta*w );
z = M2' \ w tld;

x1 = norm( z );

gamma_1 = gamma;

theta 1 = theta;

theta = rho / ( gamma_1l*beta );
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gamma = 1.0 / sqgrt( 1.0 + (theta®™2) );

if ( gamma == 0.0 ), break, end

eta = -eta*rho 1% (gamma”2) / ( beta*(gamma_1"2) );

o\°

if ( iter > 1), compute adjustment
d = eta*p + (( theta l*gamma )”"2)*d;

s = eta*p tld + (( theta l*gamma )”2)*s;

else
d = eta*p;
s = eta*p tld;
end
X = X + d; % update approximation
r=1r - S; % update residual

o\°

error = norm( r ) / bnrm2; check convergence

if ( error <= tol ), break, end

end

if ( error <= tol ), % converged
flag = 0;
elseif ( rho == 0.0 ), % breakdown
flag = -1;
elseif ( beta == 0.0 ),
flag = -2;
elseif ( gamma == 0.0 ),
flag = -3;
elseif ( delta == 0.0 ),
flag = -4;
elseif ( ep == 0.0 ),
flag = -5;
elseif ( xi == 0.0 ),
flag = -6;
else % no convergence
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flag = 1;

end

)

% END gmr.m
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