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INTRODUCCIÓN

En el siguiente trabajo de investigación se muestra un enfoque básico de la teoría de

la transformada wavelet fundamentada en los tópicos del álgebra lineal con la finalidad de

ofrecer una visión vectorial sobre la teoría de ondículas.

En los siguientes capítulos se desarrolló la teoría necesaria del álgebra lineal que

permite conocer las propiedades existentes en los espacios vectoriales con el objetivo de

determinar  que  un  conjunto  de  funciones  continuas  en  un  intervalo  dado  bajo  ciertas

condiciones puede formar un espacio vectorial, a partir de estas propiedades se tratarán las

funciones continuas como vectores y por ende podrá establecerse la descomposición de las

mismas como combinación lineal de vectores pertenecientes a una base vectorial.

Para comprender el desarrollo teórico en el que se basa la transformada de ondículas

es necesario tener  conocimientos  de ciertos  tópicos o fundamentos teóricos  del  álgebra

lineal como lo son los espacios vectoriales y sus propiedades entre otros. El álgebra lineal

permite conceptualizar esta transformada a través de un enfoque vectorial, de este hecho

deriva la importancia de comprender y dominar los tópicos del algebra lineal para poder

establecer  una  relación  con  las  teoría  que  involucra  la  transformada  wavelet  y

posteriormente proceder a su análisis y sus aplicaciones.

La  asignatura  álgebra  lineal  forma  parte  de  los  estudios  básicos  en  el  área  de

ingeniería y para un ingeniero más allá de dominar una teoría es muy importante analizar

las aplicaciones de la misma, en el último capítulo de este trabajo se presentará un resumen

de  algunos  trabajos  de  investigación  realizados  en  la  Facultad  de  Ingeniería  de  la

Universidad de Carabobo donde se haya hecho uso de la transformada wavelet. Es por ello

que es de gran utilidad para un investigador disponer de un texto que ofrezca una buena

información teórica  y formal  de los  conceptos  a  estudiar  que  proporcionen facilidad  y

claridad para analizar las teorías y permitan conocer sus aplicaciones.
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CAPITULO I  
 

 

FUNDAMENTOS DEL ÁLGEBRA LINEAL 

 

 

Introducción 

 En este capítulo se definirán algunos fundamentos del álgebra lineal necesarios para 

la sustentación de la definición de la transformada wavelet, dicha transformada está basada 

en la manipulación de funciones wavelet como base del espacio vectorial de funciones 

cuadrado integrable 𝐿2(ℜ). 

 

 

1.1.- ESPACIO VECTORIAL (EV) 

 

 

 Sea E un conjunto cualquiera con dos operaciones definidas, una operación binaria 

  de adición (ley de composición interna aditiva) definida de E×E E , R un campo de 

escalares y sea ⨀ una operación externa producto por un escalar definida de R×E E . 

Entonces la terna (E,  , ⨀) es un espacio vectorial sobre el conjunto de escalares R si 

para todo a, b, c   E y , R   , se satisfacen los siguientes axiomas: 

 

Axiomas para 

la Adición 

I) a b = b a  

II) (a b)  c = a (b c) 

III) Existe un vector O   E tal que O a = a,  aE 

IV) Para cada vector aE,  -aE tal que a (-a) = O 

 

Axiomas para 

la 

Multiplicación 

Escalar 

      V)        ⨀ (a b) =  ⨀a   ⨀b 

      VI)     ( )  ⨀a =  ⨀a   ⨀a 

      VII)    ( ) ⨀a =  ⨀ (  ⨀a) =  ⨀ ( ⨀a ) 

      VIII)   1⨀a = a 
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 Si E es un espacio vectorial, a sus elementos se les denomina vectores. 

 

 

  Esta sería la definición más genérica de  vector “un elemento de un espacio 

vectorial”. Existen diferentes tipos de vectores como por ejemplo el vector geométrico 

definido como un segmento de recta orientado y dirigido el cual se representa mediante una 

saeta; otro tipo de vectores es como el que se muestra en el ejemplo 1 donde se quiere 

demostrar que una función f(x) bajo ciertas condiciones es un vector. 

 

 

 Ejemplo 1 

 

 Sea I un intervalo de la recta real y sea F(I) el conjunto de todas las funciones reales 

con dominio real en I. Para todo , ( )f g F I  y para todo escalar R , se define: 

 

 

 
I)   (𝑓 ⊕ 𝑔)(𝑥) = 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥         ∀ 𝑥 ∈ 𝐼

II)     (𝛼⨀𝑓)(𝑥) =  𝛼𝑓 𝑥                   ∀ 𝑥 ∈ 𝐼
  

 

 ¿Es (F(I),   , ⨀) un espacio vectorial? 

 

 

 Para demostrar que es un espacio vectorial es necesario verificar el cumplimiento de 

cada uno de los ocho axiomas de la definición de espacio vectorial. 

 

I) f g = g f  

 

   ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )x x x xx x
f g f g g f g f        

 

II) (f g)  h = f (g h) 

 

       

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( )

...

                                                                                      ...

x x x x x x xxx

x

f g h f g h f g h f g h

f g h

                   

    
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III) fO = f 

 

  ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

     (1)

pero  0                     (2)

igualando (1) con (2) se tiene:

0,  de donde 0;  por lo tanto existe elemento neutro para la suma.

x x xx

x x

x x x x

f O f O f

f f

f O f O

   

 

   

 

 

 IV)      f (-f) = O 

 

  ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) 0 ( ) ;existe elemento simétrico.x x x xx

f f f f f f             

 

 V)      ⨀ (f g) =  ⨀f   ⨀g 

 

 𝛼⨀ 𝑓 ⊕ 𝑔   𝑥 = 𝛼 𝑓 ⊕ 𝑔  𝑥 = 𝛼 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥  = 𝛼𝑓 𝑥 + 𝛼𝑔 𝑥 … 

                               … =  𝛼⨀𝑓 (𝑥) ⊕  𝛼⨀𝑔 (𝑥) =  𝛼 ⊙ 𝑓 ⊕ 𝛼 ⊙ 𝑔 (𝑥) 

 

 VI)   ( )  ⨀f =  ⨀f   ⨀f 

 

  𝛼 + 𝛽 ⨀𝑓 (𝑥) =  𝛼 + 𝛽 𝑓(𝑥) = 𝛼𝑓(𝑥) + 𝛽𝑓(𝑥) =  𝛼⨀𝑓⨁𝛽⨀𝑓 (𝑥) 

 

 VII)   ( ) ⨀f =  ⨀ (  ⨀f) 

 

 𝛼⨀ 𝛽⨀𝑓  (𝑥) = 𝛼 𝛽⨀𝑓 (𝑥) = 𝛼(𝛽𝑓(𝑥)) =  𝛼𝛽 𝑓 𝑥 =   𝛼𝛽 ⨀𝑓 (𝑥) 

 

 VIII)  1⨀f = f 

 

 1⨀𝑓 (𝑥) = 1 ∗ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) =  𝑓 (𝑥) 

 

 

 Se cumplieron los ocho axiomas, por lo tanto un conjunto de funciones reales 

continuas en un intervalo I con las operaciones de suma y producto por un escalar dadas 

anteriormente forman un espacio vectorial y a cada una de las funciones de ese conjunto se 

les puede llamar vectores. Se verifica entonces que una función f(x) puede ser un vector. 
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1.2.- SUBESPACIO VECTORIAL (SEV) 

 

 

  Sea (E,  , ⨀) un espacio vectorial y sea S un subconjunto de E. Se dice que S es 

un subespacio vectorial del espacio vectorial (E,  , ⨀), si (S,  , ⨀) es a su vez un 

espacio vectorial, es decir, S es un subespacio vectorial de E, si S con las mismas 

operaciones de adición y producto por un escalar definidas en E, forma un espacio 

vectorial. 

 

 

 De todo conjunto E se pueden obtener subconjuntos, algunos de ellos heredarán las 

propiedades del conjunto original y otros no, es decir, algunos subconjuntos formaran un 

espacio vectorial y otros de los subconjuntos no cumplirán con las propiedades que 

preservan los espacios vectoriales, el Teorema 1.2.1 establece cuales son las propiedades 

que debe satisfacer un subconjunto S de un conjunto E para que este subconjunto S pueda 

ser denominado espacio vectorial. Al ser S un subconjunto de E puede denotarse esta 

relación como S E . 

 

 

 Teorema 1.2.1 

 

 Sea E un espacio vectorial y sea S un subconjunto no vacío de E. Entonces S es un 

subespacio de E, si y sólo si,  a, b   S      escalar, se cumple que: 

 

I) a   b   S 

II)  ⨀a   S 

 

 

Anteriormente se estableció que un conjunto de funciones continuas forman un 

espacio vectorial (ver ejemplo 1), en el ejemplo 2 se mostrará que un subconjunto de 

funciones f(x) del espacio vectorial de las funciones reales continuas puede formar un 

espacio vectorial. 
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Ejemplo 2 

Determine si es o no un subespacio vectorial el siguiente subconjunto: 

 ( ) (1)/ 0 ( ) con xS f f f I I     

 

 

Para determinar si es o no es un subespacio vectorial se debe verificar el 

cumplimiento de los axiomas del teorema 1.2.1. 

 

( ) (1)

( ) (1)

,        

/ 0

/ 0

x

x

a b S

a a a

b b b

    

 

 
 

 

( ) ( ) ( )

)

( ) x x x

I a b S

a b a b

 

  
 

(1) (1) (1) (1)( ) 0 0 0 ( )a b a b a b S        
 

 

( ) ( )

)

( ) x x

II a S

a a



 




 

(1) (1) (1)( ) * *0 0 ( )a a a S       
 

 

 Se satisfacen los dos axiomas por lo tanto el subconjunto S es un subespacio 

vectorial. 

 

 

 Como se mencionó anteriormente no todo subconjunto de un espacio vectorial es un 

espacio vectorial que pueda ser llamado subespacio vectorial, el ejemplo 3 muestra un caso 

de este tipo, se establece un subconjunto de un espacio vectorial que no satisface las 

condiciones para que el mismo sea llamado subespacio vectorial. 
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Ejemplo 3 

Determine si es o no un subespacio vectorial el siguiente subconjunto: 

 ( ) (0)/ 1 ( ) con xS f f f I I     

 

 

Para determinar si es o no es un subespacio vectorial se debe verificar el 

cumplimiento de los axiomas del teorema 1.2.1. 

 

( ) (0)

( ) (0)

,        

/ 1

/ 1

x

x

a b S

a a a

b b b

    

 

 
 

 

( ) ( ) ( )

)

( ) x x x

I a b S

a b a b

 

  
 

(0) (0) (0) (0)( ) 1 1 2 1    ( )  a b a b a b S         
 

 

 

 Se observa el fallo del primer axioma del Teorema 1.2.1 lo que indica que el 

subconjunto S no es un subespacio vectorial a pesar de que S es un subconjunto del espacio 

vectorial formado por el conjunto de todas las funciones reales continuas f(I). 

 

 

1.3.- COMBINACIÓN LINEAL 

 

 

 Si X es un subconjunto de vectores de un espacio vectorial E entonces un vector de 

la forma 1 1 2 2 3 3v v v ... vn n       , donde los i  son escalares y los vi X, es una 

combinación lineal de vectores de X con coeficientes i . 
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 Un vector v   E se dice que es combinación lineal de los vectores v1,…,vn   E, si 

existen escalares 1,..., n     R ( R es un campo de escalares) tales que: 

 

1 1

1

v v ... v v
n

n n i i

i

  


     (1.1) 

 

 

 El vector (2,10) es combinación lineal de los vectores del conjunto X={(1,3);(0,1)} 

ya que (2,10) = 2⨀(1,3)   4⨀(0,1). 

 

 

 Por el contrario, el vector (0,1,0) no es combinación lineal de los vectores del 

conjunto B = {(4,0,0); (0,0,3)} ya que no existen valores 1 2  y     que hagan posible el 

cumplimiento de la igualdad (0,1,0)= 1 ⨀ (4,0,0)  2 ⨀ (0,0,3). Aunque el vector (0,1,0) 

no pertenece a la combinación lineal de los vectores del conjunto B existen infinitos 

vectores que si pertenecen a la combinación lineal de los vectores del conjunto B los cuales 

se van construyendo con distintos valores reales de los escalares 1 2  y    ; el Teorema 

1.3.1 expresa que los infinitos vectores que pertenecen a la combinación lineal de un 

conjunto de vectores dados forma un subespacio vectorial. 

 

 

 Teorema 1.3.1 

 

 Sea X un subconjunto no vacío de vectores de un espacio vectorial E, entonces el 

conjunto L(X) formado por todas las combinaciones lineales de los vectores de X, es un 

subespacio vectorial de E y es el más pequeño subespacio de E que contiene a X. 

 

 

 Como un vector es cualquier elemento de un espacio vectorial y la combinación 

lineal se plantea entre vectores, entonces en f(R) un ejemplo de combinación lineal podría 

ser el vector 5+x (B)L  donde B={1-x;1+x} ya que 5+x = 2⨀(1-x) 3⨀(1+x); para este 
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caso el conjunto formado por todas las combinaciones lineales de B sería  

1 2(B) (1 ) (1 )L x x     . 

 

 

1.4.- CONJUNTOS GENERADORES 
 

 

 Si X es un conjunto no vacío de vectores de un espacio vectorial E, entonces el 

subespacio L(X) de E, descrito en el Teorema 1.3.1, es el subespacio de E generado por X 

ó expandido por X. El conjunto X genera a L(X). A los vectores de X se les llama vectores 

generadores de L(X). En particular un subconjunto Y de vectores del espacio E genera todo 

el espacio vectorial E, si L(Y) = E. 

 

 

 Para ilustrar que forma puede tomar un conjunto generado por un grupo de vectores 

en el ejemplo 4 se evidencia el procedimiento a seguir para representar el conjunto formado 

por un grupo de vectores dado. 

 

 

 Ejemplo 4 

 Determinar el conjunto generado (subespacio generado) por el siguiente 

subconjunto X={(1,1,0);(0,1,2)} 3 . 

 

 

 El conjunto generado es el conjunto L(X); este conjunto se genera a partir de la 

combinación de los elementos de X, 1 2(X) (1,1,0) (0,1,2)L    , como X está contenido 

en R
3
 entonces L(X) será un subespacio de R

3
 y puede representarse por un vector genérico 

de este espacio por ejemplo (x,y,z), así se tendrá que: 

 

1 2( , , ) (1,1,0) (0,1,2)x y z   
 (1.2)

 

Esta ecuación (1.2) origina al siguiente sistema de ecuaciones  
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1 2

1 2

1 2

0

0 2

x

y

z

 

 

 

 


 
  

 

 Resolviendo aplicando el método de Gauss 

 
1 0 ⋮ 𝑥
1 1 ⋮ 𝑦
0 2 ⋮ 𝑧

 ∽ 𝑓2 = 𝑓2 − 𝑓1  
1 0 ⋮ 𝑥
0 1 ⋮ 𝑦 − 𝑥
0 0 ⋮ 𝑧

 ∽ 𝑓3 = 𝑓3 − 2𝑓2  
1 0 ⋮ 𝑥
0 1 ⋮ 𝑦 − 𝑥
0 0 ⋮ 2𝑥 − 2𝑦 + 𝑧

  

 

 

 El conjunto generado L(X) es el conjunto de vectores de la forma (x,y,z) que hacen 

que el sistema sea compatible (tenga solución), esto es para que existan valores reales para 

1 2  y    , el sistema presentará solución siempre que 2 2 0x y z   , por lo tanto: 

 

L(X) = {(x,y,z)/ 2 2 0x y z   } el cual es un plano en R
3
. 

 

 

 El conjunto generado no sólo está limitado al espacio R
n
 ya que este se forma a 

partir de la combinación lineal de vectores, el ejemplo 5 muestra un caso donde el conjunto 

generado se forma a partir de vectores de un espacio vectorial distinto de R
n
. 

 

 

Ejemplo 5 

 Determinar el subespacio generado por el siguiente subconjunto 

X={1+x+2x
2
;1+2x+3x

2
} 2 ( )P x  (conjunto de todos los polinomios de grado  2). 

 

 

 
2 2

1 2(X) (1 2 ) (1 2 3 )L x x x x       , como X está contenido en 2 ( )P x  entonces 

L(X) será un subespacio de 2 ( )P x  y puede representarse por un vector genérico de este 

espacio por ejemplo a+bx+cx
2
, así se tendrá que: 
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2 2 2

1 2a b c (1 2 ) (1 2 3 )x x x x x x        
 

(1.3)
 

         Esta ecuación (1.3) origina al siguiente sistema de ecuaciones  

1 2

1 2

1 2

a

2 b

2 3 c

 

 

 

 


 
  

 

 Resolviendo aplicando el método de Gauss 

 
1 1 ⋮ 𝑎
1 2 ⋮ 𝑏
2 3 ⋮ 𝑐

 ∽  
1 1 ⋮ 𝑎
0 1 ⋮ 𝑏 − 𝑎
0 1 ⋮ 𝑐 − 2𝑎

 ∽  
1 0 ⋮ 2𝑎 − 𝑏
0 1 ⋮ 𝑏 − 𝑎
0 0 ⋮ 𝑐 − 𝑏 − 𝑎

  

 

 

 El conjunto generado L(X) es el conjunto de vectores de la forma 
2a b cx x  que 

hacen que el sistema sea compatible (tenga solución), esto es para que existan valores 

reales de 1 2  y    , el sistema presentará solución siempre que c-b-a 0 , por lo tanto: 

 

L(X)={ a+bx+cx
2
 2 ( )P x / c-b-a 0 }. 

 

 

1.5.- CONJUNTOS INDEPENDIENTES 
 

 

 Primeramente hay que conocer lo que es una relación de dependencia, lo cual puede 

definirse: 

 

 

 Sea X un subconjunto no vacío de vectores de un espacio vectorial E, una relación 

de dependencia  en X es una relación de la forma: 

 

 

1 1 2 2 3 3v v v ... vn n O       
 (1.4)
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Para distintos 1 2 3v ,v ,v ,...,vn    X, donde al menos uno de los coeficientes αi es 

distinto de cero, esto es, L(X) = O   al menos uno de los αi ≠ 0. 

 

 

 Considérese el subconjunto X = {(2, 3), (-4, -6), (5, 9)} de vectores de E = R
2
. La 

relación 2⨀(2,3)   1⨀(-4,-6) = (0,0), es una relación de dependencia en X. 

 

 

 Un subconjunto no vacío X de vectores de un espacio vectorial E es linealmente 

dependiente si en X existe al menos una relación de dependencia, y es linealmente 

independiente si no existe ninguna relación de dependencia en X. 

 

 

 Ahora bien, considérese X como el subconjunto de R
3
 formado por los vectores 

unitarios    e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) y e3 = (0, 0, 1). Se observa que: 

 

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3e e e (1,0,0) (0,1,0) (0,0,1) ( , , )             
 (1.5)

 

          

De donde, 1 1 2 2 3 3e e e (0,0,0)        1 2 3 0      por lo tanto no hay 

ninguna relación de dependencia en el subconjunto X = {e1, e2, e3}; el subconjunto X se 

dice que es linealmente independiente. 

 

 

Teorema 1.5.1 

 

Un subconjunto no vacío X = {v1, v2, v3,…, vn} de distintos vectores no nulos de un 

espacio vectorial E, es dependiente si, y sólo si, algún vector, por ejemplo vk, para k>1, 

puede expresarse como combinación lineal de los vectores que le preceden v1, v2,…, vk-1. 

 

 Demostración: Asumiendo que X es dependiente y que al menos contiene dos 

vectores (puesto que un conjunto con un solo vector no nulo es independiente), una relación 
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de dependencia en X es 1 1 2 2 3 3v v v ... vn n O        , si k es el más grande entero tal 

que 0k  , entonces el vector en la posición k puede escribirse como: 

 

1 1 2 2 3 3v v v ... vk k O       
 (1.6)

 

           

3 11 2
1 2 3 1v v v ... vk

k k

k k k k

v
  

   


     

 
(1.7)

 

          

Así vk pudo ser escrito como combinación lineal de los vectores precedentes. 

 

 En contrapartida si se supone que para cada Xkv   se tiene que: 

1 1 2 2 3 3 1 1v v v ... vk k kv          
 (1.8)

 

         

 De donde se obtiene la relación: 

1 1 2 2 3 3 1 1v v v ... v ( 1) 0k k kv           
 (1.9)

 

         

La cual es una relación de dependencia en X ya que 0k 
 

 

 

1.6.- BASE Y DIMENSIÓN 

 

 

 Sea E un espacio vectorial cualquiera. Un subconjunto B de vectores de E es una 

base para E si se satisfacen las dos condiciones siguientes: 

 

 

 1.-) B es un subconjunto linealmente independiente. 

 2.-) El subconjunto B genera todo el espacio vectorial E (L(B)=E). 
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 Si el subconjunto B no alcanza a generar todo E, entonces, como sabemos, L(B) es 

un subespacio de E y B sería una base de este subespacio. 

 

 

 Un espacio vectorial E es finito dimensional si E tiene una base con un número 

finito de vectores. 

 

 

 Teorema 1.6.1 

 

 Si E es un espacio vectorial, entonces cualquier conjunto finito generador para E, 

contiene al menos tantos vectores como cualquier conjunto finito independiente de vectores 

de E. 

 

 

 Teorema 1.6.2 

 

 Si E es un espacio vectorial finito dimensional, entonces dos bases cualesquiera de 

E tienen el mismo número de elementos. 

 

 

 Por lo tanto si E es un espacio vectorial finito dimensional; la dimensión de E, 

denotada por dim(E), es el número de elementos de una base cualquiera de E. 

 

 

 Teorema 1.6.3 

 

 Si E es un espacio vectorial finito dimensional y si {a1, a2,…,am} es un conjunto 

independiente de vectores de E, entonces {a1, a2,…,am} puede completarse, si es necesario, 

para formar una base de E. 
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 Corolario 

 

 Si dim(E) = n, entonces un conjunto {a1, a2,…,an} de n distintos vectores del 

espacio E es una base de E, si este conjunto es independiente o generador de todo E. Esto 

es, no es necesario verificar las dos condiciones de la definición de base si el conjunto 

contiene un número de vectores igual a la dimensión del espacio. 

 

 

1.7.- COORDENADAS DE UN VECTOR 

 

 

 Sea E un espacio vectorial finito dimensional y sea {b1, b2, b3,…,bn} una base de E. 

Cada vector v   E puede expresarse de una forma única en esa base: 

 

1 1 2 2 3 3v b b b ... bn n       
 (1.10)

 
 

 

 La secuencia α1, α2, α3,…, αn está naturalmente asociada con el vector v y la 

secuencia b1, b2, b3,…,bn a los vectores base. Si los vectores de la base cambian la 

secuencia, en ese mismo orden cambia la secuencia de los coeficientes, por eso es necesario 

introducir la noción de base ordenada para un espacio vectorial. 

 

 

 Sea E un espacio vectorial finito dimensional. Una base ordenada B = {b1, b2, 

b3,…,bn} es una n-upla ordenada  (b1, b2, b3,…,bn) de vectores que forman base del 

espacio E. 

 

 

 Así, si B = {b1, b2, b3,…,bn} es una base ordenada del espacio vectorial E, y v es un 

vector del espacio E, tal que: 

 

1 1 2 2 3 3v b b b ... bn n       
 (1.10)
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La n-upla ordenada (α1, α2, α3,…, αn)  de escalares, es el vector coordenado de v en 

la base B y αi es la i-ésima coordenada de v con respecto a la base ordenada B. El vector 

columna o matriz de 1xn 

 

1

2
[v]B

n







 
 
 
 
 
    

(1.11)

 
 

 

se llama vector columna coordenado del vector v en la base B o con respecto a la base B. 

Estas coordenadas son únicas para cada vector v. 

 

 

 Ejemplo 6 

 Determine las coordenadas del vector v = (-1,-8) en la base B={(1,-1);(1,2)} de R
2
. 

 

 

 Para hallar las coordenadas de v en la base B, esto es [v]B , hay que expresar al 

vector v como combinación lineal de los vectores de la base B aplicando (1.10): 

 

1 2( 1, 8) (1, 1) (1,2)     
 

 

 
1 1 ⋮ −1
−1 2 ⋮ −8

 ∼ 𝑓2 = 𝑓2 + 𝑓1  
1 1 ⋮ −1
0 3 ⋮ −9

 ∼ 𝑓2 =
1

3
𝑓2 

 

 
1 1 ⋮ −1
0 1 ⋮ −3

 ∼ 𝑓1 = 𝑓1 − 𝑓2  
1 0 ⋮ 2
0 1 ⋮ −3

  

 

 

( 1, 8) 2(1, 1) ( 3)(1,2)       

 

 1

B B
2

2
[v] ( 1, 8)

3





   
       

  
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 El procedimiento para hallar las coordenadas de un vector consiste siempre en 

determinar los escalares que hacen posible la combinación lineal del vector dado en la base 

dada, en el ejemplo 7, a diferencia del ejemplo 6, se muestra el cálculo para obtener las 

coordenadas de un vector perteneciente a un espacio distinto de R
n
.  

 

 

Ejemplo 7 

 Determine las coordenadas del vector v = -1-8x en la base B={1-x;1+2x)} de P
1
(x). 

 

 

 Para hallar las coordenadas de v en la base B, esto es B[v] , hay que expresar al 

vector v como combinación lineal de los vectores de la base B: 

 

1 21 8 (1 ) (1 2 )x x x      
 

 

 
1 1 ⋮ −1
−1 2 ⋮ −8

 ∼ 𝑓2 = 𝑓2 + 𝑓1  
1 1 ⋮ −1
0 3 ⋮ −9

 ∼ 𝑓2 =
1

3
𝑓2 

 

 
1 1 ⋮ −1
0 1 ⋮ −3

 ∼ 𝑓1 = 𝑓1 − 𝑓2  
1 0 ⋮ 2
0 1 ⋮ −3

  

 

1 8 2(1 ) ( 3)(1 2 )x x x        

 

 1

B B
2

2
[v] ( 1 8 )

3
x





   
       

  
 

 

En el capítulo 3, al proceso de determinar las coordenadas de un vector es un 

proceso que se denominará análisis. En el ejemplo 8 se muestra un caso en el que se 

conoce la base del espacio vectorial y las coordenadas del vector, este proceso para 

reconstruir el vector se denominará síntesis. 
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 Ejemplo 8 

 Determine el vector v 2 ( )P x  , a sabiendas que, sus coordenadas en la base 

B={x;1-x;3x
2
} es 

B

2

[v] 1

2 / 3

 
 

 
 
  

 

 

 2 2

B

2
2

[v] 1 v 2( ) ( 1)(1 ) ( )(3 ) 2 3 1
3

2 / 3

x x x x x

 
 

          
 
  

 

 

 

 En los ejemplos 6 y 7 se observa que para hallar las coordenadas de un vector es 

necesario la resolución de un sistema de ecuaciones lineales, estos sistemas podrían ser 

muy robustos a la hora de incrementar la dimensión de los espacios vectoriales, más 

adelante se tratarán las bases ortogonales las cuales ofrecen bondades a la hora de realizar 

los cálculos para determinar las coordenadas de un vector. 

 

 

1.8.- ESPACIO VECTORIAL  CON PRODUCTO INTERNO 

 

 

 Sea E un espacio vectorial. Una función ∙ definida del producto cartesiano de ExE 

sobre R (ExE  R), la cual le hace corresponder a cada par de vectores {a, b} el escalar 

a∙b, es un producto interno en E si   u, v, w   E y para todo escalar λ se tiene que: 

 

 

 i) u∙v = v∙u                                        (propiedad conmutativa) 

 ii) u ∙ (v + w) = u∙v  + u∙w               (propiedad distributiva) 

 iii) (λu) ∙ v = u ∙ (λv) = λ(u∙v)           (propiedad homogénea) 

 

 

 Un espacio vectorial E junto con un producto interno definido, constituye un 

espacio vectorial con producto interno. 
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 Ejemplo 9 

 Sea C(I) el espacio vectorial de todas las funciones continuas de una variable real en 

el intervalo I = [a , b]. Sea ∙ la función definida por: 

 

𝑓 ∙ 𝑔 =  𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 (1.12) 

 

 

 Para todo f, g   C(I). Por propiedad de las integrales definidas, puede verificarse 

fácilmente que esta función es un producto interno en C(I). 

 

 

1.9.- ORTOGONALIDAD Y SUBESPACIOS 

 

 

 Un subconjunto X de un espacio vectorial con producto interno E, es un conjunto 

de vectores ortogonales de E, si xi ∙ xj = 0   i ≠ j y xi, xj   E. 

 

 

 Teorema 1.9.1 

 Sea E un espacio vectorial con producto interno y sea B un conjunto de vectores 

ortogonales de E con la propiedad que bi ∙ bi ≠ 0 para todo bi   B. Entonces B es un 

conjunto independiente. 

 

 

 Si X es un subconjunto de un espacio con producto interno E, entonces el conjunto 

X  = {v   E / v ∙ x = 0  x   E} es un subespacio vectorial de E. Este subespacio es el 

llamado subespacio ortogonal a X. 

 

 

 Esta ultima definición puede verificarse como sigue: como X   E, sólo se debe 

probar que las dos operaciones se preservan en X . 
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  v, w  X ,   

 

a) (v + w)  X  

 

(v + w) ∙ x = v ∙ x + w ∙ x = 0 + 0 ya que x   X  

 

b) (αv)   X  

 

(αv) ∙ x = α(v ∙ x) = α0 = 0 

 

 

1.10.- PRODUCTO INTERNO DEFINIDO POSITIVO 

 

 

 Sea E un espacio vectorial real (el cuerpo de escalares son los números reales). Un 

producto interno en E es definido positivo si v ∙ v > 0 para todo v ≠ O. Un espacio vectorial 

E con un producto interno definido positivo es un Espacio Vectorial Euclidiano.  

 

 

 Por lo tanto para que un espacio vectorial sea Euclidiano debe cumplir: 

 

i)  u ∙ v = v ∙ u 

ii)  u ∙ (v + w) = u ∙ v  + u ∙ w 

iii)  (λu) ∙ v = u ∙ (λv) = λ(u ∙ v) 

iv)  v ∙ v > 0    v ≠ O 

 

 

Ejemplo 10 

 El producto interno definido en la ecuación (1.12): 

 

𝑓 ∙ 𝑔 =  𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 (1.12) 
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Está definido cómo positivo, pues, si f es una función continua, no nula, en el 

intervalo [a , b], entonces existe un 0  y  un  0    tal que ( ) 0f x    para todo x en 

un subintervalo de [a , b] de longitud  . Entonces: 

 

𝑓 ∙ 𝑓 =  𝑓 𝑥 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

=   𝑓(𝑥) 2
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 > 𝜀2𝛿 > 0 (1.13) 

 

 

 En un espacio vectorial Euclidiano se define la longitud de un vector como sigue: 

 

 

 Sea E un espacio vectorial Euclidiano, la norma (o longitud) v  de v   E, está 

definida por: 

 

 v =  v ∙ v (1.14) 

 

 

 La distancia entre dos vectores v y w de E es igual a v w  

 

 

 Ejemplo 11 

 Si se tiene el conjunto C(I) (conjunto de las funciones reales continuas en el 

intervalo I) para I = [a , b], la norma en este conjunto  con el producto interno definido en 

(1.12) como 𝑓 ∙ 𝑔 =  𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
, vendría dada por: 

 

 𝑓 2 = 𝑓 ∙ 𝑓 =  𝑓 𝑥 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

=   𝑓(𝑥) 2𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 (1.15) 

 

 

Y la distancia vendría dada por: 

 

    
22

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

b b

a a

f g f x g x f x g x dx f x g x dx      
 

(1.16)
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 Ejemplo 12  

 Sea f(x) = 2-x  ( ) hallar  en 1,2C I f I   con el producto interno definido según 

la ecuación (12). 

 

22 2 3
2

1 1 1

(2 ) 1
(2 )(2 ) (2 )

3 3

1 3

3 3

f f f

x
f f x x dx x dx

f

 


       

 

   

 

 

 

1.11.- DESIGUALDAD DE CAUCHY- SCHWARZ 

 

 

 Sea E un espacio vectorial Euclidiano, entonces  u, v E, se tiene que: 

 

 u ∙ v ≤  u ∗  v  (1.17) 

 

 

 

 Teorema 1.11.1 

 (Desigualdad Triangular) Sea E un espacio vectorial Euclidiano, entonces para todo 

par de vectores u, v E se tiene que: 

 

u + v   u   v 
 

(1.18)
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 Teorema 1.11.2 

 Sea E un espacio vectorial Euclidiano, la norma satisface las siguientes propiedades 

para todo par de vectores u, v pertenecientes a E y para todo escalar λ: 

 

 i) v 0,   v 0  si, y solo si, v = 0y   

 ii) λv λ . v  

 iii) u + v   u   v   

 

 

1.12.- PROYECCIONES ESCALARES Y VECTORIALES 

 

 

 La desigualdad de Schwarz ecuación (1.17) se cumple en un espacio Euclidiano E, 

entonces esta desigualdad puede escribirse como: 

 

−1 ≤
u ∙ v

 u  v 
≤ 1 (1.19) 

 

Y por consiguiente permite definir el ángulo entre dos vectores u, v E 

 

 

 Sean dos vectores u, v dos vectores no nulos de un espacio vectorial Euclidiano E. 

El ángulo θ entre estos dos vectores está definido por: 

 

𝜃 = 𝐴𝑟𝑐𝐶𝑜𝑠  
u ∙ v

 u  v 
  (1.20) 

 

 

 De esta última expresión, resulta la fórmula del producto escalar o producto punto 

que se define como: 

 

u ∙ v =  u  v 𝐶𝑜𝑠(𝜃) (1.21) 
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 En la figura 1.1 se utilizó la ley del paralelogramo para sumar dos vectores u, v no 

nulos de un espacio vectorial Euclidiano E. Por lo tanto, para calcular la norma del vector 

u+v se procede como sigue: 

 

 
Figura 1.1: Suma de vectores aplicando el método del paralelogramo para ilustrar el teorema del coseno 

 

 

 

 u + v 2 =  u + v ∙  u + v = u ∙ u + 2 u ∙ v + v ∙ v 

2 2 2
u + v   u   v   2 u . v Cos(θ)    

 

 En particular, si u y v son ortogonales, el triángulo o, v, u+v es rectángulo y resulta 

que: 

 

2 2 2
u + v   u   v 

 
(1.22)

 

          

Lo cual es una demostración del teorema de Pitágoras 

 

 

 En la figura 1.2 se muestran dos vectores u y v los cuales se suponen en un espacio 

vectorial Euclidiano E. 

 

 
Figura 1.2: Proyección ortogonal de un vector  u en la dirección de otro vector v 
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 En la figura 1.2 aparece remarcado el vector proyección de u sobre v, la longitud de 

este vector proyección está dada por u Cos(θ), y el vector viene dado por: 

 

  u 𝐶𝑜𝑠 𝜃  
v

 v 
=  u 

u ∙ v

 u  v 
.

v

 v 
=

u ∙ v

 v 2
v (1.23) 

 

 Vector proyección u sobre v = 
u∙v

 v 2
v                                                                (1.24a) 

 

 Proyección escalar de u sobre v =  
u∙v

 v 2
 , u y v son no nulos                            (1.24b) 

 

 

1.13 BASES ORTOGONALES Y PROYECCIONES 

 

 

 Sea E un espacio vectorial Euclidiano finito dimensional, una base {b1, b2, 

b3,…,bn} de E, es una base ortogonal si i jb b 0  para i ≠ j y es una base ortonormal si 

además 
ib 1  para i = 1, 2, 3,…,n. 

 

Si {b1, b2, b3,…,bn} es una base ortogonal para E, entonces, 

 

31 2

1 2 3

b bb b
, , ,...,

b b b b

n

n

  
 
  

es una base ortonormal para E. 

 

 

 Las bases ortonormales facilitan el trabajo cuando se tiene que hallar las 

coordenadas de un vector respecto a dicha base ordenada, el ejemplo 13 ilustra este caso. 
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 Teorema 1.13.1 

 Sea {b1, b2, b3,…,bn} una base ortonormal ordenada de E. Las n-uplas coordenadas 

de un vector vE con respecto a esta base ordenada son: 

 

(v ∙ b1, v ∙ b2, v ∙ b3,…,v ∙ bn) 

 

 Esto es, v =  (v ∙ b1).b1 +  (v ∙ b2).b2 +  (v ∙ b3).b3+…+(v ∙ bn).bn                        (1.25) 

 

 

 Demostración 

 Sea 1 1 2 2 3 3v b b b ... bn n        . Usando propiedades del producto interno se 

pueden hallar los valores de los escalares αi como sigue: 

 

v ∙ b1 =  𝛼1b1 + 𝛼2b2 + 𝛼3b3 + ⋯+ 𝛼𝑛b𝑛 ∙ b1 (1.26a) 

 

v∙b1 = 𝛼1 b1 ∙ b1 + 𝛼2 b2 ∙ b1 + 𝛼3 b3 ∙ b1 + ⋯+ 𝛼𝑛 b𝑛 ∙ b1  (1.26b) 

 

Por hipótesis {b1, b2, b3,…,bn} es una base ortonormal, luego b𝑖 ∙ b𝑗 = 0 para       

i≠j, y , b1 ∙ b1 = 1, así la última ecuación se convierte en: 

 

v∙b1 = 𝛼1 1 + 𝛼2 0 + 𝛼3 0 + ⋯+ 𝛼𝑛 0  (1.26c) 

 

 Si se computa para v ∙ b𝑖   entonces 𝛼𝑖=v ∙ b𝑖  con lo cual queda demostrado el 

teorema. 
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 Ejemplo 13 

 Sea  (1,1,1);(0,1, 1);( 2,1,1)B     una base ortogonal de R
3
, hallar las coordenadas 

del vector v = (-3,5,4) referidas a la base B. 

 

1

1 1 2 2 3 3 B 2

3

v b b b                 [v] =



   



 
 

  
 
    

 v = 𝛼1b1 + 𝛼2b2 + 𝛼3b3 ∙ b1 

 

v ∙ b1 =  𝛼1b1 ∙ b1 +  𝛼2b2 ∙ b1 +  𝛼3b3 ∙ b1     

 

  𝛼1 =
v ∙ b1

b1 ∙ b1
 

 

𝛼1 =
 −3,5,4 ∙ (1,1,1)

 1,1,1 ∙ (1,1,1)
=

6

3
= 2                               𝛼2 =

v ∙ b2

b2 ∙ b2
=

 −3,5,4 ∙ (0,1, −1)

 0,1, −1 ∙ (0,1, −1)
=

1

2
 

 

𝛼3 =
v ∙ b3

b3 ∙ b3
=

 −3,5,4 ∙ (−2,1,1)

 −2,1,1 ∙ (−2,1,1)
=

15

6
=

5

2
                        v 𝐵 =  

2
1

2 

5
2 

  

 

 

 Teorema 1.13.2 

 

 Sea {b1, b2, b3,…,bn} una base ortonormal ordenada para E, y sean v y w dos 

vectores de E. Si v = 1 1 2 2 3 3b b b ... bn n        y  w = 1 1 2 2 3 3b b b ... bn n       , 

entonces, v ∙ w = 1 1 2 2 3 3 ... n n           . Esto es, el producto interno puede 

calcularse usando las coordenadas relativas a una base ortonormal ordenada de igual 

manera que el producto interno usual en R
n
. 
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 Demostración 

 Si se plantea v ∙ w y se aplican las propiedades distributivas y homogéneas del 

producto interno, se tiene que: 

 

v  ∙ w = 1 1 2 2 3 3( b b b ... b )n n        ∙ 1 1 2 2 3 3( b b b ... b )n n        

 

v ∙ w =  𝛼𝑖b𝑖 ∙

𝑛

𝑖,𝑗=1

𝛽𝑗 b𝑗 =  𝛼𝑖𝛽𝑗  b𝑖 ∙ b𝑗  =  𝛼𝑖𝛽𝑖 b𝑖 ∙ b𝑖 =  𝛼𝑖𝛽𝑗

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖,𝑗=1

 

 

v ∙ w = 1 1 2 2 3 3 ... n n            (1.27)
 

 

 

 

En la figura 1.3 se muestra como el vector proyección de u sobre v es un vector 

paralelo al vector v (es una aproximación de el vector u al vector v), además en la misma 

figura se sugiere que si se extrae  del vector u su proyección sobre el vector v, resulta un 

vector ortogonal a v (esta sustracción puede medir que tan diferente es  u de v, es un 

detalle). 

 

 

 
Figura 1.3: Ortogonalización del vector u 
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 Teorema 1.13.3 

 Sea E un espacio vectorial de dimensión n y sea S un subespacio de dimensión r de 

E. Entonces S
 es un subespacio de E de dimensión (n – r) y todo elemento de E puede 

expresarse en forma única de la forma v   w, esto es, E = S   S
, donde vS y w  S

. 

 

 

 Si E es un espacio vectorial y S es un subespacio de E, entonces S
 es el 

complemento ortogonal de S, además  S


  = S. 

 

 

 Ejemplo 14 

 Demuestre que el siguiente producto interno dado es definido positivo en R
3
  

𝑢 ∙ 𝑣 =  𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 ∙  𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3 = 3𝑢1𝑣1 + 𝑢1𝑣2 + 2𝑢2𝑣2 + 𝑢3𝑣3 y calcule el 

complemento ortogonal del subespacio  3( , , ) / 0S x y z z   . 

 

 

 Para demostrar que el producto interno es definido positivo sólo hay que verificar 

que 𝑥 ∙ 𝑥 ≥ 0    y   𝑥 ∙ 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = (0,0,0), luego: 

 

𝑥 ∙ 𝑥 =  𝑥1, 𝑥2 , 𝑥2 ∙  𝑥1, 𝑥2, 𝑥2 ≥ 0 

𝑥 ∙ 𝑥 = 3𝑥1
2 + 2𝑥1𝑥2 + 2𝑥2

2 + 𝑥3
2 =  𝑥1 + 𝑥2 

2 + 2𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 𝑥3
2 ≥ 0 

 

En esta expresión, necesariamente 𝑥 ∙ 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = (0,0,0). Por lo tanto el producto 

interno dado es definido positivo. 

 

 Ahora solo falta calcular el complemento ortogonal del subespacio S. 
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    3( , , ) / 0 ( , ,0) (1,0,0) (0,1,0) / ,S x y z z x y x y x y       , una base para el 

subespacio S son los vectores generadores de S; Base de S = {(1,0,0);(0,1,0)}. 

𝑆⊥ =  (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℜ3/(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∙ (1,0,0) = 0 ∧ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∙ (0,1,0) = 0  

   3 3( , , ) / 3 0 2 0 ( , , ) / 0S x y z x y x y x y z x y            . 

 

El complemento ortogonal es el eje Z. Una base para el subespacio S 
 sería por 

ejemplo,    (0,0, ) (0,0,1) /   Base de (0,0,1)S z z z S     . 

 

Se observa además que cualquier vector (x,y,z) de R
3
 se escribe como combinación 

lineal de la base de S+ S 
. 

 

 

Ejemplo 15 

Sea W un subespacio vectorial de R
4
 y sea 1

1 1
w ,0, ,0

2 2

 
  
 

,  2w 0,0,0,1  y 

3

1 1
w ,0, ,0

2 2

 
  
 

 tres vectores que forman una base ortonormal para W. Expresar el 

vector v=(1,0,2,3) como la suma w+u, siendo w W  y u W . 

 

 

Hay que calcular en primera instancia el complemento ortogonal de W: 

 

W⊥ =  𝑥 ∈ ℜ4/𝑥 ∙ w1 = 0 ∧ 𝑥 ∙ w2 = 0 ∧ 𝑥 ∙ w3 = 0 , como x es un vector 

genérico de R
4
, entonces x=(x1,x2,x3,x4) y al efectuar el producto interno usual de R

4
, se 

produce un sistema de tres ecuaciones y cuatro incógnitas donde x1=x3=x4=0, por lo tanto: 

 

  4

2 2W 0,x ,0,0 / x    =x2(0,1,0,0) por lo tanto u=(0,1,0,0) es una base 

para W
. 
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Tomando como base el teorema 1.13.3, todo vector de R
4
 se puede escribir como la 

suma de ambos subespacios W y W
, entonces: 

 

1 1 2 2 3 3 4v w w w u        

 

Como u forma con w1, w2 y w3 una base ortonormal de R
4
, entonces: 

𝛼1 = v ∙ w1 =
1

 2
;         𝛼2 = v ∙ w2 = 3         𝛼3 = v ∙ w3 =

3

 2
         y          𝛼4 = v ∙ u = 0 

 

Por lo que : 

 

1 2 3

1 3
v w 3w w 0u

2 2
     
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CAPITULO II 

 

 

TEÓRIA DE FOURIER 

 

 

Introducción 

 Los procesos físicos pueden ser descritos en el dominio del tiempo mediante valores 

representados por una función del tiempo f. También es posible describir dichos procesos 

en el dominio de la frecuencia mediante una serie de amplitudes como función de la 

frecuencia representadas por F. La transformada de Fourier es una herramienta con la 

capacidad de representar estos procesos físicos, tanto en el dominio del tiempo como en el 

dominio de la frecuencia. Esto hace que la transformada de Fourier sea ampliamente 

utilizada en aplicaciones en el campo de la ciencia e ingeniería. 

 

 

2.1.- TEOREMA DE FOURIER 

 

 

 Una función ( )f t  que satisfaga las siguientes condiciones: 

 

 i)   ( )f t  está definida en el intervalo  2 2
,I     

 ii)  ( )f t  y '( )f t son seccionalmente continuas en  2 2
,I     

 iii) ( ) ( )f t f t  , es decir ( )f t  es periódica de periodo   

 

Puede expresarse como la suma de un número de funciones seno de diferentes 

amplitudes, fases y periodos. 

 

0 1 1 2 2( ) ( ) (2 ) ... ( )n nf t A A sen wt A sen wt A sen nwt         
 (2.1)
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Donde las A y las   son constantes y 2w 


  es la frecuencia de ( )f t . El término 

1 1( )A sen wt   se llama primera armónica o modo fundamental y tiene la misma 

frecuencia w que la función padre ( )f t . El término ( )n nA sen nwt  se llama la n-ésima 

armónica y tiene frecuencia nw que es n veces la del modo fundamental. An denota la 

amplitud de la n-ésima armónica y n  es su ángulo de fase que mide el retraso o adelanto 

de la n-ésima armónica con referencia a una onda de seno pura de la misma frecuencia. 

 

 Como: 

  

   ( ) cos( ) ( ) ( ) cos( )n n n n n nA sen nwt A sen nwt A sen nwt    
 

  (2.2a)
 

      

 

( ) cos( )n nb sen nwt a nwt 
  (2.2b)

 
                                     

 

 Donde: 

cos( )n n nb A    y  ( )n n na A sen   

 

 Así la expansión (2.1) puede escribirse como: 

 

0

1 1

1
( ) cos( ) ( )

2
n n

n n

f t a a nwt b sen nwt
 

 

   
 

 (2.3)

 
      

 

  La ecuación (2.3) se llama expansión en serie de Fourier de la función ( )f t , los 

términos an y bn se llaman coeficientes de Fourier. En ingeniería eléctrica es una práctica 

común referirse a an y bn como las componentes en fase y cuadratura en fase 

respectivamente. Sin embargo an y bn no son más que las coordenadas de la función f(t) 

(vector) referidas a la base formada por funciones sinusoidales, coordenadas, las cuales 

fueron establecidas en el tema 1.7 ecuación (1.11).  
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 Los coeficientes de Fourier se determinan mediante las siguientes integrales: 

 

2
( ) ( )

o

o

t

n

t

a f t Cos nwt dt




 

 

(2.4a)

 
      

 

2
( ) ( )

o

o

t

n

t

b f t Sen nwt dt




 

 

(2.4b)

 
      

 

 Si se coloca n = 0 en la ecuación (2.4a) se obtiene: 

 

0

2
( )

o

o

t

t

a f t dt




 

 

(2.4c)

 
      

 

 Se ha demostrado en el ejemplo 1 que el conjunto de funciones reales continuas 

C(I) en un intervalo dado I =  ,o ot t   forman un espacio vectorial en C(I). Por lo tanto 

puede observarse que según las condiciones que satisface la función ( )f t , las ecuaciones 

(2.4a),  (2.4b) y (2.4c), no son más que el producto interno entre la función ( )f t  con cada 

uno de los vectores de la base: 

 

      1,  os ,  os2 ,...,  os ,  ,  2 ,...,  C wt C wt C nwt Sen wt Sen wt Sen nwt  

 

 Por ser una base ortogonal, an y bn pueden utilizarse para determinar las 

coordenadas de ( )f t  en dicha base. 

 

     1 2 1 2( ) os os2 ... os + 2 ...o n nf t a a C wt a C wt a C nwt b Sen wt b Sen wt b Sen nwt       

(2.5) 
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2.2.- SERIE GENERALIZADA DE FOURIER 

 

 

 Sea  ( )n t  un conjunto ortogonal de funciones continuas en el intervalo 
1 2t t t  ; 

para representar la función continua a pedazos ( )f t  en términos del conjunto dentro del 

intervalo siguiendo el desarrollo en serie de Fourier, ( )f t  se representa por: 

 

1

( ) ( )n n

n

f t c t





 

(2.6)

 
           

 

 Donde, los términos cn vienen dados por: 

 

2

1

1
( ) ( )

t

n n

n t

c f t t dt


 
 

(2.7)

 
           

 

 Hay que recordar que el conjunto  ( )n t  es un conjunto ortogonal de funciones y 

por lo tanto se cumple la siguiente relación de producto interno: 

 

2

1

( ) ( ) 0  ( )

t

n m

t

t t dt n m   
 

(2.8a)

 
         

2

1

2 ( )   

t

n n

t

t dt 
 

(2.8b)

 
                          

 

 Se puede hacer un paralelismo entre una expansión en serie generalizada de Fourier 

de una función ( )f t  con respecto a un conjunto base ortogonal de funciones  ( )n t  y la 

representación de un vector v en términos de un conjunto base ortogonal de vectores {b1, 

b2, b3,…,bn} aplicando la ecuación (1.10): 

 

v = 1 b1 + 2 b2 +…+ n bn (1.10) 
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 Donde, según, aplicando la ecuación (1.24b):  

 

  𝛼𝑖 =
v ∙ b𝑖

b𝑖 ∙ b𝑖
 (2.9) 

 

 

Se observa una clara similitud con la ecuación (2.10): 

 

2

1

2

1

( ) ( )

( ) ( )  

t

n

t

n t

n n

t

f t t dt

c

t t dt



 






 

(2.10)

 
 

 

 

2.3.- TRANSFORMADA DE FOURIER 

 

 

 La transformada de Fourier, consiste básicamente en descomponer o expandir una 

señal o función en senos y cosenos de diferentes frecuencias cuya suma corresponde a la 

señal original, es decir, es capaz de distinguir las diferentes componentes de frecuencia de 

la señal y sus respectivas amplitudes. 

 

 

 La transformada de Fourier de una función del tiempo f(t) se define como: 

 

𝐹 𝑤 =  𝑓 𝑡 𝑒−𝑗𝑤𝑡 𝑑𝑡
∞

−∞

 (2.11) 

 

 

Y la transformada inversa de Fourier como: 

 

𝑓 𝑡 =
1

2𝜋
 𝐹(𝑤)𝑒𝑗𝑤𝑡 𝑑𝑤

∞

−∞

 (2.12) 
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De acuerdo con lo dicho anteriormente la transformada de Fourier puede obtener 

una representación en el dominio de la frecuencia de una señal que se encuentra 

originalmente en el dominio del tiempo. La relación existente entre la representación de la 

señal original a través de señales sinusoidales y la exponencial que se observa en (2.11) y 

(2.12) proviene de la definición de la identidad de Euler: 

 

𝑒𝑗𝑤𝑡 = 𝐶𝑜𝑠 𝑤𝑡 + 𝑗𝑆𝑒𝑛(𝑤𝑡) (2.13a) 

 

𝑒−𝑗𝑤𝑡 = 𝐶𝑜𝑠 𝑤𝑡 − 𝑗𝑆𝑒𝑛(𝑤𝑡) (2.13b) 

 

 

 Mediante esta función exponencial es posible formar un conjunto de funciones 

ortogonales sobre un intervalo  𝑡0, 𝑡0 + Γ : 

 

 𝑒𝑗𝑛𝑤𝑡 : 𝑛 = 0, ±1, ±2, ±3,…   
 

Y por lo tanto se puede descomponer o expandir la señal original (en el dominio del 

tiempo) de la siguiente manera: 

 

𝑓 𝑡 = 𝐹0 + 𝐹1𝑒
−𝑗𝑤𝑡 + 𝐹2𝑒

−𝑗2𝑤𝑡 + 𝐹3𝑒
−𝑗3𝑤𝑡 + ⋯+ 𝐹−1𝑒

𝑗𝑤𝑡 + 𝐹−2𝑒
𝑗2𝑤𝑡 + ⋯ 

 

𝑓 𝑡 =  𝐹𝑛𝑒
−𝑗𝑛𝑤𝑡

∞

−∞

 (2.14) 

 

 

Estas funciones pueden ser referidas como las funciones bases de la transformada de 

Fourier y debido a su propiedad de ortogonalidad es posible obtener los valores o 

coeficientes 𝐹𝑛  como términos de semejanza entre la señal original y la función 

exponencial. Esta semejanza no es más que realizar la proyección ortogonal de la función 

f(t) sobre la base ortogonal formada por el conjunto de funciones 

 𝑒𝑗𝑛𝑤𝑡 : 𝑛 = 0, ±1, ±2, ±3,…  , así que los coeficientes Fn no son más que las coordenadas 

de f(t) referidas a la base dada. Estas coordenadas se calculan según la ecuación (2.15). 
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𝐹𝑛 =
 𝑓(𝑡)𝑒−𝑗𝑛𝑤𝑡 𝑑𝑡
𝑡0+Γ

𝑡0

 𝑒𝑗𝑛𝑤𝑡 𝑒−𝑗𝑛𝑤𝑡 𝑑𝑡
𝑡0+Γ

𝑡0

 (2.15) 

 

𝐹𝑛 =
1

Γ
 𝑓(𝑡)𝑒−𝑗𝑛𝑤𝑡 𝑑𝑡

𝑡0+Γ

𝑡0

 (2.16) 

 

 

 

2.3.1.- PROPIEDADES 

 

 

 

 Algunas propiedades fundamentales de la transformada de Fourier son: 

 

 

 Propiedad de escalamiento en el tiempo 

 

𝑓 𝑎𝑡 ⇄
1

𝑎
𝐹  

𝑤

𝑎
  

 

 Propiedad de escalamiento en frecuencia 

 

1

𝑏
𝑓  

𝑡

𝑏
 ⇄ 𝐹 𝑏𝑤  

 

 Propiedad de Traslación en el tiempo 

 

𝑓 𝑡 − 𝑡0 ⇄ 𝐹 𝑤 𝑒𝑗𝑤 𝑡0  

 

 Propiedad de traslación en frecuencia 

 

𝑓 𝑡 𝑒−𝑗𝑤𝑜 𝑡 ⇄ 𝐹 𝑤 − 𝑤0  
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 Propiedad de convolución 

 

Convolución en el tiempo 

𝑓 𝑡 ∗ 𝑕 𝑡 =  𝑓 𝜏 𝑕 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏
∞

−∞

⇄ 𝐹 𝑤 𝐻(𝑤) 

 

Convolución en la frecuencia 

𝑓 𝑡 𝑕 𝑡 ⇄
1

2𝜋
 𝐹 𝑢 𝐻 𝑤 − 𝑢 𝑑𝑢

∞

−∞

=
1

2𝜋
𝐹 𝑤 ∗ 𝐻(𝑤) 

 

 Teorema de Parseval 

 

La energía de la señal es siempre la misma sin depender de si se encuentra en el 

dominio del tiempo o en el dominio de la frecuencia 

 

𝐸𝑛𝑒𝑟𝑔í𝑎 𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 =   𝑓(𝑡) 2𝑑𝑡 =   𝐹(𝑤) 2𝑑𝑤
∞

−∞

∞

−∞
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CAPITULO III 
 

 

 

TRANSFORMADA WAVELET 

 

 

 

Introducción 

 En este capítulo se describirá la teoría de la transformada wavelet y se procurará 

enfocar la misma a través de los fundamentos del álgebra lineal ofrecidos en el capítulo I ya 

que a criterio personal para comprender el desarrollo teórico en el que se basa la 

transformada de ondículas es necesario tener conocimientos de ciertos tópicos o 

fundamentos teóricos del álgebra lineal como lo son los espacios vectoriales y sus 

propiedades entre otros. El álgebra lineal permite conceptualizar esta transformada a través 

de un enfoque vectorial, de este hecho deriva la importancia de comprender y dominar los 

tópicos del algebra lineal para poder establecer una relación con las teoría que involucra la 

transformada wavelet y posteriormente proceder a su análisis y sus aplicaciones 

 

 

La transformada de ondículas o transformada wavelet es una técnica para el análisis 

de señales que ha sido utilizada en diferentes áreas de la ingeniería y aún siguen 

publicándose nuevas aplicaciones de dicha transformada lo que significa que su estudio sea 

un área de investigación de interés en la actualidad. 

 

 

3.1.- TRANSFORMADA CONTINUA WAVELET (CWT) 

 

 

 Si se tiene una función continua f(t) en el tiempo la cual cumple ciertas condiciones, 

entonces, la transformada wavelet de f(t) no es más que expresar a f(t) mediante una 

expansión de términos o coeficientes proporcionales al producto interno entre la función y 

diferentes versiones escaladas y trasladadas de una función prototipo ( )t  (wavelet 

madre). 
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Por lo tanto se puede representar matemáticamente la transformada continua 

wavelet (CWT(a,b)) de una función f(t) mediante: 

 

1
( , ) ( )

t b
CWT a b f t dt

aa






 
  

 


 

(3.1)

 

 

 

 La variable a controla el ancho o soporte efectivo de la función ( )t  y la variable b 

provee la ubicación en el dominio del tiempo de la función ( )t . Algunos autores 

denominan a las variables a y b como variables de escala y traslación respectivamente. 

 

 

 Una de las propiedades de la función ( )t  es que cumple con la condición de 

admisibilidad, la cual indica que: 

 

(0) 0   
(3.2) 

 

 

 En esta ultima ecuación ( )w   es la transformada de Fourier de ( )t . El 

cumplimiento de esta condición implica que el valor promedio de ( ) 0t  , esto se obtiene 

de sustituir w=0 en la ecuación (2.11) tal como se observa en la ecuación (3.3). 

 

𝐹 0 =  𝑓 𝑡 𝑒−𝑗0𝑡𝑑𝑡 =
∞

−∞

 𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = 𝑉𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑃𝑟𝑜𝑚𝑒𝑑𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝑓(𝑡)
∞

−∞

 (3.3) 

 

 

 Por lo tanto la condición de admisibilidad definida en (3.2) no es más que el valor 

promedio de la función wavelet madre ( )t  el cual se expresa formalmente en la ecuación 

(3.4) la cual es la transformada de Fourier de ( )t .evaluada en w=0. 

 

Ψ 0 =  𝜓 𝑡 𝑒−𝑗0𝑡𝑑𝑡 =
∞

−∞

0 (3.4) 
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Considerando la ecuación (3.4), significa que ( )t  debe tener valores tanto 

positivos como negativos, es decir, ( )t  es una onda y está definida en un intervalo de 

tiempo finito dado por a alrededor de un tiempo t = b, estas características son las que le 

dan a ( )t  la identidad de wavelet u ondícula. 

 

 

 El cumplimiento de la ecuación (3.4) indica que ( )w  debe tener un rápido 

decaimiento cuando w tiende a 0. Esto último le provee a ( )t  una característica de filtro 

pasabanda, según lo afirma Faundez, P., et all (2002). 

 

 

 Una función wavelet madre ( )t  trae asociada consigo una función escala ( )t , 

con este par de funciones se puede aproximar cualquier función 2( ) ( )f t L R  mediante una 

de las funciones o mediante ambas. Así: 

 

 
k j

kj

k j

kj tdtctf )()()( ,, 

 
(3. 5)

 
 

 

 Además, 2 ( )L R  denota el espacio vectorial formado por el conjunto de funciones 

cuadrado integrable, es decir, aquellas funciones que cumplen  
2

( )f t dt





   también 

llamadas señales de energía. 

 

 

 En esta ultima ecuación (3.5) los términos cj,k y dj,k (coeficientes escala o de 

aproximación y coeficientes wavelet o de detalle) se obtienen mediante el producto interno 

definido en las ecuaciones (3.6a) y (3.6b): 

 

,

1
( )j k

t k
c f t dt

jj






 
  

 


 

(3.6a)
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,

1
( )j k

t k
d f t dt

jj






 
  

 


 

(3. 6b)

 

 

 

 

3.2.- FUNCIÓN ESCALA 
 

 

 

 Es una función 2( ) ( )t L R   que trasladada y escalada genera un conjunto de 

funciones  , ( ) | ,j k t j k Z   definida como: 

 

2 2

, ( ) 2 (2 )  ;   ,
j j

j k t t k j k Z   
 

(3. 7)
 

 

 

 Tomando como base lo expuesto en el Teorema 1.3.1 se puede definir el siguiente 

subespacio vectorial dentro del conjunto 2 ( )L R : 

 

 , ( )j j k ZV L t   ⊆ 2 ( )L R ; es decir, el conjunto  , ( )j k Z t   es una base para el 

espacio vectorial Vj. 

 

 

 Entonces se dirá que una función f(t) estará en Vj (esto es f(t) ∈ Vj) si puede 

expresarse como combinación lineal de los términos de la base del subespacio Vj. 

 

, ,( ) ( )j k j k

k Z

f t c t



 

(3.8)

 
 

 Para hallar los términos cj,k se realiza el producto interno de la ecuación (3.8) con la 

función con la función escala, obteniéndose la ecuación (3.9). 

𝑐𝑗 ,𝑘 = 𝑓 𝑡 ∙ ( )t =  𝑓 𝑡 ( )t
∞

−∞

𝑑𝑡 (3.9) 
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 Una función 2( ) ( )t L R   se considera una buena función escala si cumple con las 

siguientes características: 

 

 

 Para cada j Z  el conjunto  , ( )j k Z t   forma una base ortonormal para el 

subespacio 2 ( )jV L R . 

 

 Los subespacios Vj están anidados, es decir,  1, j jj Z V V     

 

 La función 2( ) ( )t L R   tiene soporte compacto,  | ( ) 0x Z x    

 

 

3.3.- FUNCIÓN WAVELET 

 

 

 De la misma forma como se definió el subespacio Vj se puede definir otro 

subespacio llamado Wj con otro conjunto de funciones base: 

 

 , ( )j j k ZW L t                         (3.10) 

 

Donde,   2 2

, ( ) 2 (2 )  ;   ,
j j

j k t t k j k Z                              (3.11) 

 

Y cualquier función que esté en Wj se puede escribir: 

 

, ,( ) ( )j k j k

k Z

f t d t


                           (3.12) 

 

 

 

 Al conjunto Wj se le denomina el complemento ortogonal de Vj en Vj+1, es decir, 

según el teorema 1.13.3, todos los miembros de Vj son ortogonales a todos los miembros 

de Wj. 
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Matemáticamente se puede expresar mediante el producto interno definido en la 

ecuación (1.12) que: 

 

, , , ,( ) ( ) ( ) ( ) 0j k j k j k j kt t t t dt   




   para toda ,j k Z                 (3.13) 

 

 

 

 Se puede generalizar tomando en cuenta el Teorema 1.13.3 que: 

 

1j j jV V W                            (3.14) 

 

 

3.4.- TRANSFORMADA DISCRETA WAVELET (DWT) 

 

 

 Para este nuevo caso de estudio ahora se tendrá una discretización de la función f(t) 

y de las funciones ( )t  y  ( )t . 

 

 

 Ahora, si te tienen los siguientes espacios Vj representados en la figura 3.1. 

 

 

 
 

 

 

 
Figura 3.1: Representación de los subespacios Vj donde se muestra que están anidados.  

 

𝑉0 ⊂ 𝑉1 ⊂ 𝑉2 ⊂ ⋯𝑉𝑛 ⊂ 𝐿2(𝑅) 

2 ( )L R  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

V0 

V1 

V2 
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En la figura 3.1 se puede observar que el subespacio V1 cuya base es  1, ( )k Z t   

puede expandirse si se le completa la base hasta obtener una base para el subespacio V2. 

Este conjunto base sería de la forma  2, ( )k Z t   

 

 

Otra propiedad que presenta la función escala ( )t es: 

 

1( ) (2 )j jf t V f t V     

, ,( ) ( ) ( )j j k j k

k Z

f t V f t c t


    

                              
, ,(2 ) (2 )j k j k

k Z

f t c t


  

                              2 1

, ,(2 ) 2 (2 )
j

j

j k j k

k Z

f t c t k 



   

                              
1

2
, 1

,(2 ) 2 (2 )
2

j
j k j

j k

k Z

c
f t t k






   

                              
1

2
,

1,(2 ) 2 ( )
2

j
j k

j k

k Z

c
f t t







  

1(2 ) jf t V  
 

 

 

 

 Ahora se deduce que si una función f(t) está en V2, entonces puede representarse 

como combinación lineal de los vectores de la base del subespacio V2. 

 

2 1

2 , ,( ) ( ) 2 (2 ) | 2
j

j

j k j k

k Z

f t V f t c t k j 



    
 

(3.15)

 
 

 

 Pero como la base del subespacio V1 se puede completar mediante su complemento 

ortogonal W1 se obtiene entonces una base para el subespacio V2. 
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Por lo tanto de la figura 3.2 se puede intuir que una función que esté en Vjo se puede 

representar también por la ecuación (3.16) la cual no es más que la ecuación (3.5) con una 

correcta notación para las sumatorias que dependen de los términos j y k: 

 

0

0 0

0

2 1 1 2 1

, , , ,

0 0

( ) ( ) ( )          ,

j jN

j k j k j k j k

k j j k

f t c t d t j k Z 
  



  

     (3.16) 

 

 

 
Figura 3.2: Representa los subespacios Wj y se observa que la intersección entre ellos es vacía y que 

2 1 1V V W   

 

 

 

 Quedando f(t) aproximada por medio de la combinación lineal de funciones escala 

(aproximaciones) más funciones wavelet (detalles). 

 

 

 A cada uno de los niveles j en Vj y Wj se les denomina niveles de descomposición, 

así en la ecuación (3.16) se dice que f(t) está en el subespacio Vjo y por lo tanto se tienen jo 

niveles descomposición para f(t). 
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 Entonces para cada subespacio Vj se puede establecer: 

 

2 1 1V V W   

 

3 2 2 1 1 2V V W V W W    
 

 

 

 

 En general una función f(t) (la cual es un vector) se puede aproximar mediante los 

vectores de la base de un subespacio generado por funciones escala más la sumatoria de los 

vectores de la base de subespacios ortogonales generados por funciones wavelet. 

 

 

 En términos prácticos, como se estableció en la definición de transformada continua 

wavelet, una función wavelet ventaniza a una función f(t) (ver figura 3.3) y como la función 

wavelet tiene soporte compacto al hacer las múltiples traslaciones de la función wavelet y 

realizar el producto interno se obtienen los diferentes coeficientes wavelet: 

 

 

 

 

Figura 3.3: Se muestra como una función wavelet ventaniza a una señal. 

 

 

 

 La figura 3.3 indica como una wavelet ventaniza a una señal f(t). El resultado del 

solapamiento entre estas dos señales da origen a los coeficientes wavelet de f(t). 

 

 

La figura 3.4 muestra un ejemplo de función wavelet y función escala 

(Daubechies8) y su representación como filtros pasaalto y pasabajo respectivamente. 
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En tiempo discreto una función f(t) se representa por medio de una secuencia o por 

medio de un vector cuyas entradas son las imágenes para distintos instantes de tiempo 

puntuales. 

 

 

Por lo tanto el producto interno definido en (3.6a) y (3.6b) se puede definir en 

tiempo discreto como: 

 

[ ] [ ] [ 1 ]

1

j k

k j k j

j

c f 


 




 

(3.17a)

 
 

 

[ ] [ ] [ 1 ]

1

j k

k j k j

j

d f 


 




 

(3.17b)

 
 

 

 
 

Figura 3.4: Representa la grafica del sistema Dubechie8. Función wavelet y su representación como filtro 

pasaalto, gráficos superiores. Función escala y su representación como filtro pasabajo, gráficos inferiores. 
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 Las ecuaciones (3.17a) y (3.17b) definen el producto interno de dos funciones 

discretizadas, también son conocidas como la convolución entre dos secuencias. De forma 

más general: 

 

 

 Sean U y V vectores de longitud m y n respectivamente. Entonces W es un vector de 

longitud m + n – 1, cuyos k-ésimos elementos vienen dados por: 

 

[ ] [ ] [ 1 ]

1

j k

k j k j

j

W U V


 



  (3.18) 

 

 

 
[1] [1] [1]W U V  

 
[2] [1] [2] [2] [1]W U V U V   

 
[3] [1] [3] [2] [2] [3] [1]W U V U V U V    

                     

 
[ ] [1] [ ] [2] [ 1] [ ] [1]...n n n nW U V U V U V     

 

 

 

 Ejemplo 7 

 

 Supóngase que se tiene una señal f(t) discretizada, cuyas muestras son: 

 

f[n] = [2, 4, 1, 6, 4, 5, 1, 3] 

 

 Determinar los coeficientes escala y los coeficientes wavelet en el primer nivel de 

descomposición usando el sistema Haar o Daubechies1. 

 

 

 

 Como los coeficientes escala (de aproximación) y los coeficientes wavelet (de 

detalle) se determinan mediante las ecuaciones (3.17a) y (3.17b) respectivamente, se 
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necesita conocer los coeficientes del filtro del sistema Haar los cuales ya están tabulados, 

así que los filtros son: 

 

 [ ]

1 1
,

2 2
n

 
  
 

 Filtro escala o filtro pasabajo de descomposición 

 

 
[ ]

1 1
,

2 2
n

 
  
 

 Filtro wavelet o filtro pasaalto de descomposición 

 

 

 

 En la figura 3.5 se muestra el proceso que se lleva a cabo en el cálculo de los 

coeficientes de aproximación y detalle. 

 

 

Primero se realiza la convolución entre la señal  f[n] y los filtros pasaalto y pasabajo, 

luego se realiza un submuestreo para eliminar muestras redundantes. Posteriormente se 

construye el vector wavelet. 

 

 

                  
 

Figura 3.5: Diagrama algorítmico para calcular los coeficientes de aproximación y detalle de una señal 

cualquiera f que ha sido muestreada. 
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 En este primer nivel de descomposición el vector wavelet  VW[n] estará formado por 

los 4 coeficientes de aproximación seguido de los 4 coeficientes de detalle. 

 

6 7 9 4 2 5 1 2
[ ] , , , , , , ,

2 2 2 2 2 2 2 2
WV n

    
  
 

 

 

 

 Ejemplo 8 

 

 Para la secuencia del ejemplo anterior, realizar mediante el sistema Haar todos los 

niveles de descomposición y determinar el vector wavelet en el último nivel de 

descomposición. 

 

 

 La secuencia del ejemplo anterior tiene 8 (2
3 

= 2
N
) muestras, por lo tanto N, que 

representa el número máximo de niveles de descomposición en este caso es N = 3. 

 

 

 En la figura 3.6 se muestra un esquema que describe como la descomposición 

multinivel sólo toma en cuenta la salida del filtro pasabajo para futuras descomposiciones, 

así finalmente el vector wavelet en el último nivel de descomposición estará formado por 

un solo coeficiente de aproximación y el resto de las componentes son coeficientes de 

detalles. 

 

 

Por lo tanto de la figura 3.6, se puede intuir que una función que esté en Vjo se puede 

representar también por la ecuación (3.16) la cual no es más que la ecuación (3.5) con una 

correcta notación para las sumatorias que dependen de los términos j y k: 

 

0

0 0

0

2 1 1 2 1

, , , ,

0 0

( ) ( ) ( )          ,

j jN

j k j k j k j k

k j j k

f t c t d t j k Z 
  



  

     (3.16) 
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La figura 3.6 representa una completa descomposición multinivel de una señal 

muestreada, proceso denominado análisis. 

 

 

 
 

Figura 3.6: Descomposición multinivel de una señal muestreada con 8 muestras. Se observa la formación del 

vector wavelet para cada nivel de descomposición, proceso denominado análisis. 

Fuente: Faundez P., et all (2002). 
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Ejemplo 9 

 

Supóngase que se  tiene la función ( ) ( )f t Sen t , se quiere obtener 8(2
3
) muestras 

en un periodo de ella (en el intervalo [0,2]); es decir, se quiere muestrear f(t) a una 

frecuencia de 8
2

, esto significa que se va a calcular f(t) para: 

 

t = {0, /4, /2, 3/4, ,5/4,3/2,7/4} 

 

De donde se obtiene la secuencia: 

 

2 2 2 2
[ ] 0, , 1, , 0, - , -1, -

2 2 2 2
x n

 
  
 

 

 

 Determinar la descomposición multinivel según el sistema Haar. 

 

 

En este ejemplo se trabajará con el sistema Haar (o Daubechies 1) para calcular el 

vector wavelet de f(t). 

 

 

 Los coeficientes para el filtro escala (fe) y filtro wavelet (fw) son respectivamente: 

 

 

 

 En este caso se realizará el esquema de descomposición mostrado en la figura 3.6 

por medio de la modalidad de pseudocódigo con el objetivo de mostrar una forma 

equivalente de realizar el análisis al representado en la figura 3.6. 

𝑓𝑒 =  
1

2
 2,

1

2
 2  Filtro pasabajo de descomposición

 

 

𝑓𝑤 =  −
1

2
 2,

1

2
 2  Filtro pasaalto de descomposición
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Segunda Descomposición 

CA2:= convolución( [ca3], [fe] ): 

ca2:= submuestrear( [CA2] ); 

 

CD2:= convolución( [ca3], [fw] ): 

cd2:= submuestrear( [CD2] ); 

 

ca2 = [1.2071, -1.2071] 

 

 

cd2 = [-0.4999, 0.4999] 

 

Tercera descomposición 

CA1:= convolución( [ca2], [fe] ): 

ca1:= submuestrear( [CA1] ); 

 

CD1:=convolución( [ca2], [fw] ): 

cd1:= submuestrear( [CD1] ); 

ca1 = [0] cd1 = [1.7071] 

Análisis: 

VectorWavelet:= [ca1, cd1, cd2, cd3]; 

 

VectorWavelet = [0, 1.7071, -0.4999, 0.4999, -0.5, 0.2071, 0.5, -0.2071] 

 

 

 

3.5.- RECONSTRUCCIÓN DE SEÑALES (SÍNTESIS) 
 

 

 

 Al proceso de reconstrucción de señales se le denomina síntesis y corresponde a la 

inversa de la transformada discreta wavelet (IDWT). Este proceso consiste en recuperar la 

señal original sin que se produzca perdida de información a partir de las componentes 

obtenidas durante el proceso de análisis. 

 

 

Primera Descomposición 

CA3:= convolución( [x], [fe] ): 

ca3:=  submuestrear( [CA3] ); 

 

CD3:= convolución( [x], [fw] ): 

cd3:= submuestrear( [CD3] ); 

ca3 = [0.5, 1.2071, -0.5, -1.2071] cd3 = [-0.5, 0.2071, 0.5, -0.2071] 
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Por lo tanto, lo que se desea es lograr representar los coeficientes escala en un nivel 

de resolución más alto mediante una combinación de los coeficientes escala y wavelets en 

un nivel de resolución más bajo. 

 

 

 Los procesos de análisis y síntesis son procesos iterativos de tal manera que en 

teoría pueden repetirse en forma infinita con la salvedad que el proceso de síntesis depende 

del proceso de análisis. Sin embargo, en la práctica estos procesos no pueden repetirse de 

manera infinita, siendo el nivel de resolución de la señal original el que pone el límite. 

 

 

 Una explicación más detallada puede expresarse de la siguiente manera: 

 

 

 Supongamos una señal con una longitud  N=2
n
, en el análisis dividimos la señal 

original en una aproximación y un detalle correspondientes al primer nivel de 

descomposición, luego la aproximación que queda de longitud igual a 2
n-1

 es nuevamente 

dividida obteniendo una nueva aproximación y detalle correspondientes a un segundo nivel 

de descomposición. Este procedimiento se vuelve a repetir hasta que la aproximación y el 

detalle estén representados por un solo coeficiente, es decir, tienen una longitud de 1=2
0
, lo 

que significa que el número de iteraciones posibles de realizar es de n=log2N. De esta 

forma se obtiene un vector de longitud N que contiene un sólo término encargado de 

representar la forma general de la señal (coeficiente escala) y todos los otros términos con 

información sobre el detalle obtenido en los diferentes niveles de descomposición 

(coeficientes wavelet), tal como se ilustró en la figura 3.6 donde aparece el vector al cual se 

le denomina vector-DWT. 

 

 

 La síntesis por su lado toma la aproximación y el detalle, aumenta su longitud al 

doble mediante el súper muestreo y realiza la convolución discreta con los respectivos 

filtros, obteniéndose como resultado una mejor aproximación a la señal correspondiente al 

primer nivel de reconstrucción. 
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 Lógicamente, el número de veces que se realiza el proceso de reconstrucción hasta 

llegar a la señal original depende del grado de descomposición al que se llegó en el proceso 

de análisis. 

 

 

 Para explicar cómo se realiza una descomposición y una reconstrucción, se ilustrará 

el proceso utilizando la wavelet Haar y suponiendo una señal F[n]=[2,4,1,6,4,5,1,3], la 

descomposición se observa en la figura 3.7. 

 

 

 
 

Figura 3.7: Se muestra el primer nivel de descomposición de una señal mediante el sistema Haar. 

 

 

 Como la aproximación está relacionada con un promedio y el detalle con 

diferencias, entonces, se puede obtener la primera descomposición de acuerdo a las 

ecuaciones  (3.17a) y (3.17b) donde los cj son los coeficientes correspondientes a la señal 

original, es decir los datos de entrada representados por F[n] y J es el nivel de resolución 
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más alto con el que se puede trabajar, N=2
J
 es la longitud de la señal original, para este caso 

F[n] es una señal de longitud N = 8 = 2
3
. 

 

𝑐𝐽−1,𝑘 =
1

 2
 𝑐𝐽 ,2𝑘 + 𝑐𝐽 ,2𝑘+1  (3.17a) 

 

𝑑𝐽−1,𝑘 =
1

 2
 𝑐𝐽 ,2𝑘 − 𝑐𝐽 ,2𝑘+1  (3.17b) 

 

 

 Aplicando el algoritmo de descomposición, se puede observar en la figura 3.7 como 

se realiza la convolución discreta entre los filtros escalas y los filtros wavelet con la señal 

original, además se observa el posterior submuestreo de tal forma que se obtienen dos 

conjuntos de coeficientes, uno encargado de la aproximación a la señal original y el otro 

encargado del detalle, ambos de longitud 2
3-1

=4. 

 

 

 El paso siguiente es mantener el detalle y volver a aplicar el algoritmo a los 

coeficientes de aproximación dando como resultado una nueva aproximación mas general y 

un nuevo detalle, ambos de longitud 2
3-2

=2. Este proceso se podrá repetir una vez mas ya 

que tanto la longitud de la nueva aproximación como del nuevo detalle será igual a 2
3-3

=1. 

 

 

 Para reconstruir la señal a partir de los coeficientes escala y los coeficientes wavelet 

pertenecientes al primer nivel de descomposición, se observa que sumando y restando las 

ecuaciones (3.17a) y (3.17b) se obtienen: 

 

𝑐𝐽 ,2𝑘 =
1

 2
 𝑐𝐽−1,𝑘 + 𝑑𝐽−1,𝑘  (3.18a) 

 

 

𝑐𝐽 ,2𝑘+1 =
1

 2
 𝑐𝐽−1,𝑘 − 𝑑𝐽−1,𝑘  (3.18b) 
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 Estas últimas ecuaciones (3.18a) y (3.18b) permiten realizar una reconstrucción 

perfecta de la señal. En la figura 3.8 se puede ver como se realiza el proceso de súper 

muestreo y posteriormente la convolución para reconstruir la señal en forma perfecta 

mediante la suma de los coeficientes de reconstrucción escala y wavelet 

 

 

 
 

 

 

 

 

2 4 1 6 4 5 1 3 

 

 
Figura 3.8: Reconstrucción de una señal utilizando el sistema Haar, la señal ha sido descompuesta sólo hasta 

el primer nivel de descomposición. 

 

 

 

 Se observa en esta última figura (figura 3.8) cómo se obtiene la reconstrucción de la 

señal representada por f[n] en la figura 3.7, además se puede ver que el filtro escala de 

reconstrucción y el filtro wavelet de reconstrucción se representan con un asterisco de supra 
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índice ya que no son los mismos que fueron utilizados en la descomposición pero están 

altamente relacionados. 

 

 

 Considerando esta última parte en la que se ha advertido sobre la existencia de 

filtros de reconstrucción se procederá a mostrar en el sistema Haar los filtros de 

descomposición y los filtros de reconstrucción utilizados en los procesos descritos en las 

figuras 3.7 y 3.8. 

 

 

Función escala (filtro pasabajo) y función wavelet (filtro pasa alto) discretizadas, sistema 

Haar 

 

Filtro Pasabajo de Descomposición 

𝑓𝑒 =  
1

 2
,

1

 2
  

 

Filtro Pasa bajo de Reconstrucción 

𝑓𝑒
∗ =  

1

 2
,

1

 2
  

 

Filtro Pasa alto de Descomposición 

𝑓𝑤 =  −
1

 2
,

1

 2
  

Filtro Pasa alto de Reconstrucción 

𝑓𝑤
∗ =  

1

 2
,−

1

 2
  

 

 

 

Se puede notar la ortogonalidad entre las secuencias que describen a la función 

escala y las secuencias que describen a la función wavelet, esto quiere decir, tanto para los 

filtros de descomposición como para los filtros de reconstrucción se cumple que el 

producto interno (en este caso se trata de un producto interno usual en R
n
) 𝑓𝑒 ∙ 𝑓𝑤 = 0 o 

también 𝑓𝑒
∗ ∙ 𝑓𝑤

∗ = 0 

 

 

 Existen diferentes sistemas para realizar la transformada wavelet de una señal, entre 

ellos se pueden contabilizar, el sistema Haar (también conocido como Daubechies1), la 

familia Daubechies, la familia Biortogonal, la familia Symlets y la familia Coiflets entre 

otros. 
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 Para observar la relación que existe entro los filtros escala y los filtros wavelet se 

utilizará el sistema Daubechies2 conocido como Db2, de allí se comprenderá como a partir 

del filtro escala se puede conocer el filtro wavelet. 

 

 

𝑓𝑒 =  
1 −  3

4 2
,
3 −  3

4 2
,
3 +  3

4 2
,
1 +  3

4 2
  

 

𝑓𝑤 =  −
1 +  3

4 2
,
3 +  3

4 2
,−

3 −  3

4 2
,
1 −  3

4 2
  

 

 

 

 Primero que nada se observa la ortogonalidad entre los filtros, esto es 𝑓𝑒 ∙ 𝑓𝑤 = 0, 

segundo, se puede ver como el filtro wavelet no es más que recorrer el filtro escala al revés 

y cambiarle el signo a los que queden en posición impar en el filtro wavelet. 

 

 

 

 Para obtener los filtros de reconstrucción simplemente se recorren en orden inverso 

los filtros de descomposición. 

 

 

𝑓𝑒
∗ =  

1 +  3

4 2
,
3 +  3

4 2
,
3 −  3

4 2
,
1 −  3

4 2
  

 

𝑓𝑤
∗ =  

1 −  3

4 2
,−

3 −  3

4 2
,
3 +  3

4 2
,−

1 +  3

4 2
  

 

 

 

 

 Hasta el momento se ha realizado una reconstrucción para una señal que sólo ha 

sido descompuesta en su primer nivel de descomposición. Sin embargo el objetivo principal 

de un análisis wavelet es obtener el vector-Dwt ya que este es el que contiene información 

útil para la aplicación de esta herramienta en diferentes campos del procesamiento de 
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señales, entiéndase por estos, la reducción de ruido, la aproximación no lineal, la 

compresión de datos, la detección de singularidades, parámetros característicos, etc. En la 

figura 3.9 se muestra la descomposición completa (en todos sus niveles de descomposición  

de la señal f[n]. 

 

 

 
 
Figura 3.9: Descomposición multinivel (análisis) de una señal de 8=2

3
 muestras con sus respectivos vectores 

wavelet en cada nivel de descomposición, además se observa que 0< k <2
j
. 

 

 

Ahora se procederá a ilustrar el proceso de reconstrucción total de la señal. Este 

proceso se observa resumidamente a continuación, es de hacer notar que se está realizando 

la reconstrucción de la señal descompuesta en la figura 3.9. 

 

 

f[n] 

𝑉 − 𝐷𝑤𝑡1 =  
6

 2
,

7

 2
,

9

 2
,

4

 2
,
−2

 2
,
−5

 2
,
−1

 2
,
−2

 2
,   

𝑉 − 𝐷𝑤𝑡2 =  
13

2
,
13

2
,
−1

2
,
5

2
,
−2

 2
,
−5

 2
,
−1

 2
,
−2

 2
,   

𝑉 − 𝐷𝑤𝑡3 =  
13

 2
, 0,

−1

2
,
5

2
,
−2

 2
,
−5

 2
,
−1

 2
,
−2

 2
,   

Vector-Dwt: 
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Reconstrucción de los coeficientes en el nivel J=0 

 

𝑐0,𝑘   
13

 2
  supermuestrear ∗ 𝑓𝑒

∗ =  
1

 2
,

1

 2
   

13

2
,
13

2
  

 

𝑑0,𝑘   0  supermuestrear ∗ 𝑓𝑤
∗ =  

1

 2
,−

1

 2
   0,0  

 

 

Los coeficientes de aproximación del nivel J=1 serán 

 
13

2
,
13

2
 −  0,0 =  

13

2
,
13

2
  

 

 

 

Reconstrucción de los coeficientes en el nivel J=1 

 

𝑐1,𝑘   
13

2
,
13

2
  supermuestrear ∗ 𝑓𝑒

∗ =  
1

 2
,

1

 2
   

13

2 2
,

13

2 2
,

13

2 2
,

13

2 2
  

 

𝑑1,𝑘   0,0  supermuestrear ∗ 𝑓𝑤
∗ =  

1

 2
,−

1

 2
   

−1

2 2
,

1

2 2
,

5

2 2
,
−5

2 2
  

 

 

Los coeficientes de aproximación del nivel J=2 serán 

 
13

2 2
,

13

2 2
,

13

2 2
,

13

2 2
 +  

−1

2 2
,

1

2 2
,

5

2 2
,
−5

2 2
 =  

6

 2
,

7

 2
,

9

 2
,

4

 2
  

 

 

 

Reconstrucción de los coeficientes en el nivel J=2 

 

𝑐2,𝑘   
6

 2
,

7

 2
,

9

 2
,

4

 2
  supermuestrear ∗ 𝑓𝑒

∗ =  
1

 2
,

1

 2
   3,3,

7

2
,
7

2
,
9

2
,
9

2
, 2,2  

 

𝑑2,𝑘   
−2

 2
,
−5

 2
,
−1

 2
,
−2

 2
  supermuestrear ∗ 𝑓𝑤

∗ =  
1

 2
,−

1

 2
   −1,1,

−5

2
,
5

2
,
−1

2
,
1

2
,−1,1  

 

 

𝑓[𝑛] =  3,3,
7

2
,
7

2
,
9

2
,
9

2
, 2,2 +  −1,1,

−5

2
,
5

2
,
−1

2
,
1

2
, −1,1 =  2,4,1,6,4,5,1,3  
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CAPITULO IV  
 

 

APLICACIONES DE LA TRANSFORMADA WAVELET 

 

 

Introducción 

 La transformada de ondículas o transformada wavelet es una técnica para el análisis 

de señales que ha sido utilizada en diferentes áreas de la ingeniería y aún siguen 

publicándose nuevas aplicaciones de dicha transformada lo que significa que su estudio sea 

un área de investigación de interés para la comunidad científica. 

 

 

 En este capítulo se presentará un resumen de algunas aplicaciones de la 

transformada wavelet, las cuales no son más que aplicaciones de las matemáticas. Las 

aplicaciones tomadas en cuenta para este capítulo serán parte de los trabajos realizados 

dentro de la Facultad de Ingeniería de la Universidad de Carabobo que han hecho uso de la 

transformada wavelet. Las wavelets han sido aplicadas a una gran cantidad de problemas 

relacionados con el procesamiento de señales: Detección, compresión, clasificación, 

limpieza de ruido, análisis tiempo-frecuencia, también ha sido aplicada en diferentes 

disciplinas tales como ingeniería, medicina, estadística, acústica, sismología, robótica, 

economía, criminología, etc. 

 

 

 

4.1.- CLASIFICACIÓN DE SEÑALES DE VOZ UTILIZANDO TRANSFORMADA 

DE WAVELET Y MÁQUINAS DE VECTORES DE SOPORTE. 

 

 

Trabajo de ascenso realizado por los profesores Carlos Jiménez y Jesús Jiménez en 

el año (2010). En este proyecto de investigación se diseñó un procedimiento destinado a la 

clasificación de señales de voz entre sanas y patológicas, dicho diseño consistió en procesar 

la señal de voz  aplicándole la transformada wavelet para extraerle los parámetros 
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característicos a la señal obtenida, luego, para realizar la clasificación de las señales de voz 

se aplicaron estos parámetros a una maquina de vectores de soporte. 

 

 

Resumen 

 

 

En este proyecto se diseñó un procedimiento para la clasificación de señales de voz 

sanas y patológicas, utilizando la transformada de wavelet y máquinas de vectores de 

soporte. Para el procesamiento de las señales se empleó la transformada de wavelet y a la 

señal obtenida se le extrajeron características que permitieron ser utilizadas para la 

clasificación. Los parámetros obtenidos fueron los momentos de los coeficientes 

(aproximación y detalles originados en los distintos niveles de descomposición cuando se 

aplica la transformada de wavelet. La relación señal a ruido y los coeficientes cepstrales 

mel fueron los otros parámetros obtenidos. Para realizar la clasificación de las señales se 

utilizaron los parámetros obtenidos y se aplicaron a una máquina de vectores de soporte. En 

este clasificador se modificaron los diversos parámetros para sintonizar su entrenamiento y 

realizar los diversos ensayos. Los resultados son presentados para los diversos parámetros y 

ajustes aplicados con su error respectivo. 

 

 

Técnica de procesamiento y análisis de datos. 

 

 

Para realizar el procesamiento de los datos, estos se agruparon y clasificaron como 

señales de voz normales y patológicas. Para la extracción de rasgos se aplicó la 

transformada de wavelet y se analizaron los valores de: relación señal a ruido, los 

coeficientes de los niveles de descomposición, y los coeficientes centrales mel. Para la 

clasificación de la señal entre sana y patológica se utilizó la máquina de vectores de soporte 

(SVM), con kernel rbf. 
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Procedimiento metodológico utilizado. 

 

 

El procedimiento metodológico utilizado para el desarrollo de la investigación se 

muestra en el diagrama de bloques de la figura 4.1, donde se observan las tres fases de la 

investigación. 

 

 

 
 

Figura 4.1: Diagrama de Bloques del procedimiento metodológico 

 

 

 

Procesamiento de la señal 

 

 

Para el procesamiento de la señal se aplicó la transformada de wavelet. a las señales 

de voz sanas y patológicas, luego se extrajeron los rasgos a utilizar para la clasificación. 

Una de la wavelet utilizada en este proyecto es la Daubechies 15 (db15), la cual no es 

simétrica y es mostrada en la figura 4.2. Otra de la wavelet aplicada es la de Daubechies 

4(db4). 

 

 

 
 

Figura 4.2: Función Wavelet Db15 
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Relación señal a ruido 

 

 

Uno de los parámetros obtenidos fue la relación señal a ruido (snr) de las señales, 

para la cual se utilizó la ecuación (4.1). 

 

 

 

(4.1) 

 

 

Donde: 

xˆ(n) = señal filtrada. 

x(n) = señal con ruido. 

snr = relación señal a ruido en decibeles. 

L = número de muestras del segmento de la señal a procesar. 

 

 

Se realizó la segmentación de la señal, definiendo el tamaño del segmento que se va 

a procesar (L). Y se estableció la ubicación (P) del valor correspondiente a la relación señal 

a ruido calculado en el segmento, como la mitad del tamaño del segmento procesado. Un 

ejemplo del cálculo del segmento que se utiliza para determinar la relación señal a ruido sin 

solapamiento es el siguiente: 

 

 Longitud de la señal N = 1024 muestras 

 El tamaño del segmento L = 256 muestras, 4 ventanas en total. 

 

 

En la figura 4.2 se muestra el resultado del procedimiento para obtener el segmento 

de la señal que se va a procesar, los puntos P1, P2, P3 y P4 representan las posiciones 

donde se va colocar el valor de la relación señal a ruido calculado . 

 

 



67 

 

De este modo se obtienen los diferentes valores de la relación señal a ruido, al 

calcularlos en cada L segmentos de la señal de longitud N. A estos  valores se le obtuvo los 

valores medio, desviación estándar, la asimetría , la Kurtosis, el valor máximo y el valor 

mínimo. 

 

 

 
 

Figura 4.2: Segmentación de la señal. 

 

 

 
 

 

Donde 

Sk= Coeficiente de asimetría ( “skewness”) 

mo3 = tercer momento Central 

S=Desviación estándar 

K= Kurtosis 

mo4 = Cuarto momento central 
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El vector de rasgos(Vr) es el siguiente: 

 

Vr = [media, varianza, coeficiente de asimetría, kurtosis, valor máximo, valor mínimo] 

 

 

  La wavelet utilizada es la Db15 y el umbral para realizar el proceso de filtrado se 

obtuvo como el valor medio del valor obtenido en cada señal a través la formula de 

Donoho. 

 

𝑡𝑕𝑟 =   2ln⁡(𝑛) ∗ 𝜎 

 

 

 

Momentos de los Coeficientes de Wavelet. 

 

 

Para obtener otros parámetros se descompusieron las señales en diferentes niveles y 

a los coeficientes de detalles y análisis se le calculó los cuatros primeros momentos 

estadísticos. En la figura 4.3 se muestra la descomposición de la señal con tres niveles. 

 

 

  
 

Figura 4.3: El árbol de descomposición de wavelet con 3 niveles de descomposición. 

 

 

 

La Wavelet utilizada para hacer la descomposición fue la Db4, y los coeficientes de 

cada nivel se extrajeron con la función Wavedec: 
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A todos estos coeficientes se le calcularon los cuatro primeros momentos 

estadísticos, de tal manera que se obtiene un vector de rasgos (Vrm) que posee los 

momentos de los coeficientes del nivel de aproximación (ca) y los momentos de los 

coeficientes de los tres niveles de los detalles(cdn) , dando como resultado un total de 16 

(4x4) rasgos (Ver tabla 4.1) 

 

Tabla 4.1 Momentos calculados a los coeficientes de la descomposición. 

 
 

 

Donde: 

vm: valor medio 

var: variancia 

mo3:momento central de orden 3 

mo4:momento central de orden 4 

ca= coeficientes de aproximación 

cdn= coeficientes de los detalles del nivel n 

 

 

Coeficientes Cepstrales de frecuencia mel. 

 

 

De igual modo se aplicó la transformada de wavelet como filtro para reducir el 

ruido de las señales de voz, utilizando diferentes niveles de descomposición. La Wavelet 

aplicada fue la Daubechies 15 (Db15), y para el filtrado se seleccionó un umbral fijo. Se 

obtuvo los coeficientes cepstrales de frecuencia mel para cada uno de los niveles de 

descoposición. Los coeficientes cepstrales de frecuencia mel (20 rasgos) fueron calculados 
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de acuerdo a metodología propuesta por David y Mermelstein en 1980, en su trabajo 

“Comparison of Parametric Representations for Monosyllabic Word Recognition in 

Continuously Spoken Sentences”. 

 

 

Como complemento de la experimentación, se realizaron las mismas operaciones 

descritas en el párrafo anterior, variando la longitud de las ventanas de acuerdo a valores de 

tiempo de duración de las muestras entre 10 milisegundos y 50 milisegundos. 

 

 

Clasificación de las señales 

 

 

La fase de clasificación de las señales consistió en utilizar la máquina de vectores de 

soporte para clasificar los señales entre sanas y patológicas. 

 

 

El kernel utilizado fue el rbf y se le suministró los rasgos obtenidos en la fase 2. 

Esto quiere decir que se obtuvieron tres máquinas de vectores de soporte para cada 

conjunto de rasgos. 

 

 

4.2.- TRANSFORMADA DE ONDÍCULAS PARA ANÁLISIS DE ESTRUCTURAS 

 

 

 Artículo realizado por los profesores José Luis Nazar y Cristobal Vega en el año 

(2011). En este trabajo se plantea un método de estimación de daños en estructuras mediante la 

separación no lineal de señales, basado en la transformada de ondículas. 

 

 

Resumen 

 

 

Este trabajo plantea un método de estimación de daños en estructuras mediante la 

separación no lineal de señales, basado en la transformada de ondículas. Los resultados 

obtenidos son superiores en capacidad de estimación de daños a los reportados en la 
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literatura. El método propuesto, mediante un registro de la aceleración del sistema y la 

transformada de ondículas permite estimar el instante y la amplitud de cualquier falla 

estructural. 

 

 

 Describiendo el trabajo a grandes rasgos, este consistió en el modelado de un 

sistema base excitado con un solo grado de libertad, 1 – dg, con rigidez variable como el 

mostrado en la figura 4.4. 

 

 

 
 

Figura 4.4: Sistema base excitado de un solo grado de libertad 1-dg con rigidez cambiante 

 

 

 

 Este sistema es completamente descrito por la siguiente ecuación de movimiento tal 

como se muestra en la ecuación (4.2) 

 

 

 
 

 

(4.2) 
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 La aceleración absoluta se obtiene de la ecuación de movimiento (4.2) y se 

representa mediante la ecuación (4.3). En esta ecuación podrá observarse la ocurrencia de 

un cambio abrupto de k lo cual estará representando la existencia de un daño en la 

estructura. Este cambio de k se reflejará como una discontinuidad aislada. 

 

 

 

(4.3) 

 

 

 Luego, esta discontinuidad será fácilmente detectada por la transformada de 

ondículas aun cuando sea muy pequeña en comparación con la amplitud media de la 

respuesta. 

 

 

 Otra dificultad surge cuando el sistema es excitado por un proceso aleatorio, lo cual 

sería una situación más realista. En este caso, la excitación no será suave, así que las 

derivadas de x en la ecuación (4.3) podría tener discontinuidades en casi todo punto, por 

que las singularidades en la excitación son propagadas a través de el sistema y afecta la 

respuesta. 

 

 

Detección del daño mediante la transformada de ondícula 
 

 

 

 El método propuesto fue desarrollado mediante simulaciones. La ecuación (4.2) fue 

simulada por el método de Monte–Carlo en SciLab. Durante un intervalo de 5 seg con 100 

nodos por segundo, para el caso en el cual no fue realizada ninguna perturbación, es decir, 

la rigidez se mantiene constante. La aceleración obtenida está representada en la figura 4.5. 

Se observa que esta contiene 4 sub figuras, las cuáles se explicaran a continuación. 

 

 

 La aceleración obtenida está representada en la Figura 2. La transformada de 

ondícula obtenida de la señal de la Figura 2 está dada en la Figura 4. La respuesta de 
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aceleración bajo una excitación local aleatoria activada a los 1,5 s está graficada en la 

Figura 3. 

 

 

Fueron realizadas 500 réplicas de la simulación para cada valor de k con 

incrementos diferenciales de (0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5, 0,6, 0,7, 0,9 y 1% de la amplitud sin 

perturbación) y el resto de los parámetros de la ecuación (4.2) fueron seleccionados 

aleatoriamente. 

 

 

 
 

Figura 4.5: Se muestra la aceleración del sistema sin perturbación, su respectiva transformada de ondícula y 

en los gráficos del lado derecho se muestra la aceleración absoluta con una perturbación aleatoria y sus 

respectivos coeficientes wavelet. 

 

 

 Para más información de este artículo, ver el apéndice B. 
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4.3.- APLICACIÓN DE LIBRERIAS DE FUNCIONES PARA CALCULAR LA 

TRANSFORMADA WAVELET EN SCILAB EN EL CÁLCULO DE LA 

POTENCIA ELÉCTRICA PARA SEÑALES BAJO CONDICIONES NO 

SINUSOIDALES 

 

 

 Trabajo de ascenso realizado por el profesor Franklin Yusti en el año (2010). En 

este trabajo de investigación se muestra una aplicación de las  librerías de funciones que 

calculan la transformada wavelet programadas en SCILAB en el cálculo de la potencia 

eléctrica para señales bajo condiciones no sinusoidales. La medición de la potencia se 

realizó en el caso sinusoidal para establecer comparaciones con el cálculo de la potencia 

mediante las formulas existentes en el dominio del tiempo, luego se extendió al caso no 

sinusoidal y se compararon la potencia utilizando la transformada wavelet con la potencia 

utilizando las fórmulas existentes en tiempo discreto. 

 

 

 

Procedimiento para determinar la potencia 
 

 

 

El procesamiento digital de las señales se realizó utilizando la plataforma SCILAB, 

en el cual se implementó un conjunto de rutinas que permiten realizar la descomposición 

wavelet multinivel de una señal muestreada. Al descomponer una señal en distintos niveles 

de descomposición (procedimiento denominado ANÁLISIS WAVELET), para cada nivel 

se obtiene un conjunto de coeficientes denominados aproximación y detalle, estos 

coeficientes representan parte de la señal original para un cierto intervalo de tiempo y para 

un ancho determinado de frecuencia. Los coeficientes de aproximación y los coeficientes 

de detalle mencionados anteriormente son los que se utilizaron para el cálculo de la 

potencia eléctrica. 

 

 

 Para calcular la potencia eléctrica en el dominio del tiempo, el método sugiere 

calcular los valores eficaces de la tensión y la corriente, Vrms e Irms, como sigue: 
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CASO: Dominio en el tiempo continuo 

 

Para un periodo T 

 

2 2

0 0 0

1 1 1
                          *

T T T

rms t rms t t t rms rmsV v dt I i dt P v i dt S V I
T T T

       

 

Donde vt e it representan la tensión y la corriente respectivamente. 

 

 

CASO: Dominio en el tiempo discreto 

 

2 1 2 1 2 1
2 2

0 0 0

1 1 1
                           *

2 2 2

N N N

rms n rms n n n rms rmsN N N
n n n

V v I i P v i S V I
  

  

       

 

Donde vn e in representan la tensión y la corriente discretizada (muestreada). 

 

n = 0, 1, 2,…, 2
N
-1; N representará el numero de niveles en los cuales se puede 

descomponer la señal. 

 

 

 Como alternativa para el cálculo de las variables involucradas para la obtención de 

la potencia eléctrica realizó el cálculo de los valores eficaces de tensión y corriente no 

directamente de las muestras originales sino a partir de la descomposición wavelet de las 

muestras de tensión y corriente, ya que la descomposición wavelet actúa como filtro para 

una señal y por ende con este filtrado se está disminuyendo los efectos que aporta el ruido. 

 

 

 En el procedimiento propuesto se programaron las rutinas que realizan el cálculo de 

las siguientes formulas matemáticas: 
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Aplicar Transformada Wavelet a las muestras de Tensión y Corriente 

 

* *

, , , ,( ) ( )n jo k jo k j k j k

k j jo k

v c n d n 


          
* *

, , , ,,      ,jo k n jo k j k n j kc v d v    

 

, , , ,( ) ( )n jo k jo k j k j k

k j jo k

i c n d n 


         , , , ,,      ,jo k n jo k j k n j kc i d v    

 

 

 El nivel de descomposición más bajo de la señal original está representado por jo e 

incluye la componente fundamental de frecuencia de la señal a analizar, como se muestra 

en la figura 4.6. 

 

 

 

Figura4.6: S es la señal a analizar, Ai y Di representan los coeficientes de aproximación y detalle para cada 

nivel de descomposición. Cada una de las igualdades representa el vector wavelet de cada nivel. 

 

 

 Realizada la transformada wavelet de la tensión y la corriente se obtienen los 

vectores wavelet que representan cada una de las señales los cuales se representan por 

Vw[n] e Iw[n] respectivamente para luego calcular los valores eficaces de cada uno de ellos 

como sigue: 
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 
2 1

2

0

1
[ ]

2

N

rms wN
n

V V n




               
2 1

2

0

1
[ ]

2

N

rms wN
n

I I n




   

 
2 1

0

1
[ ]* [ ]

2

N

w wN
n

P V n I n




             *S Vrms Irms  

 

 

 

Aplicación  a un caso sinusoidal puro 

 

 

Supóngase que se tiene la función ( ) ( )f t Sen t , en el intervalo [0,2]; muestreada 

a una frecuencia de 8
2

, se tienen las imágenes de f(t) para: 

 

t = {0, /4, /2, 3/4, ,5/4,3/2,7/4} 

 

De donde se obtiene la secuencia 

2 2 2 2
[ ] 0  1  0 -  -1 -

2 2 2 2
x n

 
  
 

 

 

 Ahora se quiere calcular el valor RMS de f(t) a partir de los coeficientes que 

conforman su vector wavelet. 

 

 

 “Teóricamente para f(t)=VpSen(t) su valor RMS viene dado por 
2

Vp
” 

 

 En este ejemplo se trabajó con el sistema Haar (o Daubechies1) para calcular el 

vector wavelet de f(t) o lo que es lo mismo, de la secuencia x[n]. 

 

 Los coeficientes para el filtro escala y filtro wavelet son respectivamente: 

 Filtro pasabajo de descomposicion

 

 

 
fw := -

- 

1 

2 
  2 , 

1 

2 
  2  Filtro pasa alto de descomposicion

 

 

fe :=
1

2
 2 ,

1

2
 2
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CA2:= convolucion( [ca3], [fe] ): 

ca2:= submuestrear( [CA2] ); 

CD2:= convolucion( [ca3], [fw] ): 

cd2:= submuestrear( [CD2] ); 

 

ca2 = [1.2071, -1.2071] 

 

cd2 = [-0.4999, 0.4999] 

 

CA1:= convolucion( [ca2], [fe] ): 

ca1:= submuestrear( [CA1] ); 

CD1:=convolucion( [ca2], [fw] ): 

cd1:= submuestrear( [CD1] ); 

 

ca1 = [0] 

 

cd1 = [1.7071] 

 

 

VectorWavelet:= [ca1, cd1, cd2, cd3]; 

VectorWavelet = [0, 1.7071, -0.4999, 0.4999, -0.5, 0.2071, 0.5, -0.2071] 

 

 
2 1

2

0

1
[ ]

2

N

rms wN
n

V V n




     

rmsV : Valor RMS de f(t). 

[ ]wV n : Coeficientes wavelet de la función f(t) 

muestreada up supra. 

N: Es el numero de niveles en los cuales se puede 

descomponer la señal. El número de elementos de 

la señal muestreada debe ser potencias de 2 

(escala diádica o diezmado) 

Vrms = sqrt( sum( Vw.*Vw )/(2^3) ) 

Vrms = 

 

           0.7071068 

 

CA3:= convolucion( [x], [fe] ): 

ca3:=  submuestrear( [CA3] ); 

CD3:= convolucion( [x], [fw] ): 

cd3:= submuestrear( [CD3] ); 

ca3 = [0.5, 1.2071, -0.5, -1.2071] cd3 = [-0.5, 0.2071, 0.5, -0.2071] 
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Recuérdese que f(t)=Sen(t), en este caso el valor pico es Vp = 1 y calculando el 

valor RMS teórico se obtiene: 

 

1
0.707

2 2

Vp
Vrms    1068 

 

 

 Se observa la similitud en el resultado numérico, 0.0% de error al comparar el valor 

rms para f(t) tanto teóricamente como a partir del vector wavelet de f(t). 

 

 

 La rutina implementada en SCILAB para calcular la potencia eléctrica mediante la 

transformada wavelet se puede observar en el apéndice D. 
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APÉNDICE A 
 

Aplicación de la transformada de wavelet para el análisis de señales de voz normales y 

patológicas 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



81 

 

 

 
 

 

 



82 

 

 

 
 

 

 

 

 



83 

 

 

 
 

 

 

 

 



84 

 

 

 
 

 

 

 

 



85 

 

 

 
 

 

 

 



86 

 

 

 
 

 

 

 

 



87 

 

 

 
 

 

 

 



88 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

APÉNDICE B 
 

Transformada de ondículas para análisis de estructuras 
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APÉNDICE C 
 

Un método automático para la elección de la base de ondícula y la selección del 

umbral para la estimación de señales 
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APÉNDICE D 
 

Rutinas implementadas en SCILAB para el cálculo de la potencia eléctrica utilizando 

transformada wavelet. 
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Programa Principal “potenciawavelet.sce” 

 

clear 

clc 

clf() 

 

//Cargando la libreria de Funciones Wavelet 

getf('FuncionesWavelet.sci')  

 

//Obteniendo la dirección de los archivos de datos de tensión y corriente 

//los archivos de datos *.txt deben tener los datos en columnas 

direccion=xgetfile(); 

[datos p]=fscanfMat(direccion);                              

t=datos(:,1); 

vt=datos(:,2); 

it=datos(:,3); 

t=t';vt=vt';it=it'; 

 

N=floor( log( length(t) )/log(2) ); 

 

//Interfaz que solicita el sistema Daubechie a utilizar y el nivel de  

//descomposición deseado. 

labels=["Sistema Daubechie";"Nivel"]; 

[ok,daub,nivel]=getvalue("Indique Sistema Daubechie y Nivel de Descomposición",... 

                labels,list("vec",1,"vec",1),["1";"1"]); 

 

  if nivel>N then 

    nivel=N; 

    disp('Ud exedió el maximo nivel de descomposición') 

    disp('por lo tanto se utilizó nivel=') 

    disp(N) 

    disp('que es el maximo nivel de descomposición para esta data') 

  end 

 

  if daub>8 then 

    daub=8; 

    disp('Ud exedió el maximo sistema Daubechie programado') 

    disp('por lo tanto se utilizó Daubechie8') 

  end 

 

//Vector wavelet de la señal de tensión 

[Vw,L]=descomposicion(vt,daub,nivel); 

Vrms=sqrt( sum( Vw.*Vw )/(2^N) ) 

 

//Vector wavelet de la señal de corriente 

[Iw,L]=descomposicion(it,daub,nivel); 

Irms=sqrt( sum( Iw.*Iw )/(2^N) ) 
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//Potencia activa 

P=(1/(2^N))*sum(Vw.*Iw) 

//Transformada de Hilbert. Utilizada para obtener un voltaje en cuadratura 

x=fft(vt); 

n=length(vt); 

h=zeros(1,n); 

h(1)=1;h(n/2+1)=1; 

for k=2:n/2 

    h(k)=2; 

end; 

H=x.*h; 

X=ifft(H); 

xh=X(1:n); 

 

vt90=imag(xh); 

[Vw90,L]=descomposicion(vt90,daub,nivel); 

Q=(1/(2^N))*sum(Vw90.*Iw), S=Vrms*Irms, Fp=P/S 

 

plot(t,vt,'k',t,it,'b',t,vt90,'g') 

legends(['v(t)';'i(t)';'vt90(t)'],[1,2 3],opt="ur") 

xtitle('','Tiempo','Amplitudes') 

 

Librería de Funciones Wavelet en SCILAB, “FuncionesWavelet.sci” 

 

 Para este fin, se utilizó una librería de funciones wavelet en MATLAB publicada 

por Faundez P. y Fuentes A. en su tesis “Procesamiento Digital de señales acústicas 

utilizando wavelets”. Dicha Librería fue la base para completar la construcción de la 

librería de FUNCIONES WAVELET EN SCILAB. 

//-------------------------------------------------------------------- 

//--------------------SUBMUESTREAR------------------------ 

//-------------------------------------------------------------------- 

//Función que elimina todos los elementos de índice impar  

//pertenecientes al vector X. La longitud de X disminuye 

//a la mitad o a la mitad menos 1/2, dependiendo si la  

//longitud original es par o impar. 

function a=submuestrear(x) 

[lhs,rhs]=argn(0) 

  if (rhs == 0) 

    error('No has ingresado la señal de entrada'); 

  end 

   

[fila columna]=size(x); 
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  if fila > columna 

    x=x' 

  end 

L=length(x); 

a=x(:,2:2:L); 

endfunction 

//----------------------------------------------------------------- 

//--------------------SUPERMUESTREAR----------------- 

//----------------------------------------------------------------- 

//Función que inserta ceros entre los elementos del  

//vector X, aumentando la longitud del vector al 

//doble más uno. 

function y=supermuestrear(x) 

[lhs,rhs]=argn(0) 

  if (rhs == 0) 

    error('No has ingresado la señal de entrada'); 

  end 

   

[fila columna]=size(x); 

  if fila > columna 

    x=x' 

  end 

   

L=2*length(x)+1; 

y=zeros(1,L); 

y(2:2:L)=x; 

endfunction 

 

 

//----------------------------------------------------------------- 

//--------------------ANALISIS------------------------------- 

//----------------------------------------------------------------- 

//Función que realiza el primer nivel de descomposición 

//de una señal utilizando el sistema Wavelet Daubechies. 

//SINTAXIS: [ca cd]=analisis(X,M), donde X es la señal 

//de entrada y M es un entero positivo que especifica el 

//sistema Daubechies utilizado. 

//M puede tomar los siguientes valores: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 

function [c,d]=analisis(x,m) 

[lhs,rhs]=argn(0) 

  if (rhs == 0) 

    error('No has ingresado completamente los datos para el analisis'); 

  end 

   

[fila columna]=size(x); 

  if fila > 1 

    x=x'; 
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  end 

 

 

select m 

  case 1 then 

    //Sistema Daubechies 1 

    filtro_escala = [1./sqrt(2) 1./sqrt(2)];  //Filtro Pasabajo de Descomposición 

    filtro_wavelet= [-1./sqrt(2) 1./sqrt(2)]; //Filtro Pasaalto de Descomposición 

  

 case 2 then 

    //Sistema Daubechies 2 

    filtro_escala = [(1-sqrt(3))/(4*sqrt(2)) (3-sqrt(3))/(4*sqrt(2))… 

                           … (   3+sqrt(3))/(4*sqrt(2)) (1+sqrt(3))/(4*sqrt(2))]; 

    filtro_wavelet =[-(1+sqrt(3))/(4*sqrt(2)) (3+sqrt(3))/(4*sqrt(2)) -… 

                           …(3-sqrt(3))/(4*sqrt(2)) (1-sqrt(3))/(4*sqrt(2))]; 

  

 case 3 then 

    //Sistema Daubechies 3 

    filtro_escala = [ 0.0352   -0.0854   -0.1350    0.4599    0.8069    0.3327]; 

    filtro_wavelet= [-0.3327    0.8069   -0.4599   -0.1350    0.0854    0.0352]; 

   

case 4 then 

    //Sistema Daubechies 4 

    filtro_escala = [-0.0106    0.0329    0.0308   -0.1870   -0.0280    0.6309… 

                           . . . 0.7148    0.2304]; 

    filtro_wavelet= [-0.2304    0.7148   -0.6309   -0.0280    0.1870    0.0308… 

                           …-0.0329   -0.0106]; 

   

case 5 then 

    //Sistema Daubechies 5 

    filtro_escala = [ 0.0033   -0.0126   -0.0062    0.0776   -0.0322   -0.2423… 

                            …0.1384    0.7243    0.6038    0.1601]; 

    filtro_wavelet= [-0.1601    0.6038   -0.7243    0.1384    0.2423   -0.0322… 

                            …-0.0776   -0.0062    0.0126    0.0033]; 

  

 case 6 then 

    //Sistema Daubechies 6 

    filtro_escala = [-0.0011    0.0048    0.0006   -0.0316    0.0275    0.0975… 

                           …-0.1298   -0.2263    0.3153    0.7511    0.4946    0.1115]; 

    filtro_wavelet= [-0.1115    0.4946   -0.7511    0.3153    0.2263   -0.1298… 

                           …-0.0975    0.0275    0.0316    0.0006   -0.0048   -0.0011]; 

  

 case 7 then 

    //Sistema Daubechies 7 
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    filtro_escala = [ 0.0004   -0.0018    0.0004    0.0126   -0.0166   -0.0380… 

            …0.0806    0.0713   -0.2240   -0.1439    0.4698    0.7291   0.3965    0.0779]; 

    filtro_wavelet= [-0.0779    0.3965   -0.7291    0.4698    0.1439   -0.2240… 

            …-0.0713    0.0806    0.0380   -0.0166   -0.0126    0.0004   0.0018    0.0004]; 

   

case 8 then 

    //Sistema Daubechies 8 

    filtro_escala = [-0.0001    0.0007   -0.0004   -0.0049    0.0087    0.0140   -0.0441… 

…-0.0174   0.1287   0.0005   -0.2840   -0.0158    0.5854    0.6756    0.3129    0.0544]; 

    filtro_wavelet= [-0.0544   0.3129  -0.6756   0.5854   0.0158  -0.2840 -0.0005… 

…0.1287   0.0174  -0.0441  -0.0140   0.0087   0.0049  -0.0004  -0.0007   -0.0001]; 

end 

//Cálculo de los Coeficientes de Aproximación 

c=submuestrear( convol(x,filtro_escala) ); 

 

//Cálculo de los Coeficientes de Detalle 

d=submuestrear( convol(x,filtro_wavelet) ); 

endfunction 

 

 

//--------------------------------------------------------------- 

//----------------DESCOMPOSICION-------------------- 

//--------------------------------------------------------------- 

//Función que realiza una descomposición multinivel 

//sobre una señal unidimensional utilizando el sistema 

//Wavelet Daubechies. 

 

//SINTAXIS: [C L]=descomposicion(X,M,N), donde x es la 

//          señal de entrada, M es un entero que especifica 

//          el sistema Daubechies utilizado. 

//          M puede ser 1, 2, 3, 4,...,8 

//          N especifica el nivel de descomposición. 

 

function [C,L]=descomposicion(x,m,n) 

[lhs,rhs]=argn(0) 

 

  if (rhs == 0) 

    error('No has ingresado completamente los datos para la descomposion'); 

  end 

 

[fila columna]=size(x); 

  if fila > 1 

    x=x'; 

  end 

   

 c=[]; 
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 L=[length(x)]; 

 

 for i=1:n 

    [x d]=analisis(x,m); 

    c=[d c]; 

    L=[length(d) L]; 

 end 

 

 C=[x c]; 

Endfunction 
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