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INTRODUCCION

En el siguiente trabajo de investigacion se muestra un enfoque basico de la teoria de
la transformada wavelet fundamentada en los topicos del algebra lineal con la finalidad de

ofrecer una vision vectorial sobre la teoria de ondiculas.

En los siguientes capitulos se desarrolld la teoria necesaria del algebra lineal que
permite conocer las propiedades existentes en los espacios vectoriales con el objetivo de
determinar que un conjunto de funciones continuas en un intervalo dado bajo ciertas
condiciones puede formar un espacio vectorial, a partir de estas propiedades se trataran las
funciones continuas como vectores y por ende podra establecerse la descomposicion de las

mismas como combinacion lineal de vectores pertenecientes a una base vectorial.

Para comprender el desarrollo tedrico en el que se basa la transformada de ondiculas
es necesario tener conocimientos de ciertos topicos o fundamentos tedricos del algebra
lineal como lo son los espacios vectoriales y sus propiedades entre otros. El algebra lineal
permite conceptualizar esta transformada a través de un enfoque vectorial, de este hecho
deriva la importancia de comprender y dominar los tdpicos del algebra lineal para poder
establecer una relacion con las teoria que involucra la transformada wavelet y

posteriormente proceder a su analisis y sus aplicaciones.

La asignatura algebra lineal forma parte de los estudios basicos en el area de
ingenieria y para un ingeniero mas alld de dominar una teoria es muy importante analizar
las aplicaciones de la misma, en el ultimo capitulo de este trabajo se presentard un resumen
de algunos trabajos de investigacion realizados en la Facultad de Ingenieria de la
Universidad de Carabobo donde se haya hecho uso de la transformada wavelet. Es por ello
que es de gran utilidad para un investigador disponer de un texto que ofrezca una buena
informacion teorica y formal de los conceptos a estudiar que proporcionen facilidad y

claridad para analizar las teorias y permitan conocer sus aplicaciones.
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CAPITULO |

FUNDAMENTOS DEL ALGEBRA LINEAL

Introduccion

En este capitulo se definiran algunos fundamentos del algebra lineal necesarios para
la sustentacion de la definicidn de la transformada wavelet, dicha transformada esta basada
en la manipulacion de funciones wavelet como base del espacio vectorial de funciones

cuadrado integrable L2 (R).

1.1.- ESPACIO VECTORIAL (EV)

Sea E un conjunto cualquiera con dos operaciones definidas, una operacién binaria
@ de adicion (ley de composicion interna aditiva) definida de EXE — E, R un campo de
escalares y sea ® una operacion externa producto por un escalar definida de RxXE —E.
Entonces la terna (E, @, ®) es un espacio vectorial sobre el conjunto de escalares R si

paratodoa,b,c € Ey «a, R, se satisfacen los siguientes axiomas:

1) a®b=b®a
_ 1) (a®b) ®c=ad(b®c)
Axiomas para )
L 1)  ExisteunvectorO € Etalque O®a=a, VacE
la Adicion
IV) ParacadavectoracE, 3-acEtalquea®(-a) =0

Axiomas para V) aO@®b)=aGa®aGb
la VI) (a+pf)Ga=a@a® fOa

Multiplicacion VII) (¢f)@a=a®@(fGa)= O (xda)
Escalar VIII) 1ea=a



Si E es un espacio vectorial, a sus elementos se les denomina vectores.

Esta seria la definiciobn méas genérica de vector “un elemento de un espacio
vectorial”. Existen diferentes tipos de vectores como por ejemplo el vector geométrico
definido como un segmento de recta orientado y dirigido el cual se representa mediante una
saeta; otro tipo de vectores es como el que se muestra en el ejemplo 1 donde se quiere

demostrar que una funcién f(x) bajo ciertas condiciones es un vector.

Ejemplo 1

Sea | un intervalo de la recta real y sea F(I) el conjunto de todas las funciones reales

con dominio real en I. Paratodo f,g e F(l) y paratodo escalar & R, se define:

{I) FOPDw=f)+gx) VxE€l
) (@Of)x = af(x) Vx €l

(Es (F(), © , ®) un espacio vectorial?

Para demostrar que es un espacio vectorial es necesario verificar el cumplimiento de
cada uno de los ocho axiomas de la definicion de espacio vectorial.
1) feg=gof

(f® g)(x) = oo+ 80 =00+ fro =(9+ )(x)

) (fog) ®h=f®(@g®h)

[(feg)e h](x) =(f®g),, +h, :[( foo + 9<x))+h(x)] :[fm +(g(x) +hey )}
.= f®(g @h)](x)



ny feo=f

(f @O)(x) =fy+t0uw="fy @

pero f,, = f, +0 2
igualando (1) con (2) se tiene:
foy +Op = fy +0, de donde O, =0; por lo tanto existe elemento neutro para la suma.

V)  fo(H=0

[fo(-f )](X) = fy + (=) =0=> (=), =—f,:existe elemento simétrico.

V) @ (f®g)=a0f ® a®g
[@aO( B Dl = alf ® glo) = a(fo + 900)) = afer) + @G --
.= (d@f)(x) @D (aG)g)(x) =@OfDal g)(x)
V) (a+B)Of= a Of ® BOF

[(a + B)Of] ) = (@ + B)fix) = afxy + Bfy = (@OfBLOS) (x)

VII) (af)Of = a © (B Of)

[@a@BON] ) = a(BOf) ) = a(Bfix)) = (@B fx) = [(@B)Of ]

VII) 10f=f

(10w = 1* fir)y = fy = (N

Se cumplieron los ocho axiomas, por lo tanto un conjunto de funciones reales
continuas en un intervalo | con las operaciones de suma y producto por un escalar dadas
anteriormente forman un espacio vectorial y a cada una de las funciones de ese conjunto se

les puede llamar vectores. Se verifica entonces que una funcion f(x) puede ser un vector.



1.2.- SUBESPACIO VECTORIAL (SEV)

Sea (E, @, ®) un espacio vectorial y sea S un subconjunto de E. Se dice que S es
un subespacio vectorial del espacio vectorial (E, @, ®), si (S, ®, ©) es a su vez un
espacio vectorial, es decir, S es un subespacio vectorial de E, si S con las mismas
operaciones de adicion y producto por un escalar definidas en E, forma un espacio

vectorial.

De todo conjunto E se pueden obtener subconjuntos, algunos de ellos heredaran las
propiedades del conjunto original y otros no, es decir, algunos subconjuntos formaran un
espacio vectorial y otros de los subconjuntos no cumpliran con las propiedades que
preservan los espacios vectoriales, el Teorema 1.2.1 establece cuales son las propiedades
que debe satisfacer un subconjunto S de un conjunto E para que este subconjunto S pueda
ser denominado espacio vectorial. Al ser S un subconjunto de E puede denotarse esta

relacion como Sc E.

Teorema 1.2.1

Sea E un espacio vectorial y sea S un subconjunto no vacio de E. Entonces S es un

subespacio de E, si ysélosi, Va,b € S A V a escalar, se cumple que:

)i a®besS
) a@acs$

Anteriormente se establecié que un conjunto de funciones continuas forman un
espacio vectorial (ver ejemplo 1), en el ejemplo 2 se mostrara que un subconjunto de
funciones f(x) del espacio vectorial de las funciones reales continuas puede formar un

espacio vectorial.



Ejemplo 2

Determine si es 0 no un subespacio vectorial el siguiente subconjunto:

S={f,/fy=0}c f(l)conl=%R

Para determinar si es 0 no es un subespacio vectorial se debe verificar el

cumplimiento de los axiomas del teorema 1.2.1.

Va,beS A VA1eR
w=0
=0

a=a,/a

b=D, /by

Na+beS
(@+b), =a,, +by

(a+b)(1) =a +b(1) =0+0:0:>(a+b)(1) eS

IAae$S
(Aa)(x) = ;ta(x)

(1), =1*ay =4*0=0=(4a)y €S

Se satisfacen los dos axiomas por lo tanto el subconjunto S es un subespacio

vectorial.

Como se mencion¢ anteriormente no todo subconjunto de un espacio vectorial es un
espacio vectorial que pueda ser llamado subespacio vectorial, el ejemplo 3 muestra un caso
de este tipo, se establece un subconjunto de un espacio vectorial que no satisface las

condiciones para que el mismo sea Illamado subespacio vectorial.



Ejemplo 3

Determine si es 0 no un subespacio vectorial el siguiente subconjunto:

S={f,/fy=1<f(1)conl=R

Para determinar si es 0 no es un subespacio vectorial se debe verificar el
cumplimiento de los axiomas del teorema 1.2.1.

Va,beS A VA1eR
a=a,, /a(o) =1

b=b, /by =1

Na+beS
(@+b), =a,, +by

(@a+b)g =4 +hp =1+1=2#1 = (a+b), S

Se observa el fallo del primer axioma del Teorema 1.2.1 lo que indica que el
subconjunto S no es un subespacio vectorial a pesar de que S es un subconjunto del espacio

vectorial formado por el conjunto de todas las funciones reales continuas f(I).

1.3.- COMBINACION LINEAL

Si X es un subconjunto de vectores de un espacio vectorial E entonces un vector de

la forma Vv, +a,V, + .V, +...+a,V,, donde los «; son escalares y los v; € X, es una

combinacion lineal de vectores de X con coeficientes ¢;.



Un vector v € E se dice que es combinacion lineal de los vectores vy,...,v, € E, si

existen escalares ¢, ...,a, € R (R esun campo de escalares) tales que:

n
V=V, +o oV, =DV, (1.1)
i=1

El vector (2,10) es combinacion lineal de los vectores del conjunto X={(1,3);(0,1)}
ya que (2,10) =20(1,3) @ 40(0,1).

Por el contrario, el vector (0,1,0) no es combinacion lineal de los vectores del
conjunto B = {(4,0,0); (0,0,3)} ya que no existen valores «; y «, que hagan posible el
cumplimiento de la igualdad (0,1,0)= o, ® (4,0,0) ® «, ® (0,0,3). Aunque el vector (0,1,0)
no pertenece a la combinacion lineal de los vectores del conjunto B existen infinitos
vectores que si pertenecen a la combinacion lineal de los vectores del conjunto B los cuales
se van construyendo con distintos valores reales de los escalares o, y «,; el Teorema

1.3.1 expresa que los infinitos vectores que pertenecen a la combinacion lineal de un

conjunto de vectores dados forma un subespacio vectorial.

Teorema 1.3.1

Sea X un subconjunto no vacio de vectores de un espacio vectorial E, entonces el
conjunto L(X) formado por todas las combinaciones lineales de los vectores de X, es un

subespacio vectorial de E y es el mas pequefio subespacio de E que contiene a X.

Como un vector es cualquier elemento de un espacio vectorial y la combinacion
lineal se plantea entre vectores, entonces en f(R) un ejemplo de combinacion lineal podria

ser el vector 5+x € L(B) donde B={1-x;1+x} ya que 5+x = 2®(1-x) ® 3®(1+x); para este



caso el conjunto formado por todas las combinaciones lineales de B seria

L(B) = ot,(1— X) + a, (1 +X).

1.4.- CONJUNTOS GENERADORES

Si X es un conjunto no vacio de vectores de un espacio vectorial E, entonces el
subespacio L(X) de E, descrito en el Teorema 1.3.1, es el subespacio de E generado por X
0 expandido por X. El conjunto X genera a L(X). A los vectores de X se les llama vectores
generadores de L(X). En particular un subconjunto Y de vectores del espacio E genera todo

el espacio vectorial E, si L(Y) = E.

Para ilustrar que forma puede tomar un conjunto generado por un grupo de vectores
en el ejemplo 4 se evidencia el procedimiento a seguir para representar el conjunto formado

por un grupo de vectores dado.

Ejemplo 4

Determinar el conjunto generado (subespacio generado) por el siguiente
subconjunto X={(1,1,0);(0,1,2)} < R°.

El conjunto generado es el conjunto L(X); este conjunto se genera a partir de la

combinacion de los elementos de X, L(X)=¢(110)+,(0,1,2), como X esta contenido

en R? entonces L(X) sera un subespacio de R® y puede representarse por un vector genérico

de este espacio por ejemplo (x,y,z), asi se tendra que:

(X,¥,2) = ,(1,1,0) +,(0,1,2) (1.2)

Esta ecuacidn (1.2) origina al siguiente sistema de ecuaciones



a, +0a, =X
o +a,=Yy
Oc, +2a,=12

Resolviendo aplicando el método de Gauss

1 0: x 1 0: X 1 0: X
(1 1: 3’>“f2:f2—f1(0 1: y—x>“f3=f3—2f2<0 1: y—x )
0 2: z 0 0: z 0 0: 2x—2y+z

El conjunto generado L(X) es el conjunto de vectores de la forma (x,y,z) que hacen
que el sistema sea compatible (tenga solucidn), esto es para que existan valores reales para

a, Y a,,elsistema presentara solucion siempre que 2x—2y+z =0, por lo tanto:

L(X) = {(x,y,z)/ 2x—2y+2=0} el cual es un plano en R®,

El conjunto generado no sélo esta limitado al espacio R" ya que este se forma a
partir de la combinacion lineal de vectores, el ejemplo 5 muestra un caso donde el conjunto

generado se forma a partir de vectores de un espacio vectorial distinto de R".

Ejemplo 5

Determinar el  subespacio generado por el siguiente  subconjunto

X={1+x+2x%1+2x+3x°} < P?(x) (conjunto de todos los polinomios de grado < 2).

L(X) = o, (L+ X+ 2x?) +a, (1+2x+3x%), como X esta contenido en P?(x) entonces

L(X) sera un subespacio de P?(x) y puede representarse por un vector genérico de este

espacio por ejemplo a+bx+cx?, asf se tendréa que:



a+bx+cx® = o (1+ X+ 2X%) + a, (1+ 2%+ 3x%) (1.3)

Esta ecuacion (1.3) origina al siguiente sistema de ecuaciones

o, +a,=a
o, +2a,=Db
20, +3a, =C

Resolviendo aplicando el método de Gauss
1 1: a 1 1: a 1 0: 2a-—0b
<1 2: b)w(O 1: b—a)w(O 1: b—a )
2 3: ¢ 0 1: c—2a 0 0: c—b—a

El conjunto generado L(X) es el conjunto de vectores de la forma a+ bx+cx*que
hacen que el sistema sea compatible (tenga solucion), esto es para que existan valores

realesde ¢, y «,, el sistema presentara solucion siempre que c-b-a =0, por lo tanto:

L(X)={ a+bx+cx? € P?(x)/ c-b-a=0}.

1.5.- CONJUNTOS INDEPENDIENTES

Primeramente hay que conocer lo que es una relacion de dependencia, lo cual puede

definirse:

Sea X un subconjunto no vacio de vectores de un espacio vectorial E, una relacién

de dependencia en X es una relacion de la forma:

oV, oV, oV, +..+a vV, =0 (1.4)

10



Para distintos v,,v,,v,,...,v, € X, donde al menos uno de los coeficientes «; es

distinto de cero, esto es, L(X) = O < al menos uno de los a; # 0.

Considérese el subconjunto X = {(2, 3), (-4, -6), (5, 9)} de vectores de E = R?. La
relacion 2©(2,3) ® 1(-4,-6) = (0,0), es una relacion de dependencia en X.

Un subconjunto no vacio X de vectores de un espacio vectorial E es linealmente
dependiente si en X existe al menos una relacion de dependencia, y es linealmente

independiente si no existe ninguna relacion de dependencia en X.

Ahora bien, considérese X como el subconjunto de R*® formado por los vectores

unitarios e;=(1,0,0),e,=(0,1,0)ye;=(0, 0, 1). Se observa que:
ol +a.e, + e, =, (1,0,0)+,(0,1,0) + ,(0,0,1) = (0, @,, t3) (1.5)
De donde, a6, +a,e,+a,e,=(0,0,0) < o =a,=a,=0 por lo tanto no hay

ninguna relacion de dependencia en el subconjunto X = {es, e, e3}; el subconjunto X se
dice que es linealmente independiente.

Teorema 1.5.1

Un subconjunto no vacio X = {vi, Vo, Vs,..., vo} de distintos vectores no nulos de un
espacio vectorial E, es dependiente si, y solo si, algun vector, por ejemplo v, para k>1,

puede expresarse como combinacion lineal de los vectores que le preceden vy, Va,..., Vii.

Demostracién: Asumiendo que X es dependiente y que al menos contiene dos

vectores (puesto que un conjunto con un solo vector no nulo es independiente), una relacion

11



de dependencia en X es oV, + a,V, + &,V +...+ .V, =0, si k es el mas grande entero tal

que ¢, # 0, entonces el vector en la posicion k puede escribirse como:

oV, +a,V, + Vv, +...+a Vv, =0 (1.6)
__ 4 @, 3 k-1
="V ==V, =—V;—...— Via (1-7)
oy oy k k

Asi v pudo ser escrito como combinacién lineal de los vectores precedentes.

En contrapartida si se supone que para cada v, € X se tiene que:

Vik = /11\/1 + /7.2V2 + ﬂGV3 +..t+ Ak—lvk—l (1-8)

De donde se obtiene la relacion:

AV, + AV, + AV, +.+ AV, + (=D, =0 (1.9

La cual es una relacion de dependencia en X ya que 4, #0

1.6.- BASE Y DIMENSION

Sea E un espacio vectorial cualquiera. Un subconjunto B de vectores de E es una

base para E si se satisfacen las dos condiciones siguientes:

1.-) B es un subconjunto linealmente independiente.

2.-) El subconjunto B genera todo el espacio vectorial E (L(B)=E).

12



Si el subconjunto B no alcanza a generar todo E, entonces, como sabemos, L(B) es

un subespacio de E y B seria una base de este subespacio.

Un espacio vectorial E es finito dimensional si E tiene una base con un nimero

finito de vectores.

Teorema 1.6.1

Si E es un espacio vectorial, entonces cualquier conjunto finito generador para E,
contiene al menos tantos vectores como cualquier conjunto finito independiente de vectores
de E.

Teorema 1.6.2

Si E es un espacio vectorial finito dimensional, entonces dos bases cualesquiera de

E tienen el mismo niimero de elementos.

Por lo tanto si E es un espacio vectorial finito dimensional; la dimensién de E,

denotada por dim(E), es el nimero de elementos de una base cualquiera de E.

Teorema 1.6.3

Si E es un espacio vectorial finito dimensional y si {a;, a,,...,am} €S un conjunto
independiente de vectores de E, entonces {ai, a»,...,am} puede completarse, si es necesario,

para formar una base de E.

13



Corolario

Si dim(E) = n, entonces un conjunto {a;, a,...,an} de n distintos vectores del
espacio E es una base de E, si este conjunto es independiente o generador de todo E. Esto
es, no es necesario verificar las dos condiciones de la definicion de base si el conjunto

contiene un nimero de vectores igual a la dimension del espacio.

1.7.- COORDENADAS DE UN VECTOR

Sea E un espacio vectorial finito dimensional y sea {b1, b, bs,...,b,} una base de E.

Cada vector v € E puede expresarse de una forma Unica en esa base:

V=ab, +a,b, +ab, +...+a, b, (1.10)

La secuencia ay, oy, as,..., on estd naturalmente asociada con el vector v y la
secuencia by, by, bs,...,b, a los vectores base. Si los vectores de la base cambian la
secuencia, en ese mismo orden cambia la secuencia de los coeficientes, por eso es necesario

introducir la nocion de base ordenada para un espacio vectorial.

Sea E un espacio vectorial finito dimensional. Una base ordenada B = {bi, b,
bs,...,bn} es una n-upla ordenada (b;, b,, bs,...,b,) de vectores que forman base del

espacio E.

Asi, si B = {b, by, bs,...,bn} es una base ordenada del espacio vectorial E, y v es un
vector del espacio E, tal que:

V=ab, +a,b, +ab, +...+a, b, (1.10)

14



La n-upla ordenada (o4, oz, as,..., on) de escalares, es el vector coordenado de v en
la base B y a; es la i-ésima coordenada de v con respecto a la base ordenada B. El vector

columna o matriz de 1xn

VI, =| (L.11)

se llama vector columna coordenado del vector v en la base B 0 con respecto a la base B.
Estas coordenadas son Unicas para cada vector v.

Ejemplo 6

Determine las coordenadas del vector v = (-1,-8) en la base B={(1,-1);(1,2)} de R.

Para hallar las coordenadas de v en la base B, esto es [Vv],, hay que expresar al

vector v como combinacion lineal de los vectores de la base B aplicando (1.10):
(-L-8)=(1L-D)+,(12)

: T 1
(L1 21 T ~h=rthly 30 o) ~f=

(o 1: Z)~A=ri-nl 1; )

(-1,-8)=201,-D)+(-3)(L2)

afiho 3

15



El procedimiento para hallar las coordenadas de un vector consiste siempre en
determinar los escalares que hacen posible la combinacién lineal del vector dado en la base
dada, en el ejemplo 7, a diferencia del ejemplo 6, se muestra el calculo para obtener las

coordenadas de un vector perteneciente a un espacio distinto de R".

Ejemplo 7

Determine las coordenadas del vector v = -1-8x en la base B={1-x;1+2x)} de P*(x).

Para hallar las coordenadas de v en la base B, esto es [v],, hay que expresar al

vector v como combinacidn lineal de los vectores de la base B:

-1-8X =0, (1-X)+ &, (1+2X)

—1-8x=2(1—x)+(-3)(1+2x)

a-fiom {3

En el capitulo 3, al proceso de determinar las coordenadas de un vector es un
proceso que se denominara analisis. En el ejemplo 8 se muestra un caso en el que se
conoce la base del espacio vectorial y las coordenadas del vector, este proceso para

reconstruir el vector se denominara sintesis.
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Ejemplo 8

Determine el vector v e P*(x) , a sabiendas que, sus coordenadas en la base

2
B={x;1-x;3x%} es [Vl =] -1
2/3
2
Vg =| -1 |[=>v=2X)+(-)A-x)+ (g)(sz) =2x"+3x-1
2/3

En los ejemplos 6 y 7 se observa que para hallar las coordenadas de un vector es
necesario la resolucion de un sistema de ecuaciones lineales, estos sistemas podrian ser
muy robustos a la hora de incrementar la dimension de los espacios vectoriales, mas
adelante se trataran las bases ortogonales las cuales ofrecen bondades a la hora de realizar

los calculos para determinar las coordenadas de un vector.

1.8.- ESPACIO VECTORIAL CON PRODUCTO INTERNO

Sea E un espacio vectorial. Una funcion - definida del producto cartesiano de ExE
sobre R (ExE = R), la cual le hace corresponder a cada par de vectores {a, b} el escalar

a-b, es un producto internoen E si V u, v, w € E y para todo escalar A se tiene que:

yuv=vu (propiedad conmutativa)
iu-(v+w)=uv +uw (propiedad distributiva)
i) () -v=u-(Av) =NMuv) (propiedad homogénea)

Un espacio vectorial E junto con un producto interno definido, constituye un

espacio vectorial con producto interno.
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Ejemplo 9

Sea C(1) el espacio vectorial de todas las funciones continuas de una variable real en

el intervalo | = [a, b]. Sea - la funcion definida por:

b
frg= f f(x)g(x)dx (1.12)

Para todo f, g € C(I). Por propiedad de las integrales definidas, puede verificarse

facilmente que esta funcion es un producto interno en C(1).
1.9.- ORTOGONALIDAD Y SUBESPACIOS

Un subconjunto X de un espacio vectorial con producto interno E, es un conjunto

de vectores ortogonales de E, si xi* x;j =0 V i#j y X, Xj € E.

Teorema 1.9.1

Sea E un espacio vectorial con producto interno y sea B un conjunto de vectores
ortogonales de E con la propiedad que b; - b; # 0 para todo bj € B. Entonces B es un

conjunto independiente.

Si X es un subconjunto de un espacio con producto interno E, entonces el conjunto

Xt ={ve E/v-x=0 VX e E}es un subespacio vectorial de E. Este subespacio es el
Ilamado subespacio ortogonal a X.

Esta ultima definicion puede verificarse como sigue: como X* < E, solo se debe
probar que las dos operaciones se preservan en X~ .
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v V,W e X",
a)(v+w) e X*

(V+w)-x=v:-x+w-:x=0+0yaquex e X"

b) (av) € X*

(V) *Xx=oa(V-X)=a0=0
1.10.- PRODUCTO INTERNO DEFINIDO POSITIVO

Sea E un espacio vectorial real (el cuerpo de escalares son los nimeros reales). Un
producto interno en E es definido positivo si v - v > 0 para todo v # O. Un espacio vectorial

E con un producto interno definido positivo es un Espacio Vectorial Euclidiano.

Por lo tanto para que un espacio vectorial sea Euclidiano debe cumplir:

) u-v=v-u

i) u-(v+w)=u-v +u-w
i) (W) -v=u-(@Qv)=Mu-v)
iv) v-v>0 v v£0

Ejemplo 10

El producto interno definido en la ecuacion (1.12):

b
fog= regmai (1.12)
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Esta definido como positivo, pues, si f es una funcion continua, no nula, en el

intervalo [a , b], entonces existe un £>0 y un ¢ >0 tal que |f(x)| > ¢ >0 paratodo x en

un subintervalo de [a, b] de longitud & . Entonces:

b b
f-f= J. fOO)f()dx = f [f(x)]?dx > €?56 >0 (1.13)

En un espacio vectorial Euclidiano se define la longitud de un vector como sigue:

Sea E un espacio vectorial Euclidiano, la norma (o longitud) |v|| de v € E, esta

definida por:

Ivll =+vv-v (1.14)

La distancia entre dos vectores v y w de E es igual a |[v—w||

Ejemplo 11

Si se tiene el conjunto C(I) (conjunto de las funciones reales continuas en el

intervalo 1) para I = [a, b], la norma en este conjunto con el producto interno definido en

(1.12)como f - g = fab f(x)g(x)dx, vendria dada por:

b b
I£1I? =f'f=f f(x)f(x)dx=f [f ()] dx (1.15)

a

Y la distancia vendria dada por:
[f =g = [[fC0-900][f ) -90)]dx= [ F () -g ()] x (1.16)
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Ejemplo 12

Sea f(x) = 2-x eC(l) hallar |[f| enI =[12] con el producto interno definido segin

la ecuacion (12).

[f|=TeT

fof :j.(Z—x)(Z—x)dx:j(Z—x)zdx:

Iil= (2= 22

(2-x° _1
3

1

1.11.- DESIGUALDAD DE CAUCHY- SCHWARZ

Sea E un espacio vectorial Euclidiano, entonces Vv u, v € E, se tiene que:

lu-v| < [ull = ||vl (1.17)

Teorema 1.11.1

(Desigualdad Triangular) Sea E un espacio vectorial Euclidiano, entonces para todo

par de vectores u, v € E se tiene que:

Ju+v] < ful + vl (1.18)
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Teorema 1.11.2

Sea E un espacio vectorial Euclidiano, la norma satisface las siguientes propiedades

para todo par de vectores u, v pertenecientes a E y para todo escalar A:

i) [v[=0, y ||v|=0 si,ysolosi,v=0
i) [av] =[] [v]

i) Ju+ v < fu] + ||

1.12.- PROYECCIONES ESCALARES Y VECTORIALES

La desigualdad de Schwarz ecuacion (1.17) se cumple en un espacio Euclidiano E,

entonces esta desigualdad puede escribirse como:

-1<

<1 1.19
allv (1.19)

Y por consiguiente permite definir el &ngulo entre dos vectores u, v e E

Sean dos vectores u, v dos vectores no nulos de un espacio vectorial Euclidiano E.

El angulo 0 entre estos dos vectores esta definido por:

9 = ArcC (“'V) (1.20)
= ArcLosS .
ullvl

De esta ultima expresion, resulta la férmula del producto escalar o producto punto

que se define como:
u-v = |[[ull|lvl[Cos(6) (1.21)

22



En la figura 1.1 se utilizo la ley del paralelogramo para sumar dos vectores u, v no
nulos de un espacio vectorial Euclidiano E. Por lo tanto, para calcular la norma del vector

u+v se procede como sigue:

(4] Vv

Figura 1.1: Suma de vectores aplicando el método del paralelogramo para ilustrar el teorema del coseno

lu+vl?=@W+v)-(u+v)=u-u+2u-v)+v-v

Jus = ol + M + 2Jul [ Cos(®)

En particular, si u y v son ortogonales, el triangulo o, v, u+v es rectangulo y resulta
que:

Juss® =l + v (122)

Lo cual es una demostracion del teorema de Pitagoras

En la figura 1.2 se muestran dos vectores u y v los cuales se suponen en un espacio

vectorial Euclidiano E.

Vector proyeccion de u sobre v

Figura 1.2: Proyeccion ortogonal de un vector u en la direccion de otro vector v
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En la figura 1.2 aparece remarcado el vector proyeccién de u sobre v, la longitud de

este vector proyeccion esta dada por |[u[|Cos(6), y el vector viene dado por:

(IlullCos(6)) 7 = lull = 1.23
u oS \% .
= 0 T T~ TP (1.23)
Vector proyeccion u sobre v = hv (1.24a)
Proyeccion escalar de u sobre v = uy v son no nulos (1.24b)

I| II2 ’

1.13 BASES ORTOGONALES Y PROYECCIONES

Sea E un espacio vectorial Euclidiano finito dimensional, una base {b;, b,

bs,....bn} de E, es una base ortogonal si b;[b; =0 parai# j y es una base ortonormal si

ademas ||b||| =lparai=1,2,3,...n

Si {by, by, bs,...,by} es una base ortogonal para E, entonces,

{bl : b, : b b, }es una base ortonormal para E.
[ A N Ry

Las bases ortonormales facilitan el trabajo cuando se tiene que hallar las

coordenadas de un vector respecto a dicha base ordenada, el ejemplo 13 ilustra este caso.
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Teorema 1.13.1

Sea {by, by, bs,....b} una base ortonormal ordenada de E. Las n-uplas coordenadas

de un vector v e E con respecto a esta base ordenada son:

(V ' b1, V- bz, V- b3,...,V' bn)

Estoes,v= (v-bi).bi+ (v-by).ba+ (v-bgz).bst+...+(v-by).b, (1.25)

Demostracion

Sea v=ab, +a,b, + b, +...+ b, . Usando propiedades del producto interno se

pueden hallar los valores de los escalares o; COMO sigue:

A\ b1 = (a1b1 + a2b2 + (X3b3 + et anbn) ) bl (1263.)

v'b; = ay(by " by) + ay(b; - by) + a3(bs - by) + -+ a, (b, - by) (1.26b)

Por hipdtesis {by, by, bs,....bn} es una base ortonormal, luego b; -b; = 0 para

i#, y, by - by = 1, asi la tltima ecuacion se convierte en:

vby = a;(1) + a,(0) + a3(0) + -+ + ,,(0) (1.26¢)

Si se computa para v-b; entonces a;=v-b; con lo cual queda demostrado el

teorema.
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Ejemplo 13

Sea B={(1,11);(0,1,—1);(-2,1,1)} una base ortogonal de R®, hallar las coordenadas

del vector v = (-3,5,4) referidas a la base B.

vV=ab, +a,b, +a;b,

a,
Vg=| o,
a,

(V = a1b1 + azbz + a3b3) ' b1

v-b; = (a;by) - by + (azby) - by + (asbs) - by

_ V'bl
_bllbl

4]

_(-354)-(1L1) 6

“ETTALD - 3

%%

v-b; (-354)-(-211) 15 5

“byby (-21,1)-(-211) 6 2

a3

Teorema 1.13.2

Sea {bi, by, bs,....by} una base ortonormal

v-b,  (=354)-(01,-1) 1

“b,'b, (01,-1-(01,-1) 2

2
Wy = | /2
5/2

ordenada para E, y sean v y w dos

vectores de E. Si v = b, +a,b, +ab, +...+a b, y w= gb +8,b,+4b,+...+5Db,,

entonces, Vv-w = af +a,p,+of+...+a,[,. Esto es, el producto interno puede

calcularse usando las coordenadas relativas a una base ortonormal ordenada de igual

manera que el producto interno usual en R".
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Demostracion

Si se plantea v-w y se aplican las propiedades distributivas y homogéneas del

producto interno, se tiene que:

VvV w= (b, +a,b, +ab, +...+a b)) - (Bb,+ 5,0, +8b,+..+5D,)

V:-w= Z ab; - Bib; = z aiﬁj(bi 'bj) = Zaiﬁi(bi ‘b)) = zaiﬁj
ij=1 ij=1 i=1 i=1
VW= af+a,B,+op+...+a,p, (1.27)

En la figura 1.3 se muestra como el vector proyeccion de u sobre v es un vector
paralelo al vector v (es una aproximacion de el vector u al vector v), ademas en la misma
figura se sugiere que si se extrae del vector u su proyeccion sobre el vector v, resulta un

vector ortogonal a v (esta sustraccién puede medir que tan diferente es u de v, es un

detalle).

eV
W

z
[+l
(Proyeccion de u sobre v)
Figura 1.3: Ortogonalizacién del vector u
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Teorema 1.13.3

Sea E un espacio vectorial de dimension n'y sea S un subespacio de dimension r de
E. Entonces S* es un subespacio de E de dimension (n — r) y todo elemento de E puede

expresarse en forma Gnica de la formav @ w, estoes, E=S @ S*,dondeveSyw € S".

Si E es un espacio vectorial y S es un subespacio de E, entonces S* es el

complemento ortogonal de S, ademas (S* )l =S.

Ejemplo 14

Demuestre que el siguiente producto interno dado es definido positivo en R®

u-v = (u,uyuz) (v1,v2,v3) =3 V1 + U Uy + 2Uy Uy + Uz Vs y calcule el

complemento ortogonal del subespacio S = {(x, y,2)eR’/z= O} :

Para demostrar que el producto interno es definido positivo sélo hay que verificar

Quex- x>0 y xx=0 < x=(0,0,0), luego:

x - x = (X1,%X2,%) - (X1,%2,%) = 0

x:x =3x2 + 20, +2x5 +x2 = (0; + )2 +2xF +x2 +x3 >0

En esta expresion, necesariamente x-x =0 < x = (0,0,0). Por lo tanto el producto

interno dado es definido positivo.

Ahora solo falta calcular el complemento ortogonal del subespacio S.
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S:{(x, y,z)eiR?’/z:O}:{(x, y,0)} =x(1,0,0)+y(0,1,0)/x,y e R, una base para el

subespacio S son los vectores generadores de S; Base de S = {(1,0,0);(0,1,0)}.
St ={(x,y,2) € R3/(x,y,2) - (1,0,0) = 0 A (x,y,2) - (0,1,0) = 0}

Sl:{(x,y,z)eSR3/3x+y=O/\x+2y=O}:{(x,y,z)eﬂ{3/x:y:0}.

El complemento ortogonal es el eje Z. Una base para el subespacio S seria por

ejemplo, S* ={(0,0,2)} =2(0,0,1)/zeR Basede S* ={(0,0,1)} .

Se observa ademas que cualquier vector (x,y,z) de R® se escribe como combinacién

lineal de la base de S+S-.

Ejemplo 15

Sea W un subespacio vectorial de R* y sea W, =( 0,0,01) y

1 1
__aoa_ao y W, =
NI j =
1 1
w,=| —,0,—,0 | tres vectores que forman una base ortonormal para W. Expresar el
%% ! : p

vector v=(1,0,2,3) como la suma w+u, siendo weW y ue W*.

Hay que calcular en primera instancia el complemento ortogonal de W:
Wi={xeR/x - wy=0Ax-w, =0Ax-w3 =0}, como X es un vector

genérico de R*, entonces x=(x1,X»,X3,Xs) y al efectuar el producto interno usual de R*, se

produce un sistema de tres ecuaciones y cuatro incognitas donde X;=x3=x,=0, por lo tanto:

W* ={(0,%,,0,0) e R* /X, € R} =x(0,1,0,0) por lo tanto u=(0,1,0,0) es una base

para W*.
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Tomando como base el teorema 1.13.3, todo vector de R* se puede escribir como la

suma de ambos subespacios Wy W™, entonces:
V=a,W, +a,W, + oW, +a,u

Como u forma con ws, W, y W3 una base ortonormal de R*, entonces:

1 3
ap=Vv-wp = a; =v-wy; =3 a3 =V w3 =+ y as,=v-u=0
Por lo que :
1 3
V=—"oW, +3W, +—=W,+0u
\/E 1 2 \/E 3
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CAPITULO I

TEORIA DE FOURIER

Introduccion

Los procesos fisicos pueden ser descritos en el dominio del tiempo mediante valores
representados por una funcion del tiempo f. También es posible describir dichos procesos
en el dominio de la frecuencia mediante una serie de amplitudes como funcién de la
frecuencia representadas por F. La transformada de Fourier es una herramienta con la
capacidad de representar estos procesos fisicos, tanto en el dominio del tiempo como en el
dominio de la frecuencia. Esto hace que la transformada de Fourier sea ampliamente

utilizada en aplicaciones en el campo de la ciencia e ingenieria.

2.1.- TEOREMA DE FOURIER

Una funcién f(t) que satisfaga las siguientes condiciones:

i) f(t) esté definida en el intervalo | =[-%,L]
ii) f(t) y f (t)son seccionalmente continuasen I =[-L,L]

iii) f(t+I) = f(t), esdecir f(t) es periddica de periodo T

Puede expresarse como la suma de un namero de funciones seno de diferentes

amplitudes, fases y periodos.

f(t)=A, +Asen(wt+d¢)+ Asen(2wt +¢@,) +...+ A,sen(nwt + ¢, ) (2.1)



Donde las Ay las ¢ son constantes y w=2% es la frecuencia de f(t). El término
Asen(wt+¢) se llama primera arménica o modo fundamental y tiene la misma
frecuencia w que la funcion padre f(t). El término A sen(nwt+¢, )se llama la n-ésima

armonica y tiene frecuencia nw que es n veces la del modo fundamental. A, denota la

amplitud de la n-ésima armonica y ¢, es su angulo de fase que mide el retraso o adelanto

de la n-ésima armonica con referencia a una onda de seno pura de la misma frecuencia.

Como:
Asen(nwt +¢,) =[ A, cos(g,) | sen(nwt) +[ A sen(g, ) | cos(nwt) (2.2a)
=D, sen(nwt) + a, cos(nwt) (2.2b)

Donde:

b, =A,cos(4,) y a, =Asen(4,)

Asi la expansion (2.1) puede escribirse como:

f(t)= %ao +ian cos(nvvt)+ibnsen(nwt) (2.3)

La ecuacion (2.3) se llama expansion en serie de Fourier de la funcién f(t), los
términos a, y b, se llaman coeficientes de Fourier. En ingenieria eléctrica es una practica
comun referirse a a, y b, como las componentes en fase y cuadratura en fase
respectivamente. Sin embargo a, y b, no son mas que las coordenadas de la funcion f(t)
(vector) referidas a la base formada por funciones sinusoidales, coordenadas, las cuales

fueron establecidas en el tema 1.7 ecuacion (1.11).
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Los coeficientes de Fourier se determinan mediante las siguientes integrales:

t,+I

an:% tj f (t)Cos(nwt)dt (2.43)
b, =%E|t f (t)Sen(nwt)dt (2.4b)

Si se coloca n = 0 en la ecuacion (2.4a) se obtiene:

t,+I

a,== | fdt (2.4c)

2
r

Se ha demostrado en el ejemplo 1 que el conjunto de funciones reales continuas

C(1) en un intervalo dado I = [t,,t, +I'] forman un espacio vectorial en C(l). Por lo tanto

puede observarse que segun las condiciones que satisface la funcion f(t), las ecuaciones
(2.4a), (2.4b) y (2.4c), no son mas que el producto interno entre la funcién f(t) con cada

uno de los vectores de la base:
{1, Coswt, Cos2wt,..., Cosnwt, Sen(wt), Sen(2wt),..., Sen(nwt)}

Por ser una base ortogonal, a, y b, pueden utilizarse para determinar las

coordenadas de f (t) en dicha base.

f (t) =a, +a,Coswt+a,C 0s2wt +...+a,C osnwt +b,Sen(wt ) +b,Sen (2wt ) +...+ b, Sen (nwt)
(2.5)
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2.2.- SERIE GENERALIZADA DE FOURIER

Sea {¢,(t)} un conjunto ortogonal de funciones continuas en el intervalo t, <t<t,;

para representar la funcion continua a pedazos f(t) en términos del conjunto dentro del

intervalo siguiendo el desarrollo en serie de Fourier, f(t) se representa por:

JORDAWAC 26

Donde, los términos c, vienen dados por:

c, =— | £ (g, (0t @7)

ny

Hay que recordar que el conjunto {¢ (t)} es un conjunto ortogonal de funciones y

por lo tanto se cumple la siguiente relacion de producto interno:

[4,004, 0t =0 (n=m) (2.89)
[4:dt=7, (2.80)

Se puede hacer un paralelismo entre una expansion en serie generalizada de Fourier

de una funcién f(t) con respecto a un conjunto base ortogonal de funciones {¢n (t)} y la

representacion de un vector v en términos de un conjunto base ortogonal de vectores {b,

by, bs,...,bn} aplicando la ecuacion (1.10):

V= bi+ a,by+. .+ a, by (1.10)
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Donde, segun, aplicando la ecuacion (1.24b):

V- b;
PR — L 2.9
al bl‘ . bl‘ ( )
Se observa una clara similitud con la ecuacion (2.10):
t
[REGIAGEL
=g (2.10)
[EAGIAGL
4

2.3.- TRANSFORMADA DE FOURIER

La transformada de Fourier, consiste basicamente en descomponer o expandir una
sefial o funcidn en senos y cosenos de diferentes frecuencias cuya suma corresponde a la
sefial original, es decir, es capaz de distinguir las diferentes componentes de frecuencia de

la sefial y sus respectivas amplitudes.
La transformada de Fourier de una funcion del tiempo f(t) se define como:
F(w) = f_o:of(t)e_f‘”t dt (2.12)
Y la transformada inversa de Fourier como:

f(t) = %f_m F(w)e/"t dw (2.12)
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De acuerdo con lo dicho anteriormente la transformada de Fourier puede obtener
una representacion en el dominio de la frecuencia de una sefial que se encuentra
originalmente en el dominio del tiempo. La relacion existente entre la representacion de la
sefial original a traves de sefiales sinusoidales y la exponencial que se observa en (2.11) y

(2.12) proviene de la definicién de la identidad de Euler:

e/t = Cos(wt) + jSen(wt) (2.13a)

e Wt = Cos(wt) — jSen(wt) (2.13b)

Mediante esta funcion exponencial es posible formar un conjunto de funciones

ortogonales sobre un intervalo (t,, ty + I'):

{e™tin=0,+1,4243,..}

Y por lo tanto se puede descomponer o expandir la sefial original (en el dominio del

tiempo) de la siguiente manera:

f(t) = Fy + Fie "t + Fye /2%t 4 Fze 3%t 4 .. + F_ /Wt + F_,e/ 2Vt + ...

f@®) = Z Fye /™ (2.14)

Estas funciones pueden ser referidas como las funciones bases de la transformada de
Fourier y debido a su propiedad de ortogonalidad es posible obtener los valores o
coeficientes F, como términos de semejanza entre la sefial original y la funcién
exponencial. Esta semejanza no es mas que realizar la proyeccion ortogonal de la funcion
f(t) sobre la base ortogonal formada por el conjunto de funciones
{e/™t:n =0,41,42,+3, ...}, asi que los coeficientes F, no son mas que las coordenadas

de f(t) referidas a la base dada. Estas coordenadas se calculan segun la ecuacion (2.15).
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[ F(oyeme de

n ; ;
ftt0+r ejnwt p—jnwt dt
0

to+T ]
E==| fei™de

to

2.3.1.- PROPIEDADES

Algunas propiedades fundamentales de la transformada de Fourier son:

e Propiedad de escalamiento en el tiempo

w
a

1
e Propiedad de escalamiento en frecuencia
1 /t
Zf (3) = F(bw)

b

e Propiedad de Traslacion en el tiempo

f(t—ty) 2 F(w)e/"to

e Propiedad de traslacion en frecuencia

f()e7wot 2 F(w — wy)
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e Propiedad de convolucion
Convolucion en el tiempo

£ *h() = f FOR(E = Ddt 2 Fw)H(w)

Convolucion en la frecuencia

1 r® 1
f®h() 2 ﬁj F(u)H(w —u)du = ﬁF(W) * H(w)

e Teorema de Parseval

La energia de la sefial es siempre la misma sin depender de si se encuentra en el

dominio del tiempo o en el dominio de la frecuencia

Energia Total =j If(t)lzdt=j |F(w)|?dw

—Q0
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CAPITULO I1IlI

TRANSFORMADA WAVELET

Introduccion

En este capitulo se describird la teoria de la transformada wavelet y se procurara
enfocar la misma a través de los fundamentos del algebra lineal ofrecidos en el capitulo | ya
que a criterio personal para comprender el desarrollo tedrico en el que se basa la
transformada de ondiculas es necesario tener conocimientos de ciertos topicos o
fundamentos tedricos del algebra lineal como lo son los espacios vectoriales y sus
propiedades entre otros. El algebra lineal permite conceptualizar esta transformada a través
de un enfoque vectorial, de este hecho deriva la importancia de comprender y dominar los
topicos del algebra lineal para poder establecer una relacion con las teoria que involucra la

transformada wavelet y posteriormente proceder a su analisis y sus aplicaciones

La transformada de ondiculas o transformada wavelet es una técnica para el anlisis
de sefiales que ha sido utilizada en diferentes areas de la ingenieria y aln siguen
publicandose nuevas aplicaciones de dicha transformada lo que significa que su estudio sea

un area de investigacion de interés en la actualidad.

3.1.- TRANSFORMADA CONTINUA WAVELET (CWT)

Si se tiene una funcién continua f(t) en el tiempo la cual cumple ciertas condiciones,
entonces, la transformada wavelet de f(t) no es mas que expresar a f(t) mediante una
expansion de términos o coeficientes proporcionales al producto interno entre la funcién y

diferentes versiones escaladas y trasladadas de una funcién prototipo w(t) (wavelet

madre).



Por lo tanto se puede representar matematicamente la transformada continua

wavelet (CWT(a,b)) de una funcion f(t) mediante:

wwami%meG§%t (3.1)

La variable a controla el ancho o soporte efectivo de la funcion y(t) y la variable b
provee la ubicacién en el dominio del tiempo de la funcion w(t). Algunos autores

denominan a las variables a 'y b como variables de escala y traslacion respectivamente.

Una de las propiedades de la funcién w(t) es que cumple con la condicién de

admisibilidad, la cual indica que:

¥(0)=0 (3.2)

En esta ultima ecuacion ¥ =W¥(w) es la transformada de Fourier de w(t). El
cumplimiento de esta condicion implica que el valor promedio de w(t) =0, esto se obtiene

de sustituir w=0 en la ecuacion (2.11) tal como se observa en la ecuacion (3.3).

F(0) = foof(t)e_fOtdt = foof(t)dt = Valor Promedio de f(t) (3.3)

Por lo tanto la condicion de admisibilidad definida en (3.2) no es méas que el valor

promedio de la funcién wavelet madre /(t) el cual se expresa formalmente en la ecuacion

(3.4) la cual es la transformada de Fourier de w(t) .evaluada en w=0.

y(0) = foo P(t)e 0%dt =0 (3.4)
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Considerando la ecuaciéon (3.4), significa que w(t) debe tener valores tanto
positivos como negativos, es decir, w(t) es una onda y estd definida en un intervalo de

tiempo finito dado por a alrededor de un tiempo t = b, estas caracteristicas son las que le

dan a w(t) laidentidad de wavelet u ondicula.

El cumplimiento de la ecuacién (3.4) indica que W(w) debe tener un rapido
decaimiento cuando w tiende a 0. Esto ultimo le provee a w(t) una caracteristica de filtro

pasabanda, segun lo afirma Faundez, P., et all (2002).

Una funcidon wavelet madre w(t) trae asociada consigo una funcion escala ¢(t),

con este par de funciones se puede aproximar cualquier funcion f(t) e L*(R) mediante una

de las funciones o mediante ambas. Asi:

f(t) :ZZCj,k¢(t) +szj,k'//(t) (3.5)

Ademas, L?(R) denota el espacio vectorial formado por el conjunto de funciones
cuadrado integrable, es decir, aquellas funciones que cumplen _Hf(t)]zdt<oo también

—00

Ilamadas sefiales de energia.

En esta ultima ecuacion (3.5) los términos cjx y djk (coeficientes escala o de
aproximacién y coeficientes wavelet o de detalle) se obtienen mediante el producto interno

definido en las ecuaciones (3.6a) y (3.6b):

1 % t—k]|
K== f t — t .
i i _J; ()¢( J (362)
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1% t—k
d, =— [ ft)y| — gt 3. 6b
g \/J_[J ()W( j Jd (3. 6b)

3.2.- FUNCION ESCALA

Es una funcion ¢(t) e L*(R) que trasladada y escalada genera un conjunto de

funciones {¢j’k(t)| Jke Z} definida como:

8, (=242t —K) ; jkeZ (3.7)

Tomando como base lo expuesto en el Teorema 1.3.1 se puede definir el siguiente

subespacio vectorial dentro del conjunto L*(R):

\7 :L{¢j,kez(t)} CL?(R); es decir, el conjunto {¢j’kez(t)} es una base para el

espacio vectorial V;.

Entonces se dira que una funcion f(t) estara en V; (esto es f(t) € V;) si puede

expresarse como combinacion lineal de los términos de la base del subespacio V;.

f () :ch,k¢j,k (t) (3.8

kez

Para hallar los términos c; se realiza el producto interno de la ecuacion (3.8) con la

funcién con la funcidn escala, obteniéndose la ecuacion (3.9).
Gu= 1O 90 = [ £ de (39)
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Una funcion ¢(t) e L(R) se considera una buena funcién escala si cumple con las

siguientes caracteristicas:

v’ Para cada jeZ el conjunto {¢j,kez(t)} forma una base ortonormal para el

subespacio V, < L*(R).

v Los subespacios V; estan anidados, es decir, Vj e Z,{V; cV,,}

v’ Lafuncién ¢(t)  L*(R) tiene soporte compacto, 3{x e Z | #(x) = 0}

3.3.- FUNCION WAVELET

De la misma forma como se defini6 el subespacio V; se puede definir otro

subespacio llamado W; con otro conjunto de funciones base:
W, =L{y,., O} (3.10)
Donde, v 0 =2t (2—K) ; jkez (3.11)
Y cualquier funcion que esté en W; se puede escribir:

f(t):zdj,kl//j,k(t) (3.12)

kez

Al conjunto W; se le denomina el complemento ortogonal de V;j en Vj.1, es decir,
segun el teorema 1.13.3, todos los miembros de V;j son ortogonales a todos los miembros
de Wj.
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Matematicamente se puede expresar mediante el producto interno definido en la

ecuacion (1.12) que:

P Oy, () = T ¢ Oy, (dt =0 paratoda j,keZ (3.13)

Se puede generalizar tomando en cuenta el Teorema 1.13.3 que:

Via =V; W, (3.14)

3.4.- TRANSFORMADA DISCRETA WAVELET (DWT)

Para este nuevo caso de estudio ahora se tendra una discretizacion de la funcién f(t)

y de las funciones ¢(t) y w(t).

Ahora, si te tienen los siguientes espacios V; representados en la figura 3.1.

L*(R)
v,

o )

VO C Vl C V2 C "'I/n C LZ(R)

Figura 3.1: Representacion de los subespacios V; donde se muestra que estan anidados.
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En la figura 3.1 se puede observar que el subespacio Vi cuya base es {@,kez (t)}

puede expandirse si se le completa la base hasta obtener una base para el subespacio V.

Este conjunto base seria de la forma {4, ., (t)}

Otra propiedad que presenta la funcion escala ¢(t) es:

fyev, .. f(2)eV,,

f) eV, o fEt)= ¢, d,.

kez

f(2t)= zcj,k¢j,k (2t)

kez

f2) =3¢, 2'¢,, (2"t k)

kez

C. i+ .
fr)=S 2X27 4 (21"t —k
(2t) ;\ﬁ P, ( )

F(2t) = 2%2 0

Lf@t)ev,,

Ahora se deduce que si una funcion f(t) estd en V,, entonces puede representarse

como combinacion lineal de los vectores de la base del subespacio V5.

fOV, - FO=¢,,2'¢,,2""t-K)] | =2 (3.15)

kez

Pero como la base del subespacio V; se puede completar mediante su complemento

ortogonal W, se obtiene entonces una base para el subespacio V..
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Por lo tanto de la figura 3.2 se puede intuir que una funcion que este en Vj, se puede
representar también por la ecuacién (3.16) la cual no es més que la ecuacion (3.5) con una

correcta notacion para las sumatorias que dependen de los términos j y k:

201 N-12i-1
f(t)= zCjo,k¢j0,k(t)+szj,ij,k(t) jkeZ” (3.16)
k=0 i=Jo k=0
I'(R)

Figura 3.2: Representa los subespacios W; y se observa que la interseccion entre ellos es vacia y que
V, =V, ®W,

Quedando f(t) aproximada por medio de la combinacion lineal de funciones escala

(aproximaciones) mas funciones wavelet (detalles).

A cada uno de los niveles j en V; y W; se les denomina niveles de descomposicion,
asi en la ecuacion (3.16) se dice que f(t) esta en el subespacio Vj, y por lo tanto se tienen j,

niveles descomposicién para f(t).
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Entonces para cada subespacio V; se puede establecer:

V, =V, ®W,

V, =V, ®W, =V, W, DW,

En general una funcion f(t) (la cual es un vector) se puede aproximar mediante los
vectores de la base de un subespacio generado por funciones escala mas la sumatoria de los

vectores de la base de subespacios ortogonales generados por funciones wavelet.

En términos practicos, como se establecio en la definicidn de transformada continua
wavelet, una funcion wavelet ventaniza a una funcion f(t) (ver figura 3.3) y como la funcion
wavelet tiene soporte compacto al hacer las multiples traslaciones de la funcion wavelet y

realizar el producto interno se obtienen los diferentes coeficientes wavelet:

-
fil

: |'|I .1I
- ! ™

i |
VY

Sefial

Wavelet

se traslada se escala

Figura 3.3: Se muestra como una funcion wavelet ventaniza a una sefial.

La figura 3.3 indica como una wavelet ventaniza a una sefial f(t). El resultado del

solapamiento entre estas dos sefiales da origen a los coeficientes wavelet de f(t).

La figura 3.4 muestra un ejemplo de funcion wavelet y funcion escala

(Daubechies8) y su representacion como filtros pasaalto y pasabajo respectivamente.
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En tiempo discreto una funcién f(t) se representa por medio de una secuencia o por
medio de un vector cuyas entradas son las iméagenes para distintos instantes de tiempo

puntuales.

Por lo tanto el producto interno definido en (3.6a) y (3.6b) se puede definir en

tiempo discreto como:

j=k

Cr = 21: findo i (3.17a)
J:
j=k

d[k] = le f[j]W[k+1—j] (3.17b)
j=

Valor Abselute de la Transformada de Fourier

Funcion Wavelst DES Filtro Pasaslto
on 7 156
I —_— 1
—
) A |r Illi‘ &
[ { \
o ! |I J | . _g 14 J,/
2 oo Ji'l Vo e ————— = /
%_ |I J l\\ ll;'ll - E— frJ
g l 1\\-"' E /
! b S
< . /
0.8 IIlI
! _/
LR on T
Muestra (n) ~ Muestra (n)
Funcién Escala DBS Filtro Pasabajo
:: f/'i N =
i
05 lll 1 \\ \
04 I| | = \,
e | 4 = 404 %
2 e / \ = \\
= | \ [«} b
o ° K \l. £ b
E o A
™ 4 < \
< [T — j h | o5
LR i I", .I|l
oz \"r' \\
03 oo \ —_——
; ] 10 1% 20 1 2 3 4 £ L] ]
Muestra {n) Muestra (n)

Figura 3.4: Representa la grafica del sistema Dubechie8. Funcidn wavelet y su representacion como filtro
pasaalto, graficos superiores. Funcion escala y su representacion como filtro pasabajo, gréficos inferiores.
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Las ecuaciones (3.17a) y (3.17b) definen el producto interno de dos funciones
discretizadas, también son conocidas como la convolucion entre dos secuencias. De forma

mas general:

Sean U y V vectores de longitud m y n respectivamente. Entonces W es un vector de

longitud m + n — 1, cuyos k-ésimos elementos vienen dados por:

W.. =

=k
k]~ 2

UriVia i) (3.18)

j=1
Wiy =UpMy

Wi =U Vg UV

Wig =UVig +U Mz +U My

W, =UV,

tm =YV +U

2Vin-y T UMy

Ejemplo 7

Supdngase que se tiene una sefial f(t) discretizada, cuyas muestras son:
f[n] = [2, 4, 1, 6, 4, 5, 1, 3]

Determinar los coeficientes escala y los coeficientes wavelet en el primer nivel de

descomposicion usando el sistema Haar o Daubechiesl.

Como los coeficientes escala (de aproximacion) y los coeficientes wavelet (de

detalle) se determinan mediante las ecuaciones (3.17a) y (3.17b) respectivamente, se
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necesita conocer los coeficientes del filtro del sistema Haar los cuales ya estan tabulados,

asi que los filtros son:

2

N

By = {i i} Filtro escala o filtro pasabajo de descomposicién

l//[n] = |:_ )

[REN

N
5

} Filtro wavelet o filtro pasaalto de descomposicidn

En la figura 3.5 se muestra el proceso que se lleva a cabo en el célculo de los

coeficientes de aproximacion y detalle.

Primero se realiza la convolucion entre la sefial fn)y los filtros pasaalto y pasabajo,

luego se realiza un submuestreo para eliminar muestras redundantes. Posteriormente se

construye el vector wavelet.

[2]41]6[4]5[1]3] [2]4]1T6 45 ]3]
O I O O I
Jj=k j=k
Cle1 = Zﬁf}fé[kﬂ—f] Ay = 2 oW
j=1 J=1
T Ve 2[3]5]2[A]4]2
S[a[Aflalefs i
I I O
T T T T T 11
Submuestr €0 Subnmestreo

i 1 1 Vv
6 7| |al |4 2| |4 4| [2
HRERERE ERERERE

Figura 3.5: Diagrama algoritmico para calcular los coeficientes de aproximacion y detalle de una sefial
cualquiera f que ha sido muestreada.
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En este primer nivel de descomposicion el vector wavelet V[n] estara formado por

los 4 coeficientes de aproximacion seguido de los 4 coeficientes de detalle.

Ejemplo 8

Para la secuencia del ejemplo anterior, realizar mediante el sistema Haar todos los
niveles de descomposicion y determinar el vector wavelet en el dltimo nivel de

descomposicion.

La secuencia del ejemplo anterior tiene 8 (2° = 2") muestras, por lo tanto N, que

representa el nimero maximo de niveles de descomposicion en este caso es N = 3.

En la figura 3.6 se muestra un esquema que describe como la descomposicion
multinivel s6lo toma en cuenta la salida del filtro pasabajo para futuras descomposiciones,
asi finalmente el vector wavelet en el ultimo nivel de descomposicion estara formado por
un solo coeficiente de aproximacion y el resto de las componentes son coeficientes de

detalles.

Por lo tanto de la figura 3.6, se puede intuir que una funcion que esté en Vj, se puede
representar también por la ecuacion (3.16) la cual no es mas que la ecuacion (3.5) con una

correcta notacion para las sumatorias que dependen de los términos j y k:

201 N-121-1
=20, O+3 S d w0  ikez' (3.16)
j=Jo k=0
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La figura 3.6 representa una completa descomposicion multinivel de una sefal

muestreada, proceso denominado analisis.

Datos de entrada

Cap |214|1|6|4|5]1]3

C,, 6171184 2 A L2 g4
S O B R 2 |47 |47 |42 2.k

C 13113 115

LI N ) 7|72 dﬂ,ﬁ

13

Qi |5 L
Cu,n dﬂ,ﬂ d?,ﬂ du dz,u dz,v dz,z dz,a
Vector - DWT

13,0,4,5,2,5 1,22

g —

{E’ [ T A ﬁ}

Figura 3.6: Descomposicién multinivel de una sefial muestreada con 8 muestras. Se observa la formacion del
vector wavelet para cada nivel de descomposicidn, proceso denominado analisis.
Fuente: Faundez P., et all (2002).
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Ejemplo 9

Supéngase que se tiene la funcién f(t) =Sen(t), se quiere obtener 8(2%) muestras
en un periodo de ella (en el intervalo [0,2x]); es decir, se quiere muestrear f(t) a una

frecuencia de £, esto significa que se va a calcular f(t) para:

t={0, n/4, n/2, 3n/4, ,57/4,3n/2,77/4}

De donde se obtiene la secuencia:

dnl=|0, Y21 32 5 N2 4 V2
2 2 2 2

Determinar la descomposicion multinivel segun el sistema Haar.

En este ejemplo se trabajara con el sistema Haar (o Daubechies 1) para calcular el

vector wavelet de f(t).
Los coeficientes para el filtro escala (fe) y filtro wavelet (f,) son respectivamente:

1 1
f, = [E \/E,E\/E] Filtro pasabajo de descomposicion

1 1
f = [_ E\/ZE\/E] Filtro pasaalto de descomposicion

En este caso se realizara el esquema de descomposicion mostrado en la figura 3.6
por medio de la modalidad de pseudocddigo con el objetivo de mostrar una forma

equivalente de realizar el analisis al representado en la figura 3.6.
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Primera Descomposicién

CA3:= convolucion( [x], [fe] ): CD3:= convolucion( [x], [fw] ):
ca3:= submuestrear( [CA3] ); cd3:= submuestrear( [CD3] );
ca3 =[0.5, 1.2071, -0.5, -1.2071] cd3 =[-0.5, 0.2071, 0.5, -0.2071]

Segunda Descomposicién

CAZ2:= convolucion( [ca3], [fe] ): CD2:= convolucion( [ca3], [fw] ):
ca2:= submuestrear( [CA2] ); cd2:= submuestrear( [CD2] );
ca2 = [1.2071, -1.2071] cd2 = [-0.4999, 0.4999]

Tercera descomposicion

CAL:= convolucion( [ca2], [fe] ): CD1:=convolucion( [ca2], [fw] ):
cal:= submuestrear( [CA1] ); cdl:= submuestrear( [CD1] );

cal = [0] cdl =[1.7071]
Analisis:

VectorWavelet:= [cal, cdl, cd2, cd3];

VectorWavelet = [0, 1.7071, -0.4999, 0.4999, -0.5, 0.2071, 0.5, -0.2071]

3.5.- RECONSTRUCCION DE SENALES (SINTESIS)

Al proceso de reconstruccion de sefiales se le denomina sintesis y corresponde a la
inversa de la transformada discreta wavelet (IDWT). Este proceso consiste en recuperar la
sefial original sin que se produzca perdida de informacién a partir de las componentes

obtenidas durante el proceso de analisis.
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Por lo tanto, lo que se desea es lograr representar los coeficientes escala en un nivel
de resolucion mas alto mediante una combinacion de los coeficientes escala y wavelets en

un nivel de resolucién mas bajo.

Los procesos de analisis y sintesis son procesos iterativos de tal manera que en
teoria pueden repetirse en forma infinita con la salvedad que el proceso de sintesis depende
del proceso de analisis. Sin embargo, en la practica estos procesos no pueden repetirse de

manera infinita, siendo el nivel de resolucién de la sefial original el que pone el limite.

Una explicacion més detallada puede expresarse de la siguiente manera:

Supongamos una sefial con una longitud N=2", en el andlisis dividimos la sefial
original en una aproximacion y un detalle correspondientes al primer nivel de
descomposicién, luego la aproximacion que queda de longitud igual a 2"* es nuevamente
dividida obteniendo una nueva aproximacion y detalle correspondientes a un segundo nivel
de descomposicion. Este procedimiento se vuelve a repetir hasta que la aproximacion y el
detalle estén representados por un solo coeficiente, es decir, tienen una longitud de 1=2° lo
que significa que el numero de iteraciones posibles de realizar es de n=log;N. De esta
forma se obtiene un vector de longitud N que contiene un sélo término encargado de
representar la forma general de la sefial (coeficiente escala) y todos los otros términos con
informacion sobre el detalle obtenido en los diferentes niveles de descomposicion
(coeficientes wavelet), tal como se ilustr6 en la figura 3.6 donde aparece el vector al cual se

le denomina vector-DWT.

La sintesis por su lado toma la aproximacion y el detalle, aumenta su longitud al
doble mediante el siper muestreo y realiza la convolucion discreta con los respectivos
filtros, obteniendose como resultado una mejor aproximacion a la sefial correspondiente al

primer nivel de reconstruccion.
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Logicamente, el nUmero de veces que se realiza el proceso de reconstruccion hasta

llegar a la sefial original depende del grado de descomposicidon al que se llegd en el proceso
de andlisis.

Para explicar como se realiza una descomposicion y una reconstruccion, se ilustrara

el proceso utilizando la wavelet Haar y suponiendo una sefial Fy=[2,4,1,6,4,5,1,3], la
descomposicion se observa en la figura 3.7.

24|16 |4a|5|1]|3|— Fiy

Aproximacion Detalle
j:i’ Jr:}_r
Gy = 2 Jinthea Ay = 2 T Wien )
JI=]' J’:l
LV V..V ALV ALY BV AR i = = 5
S|5|1|10|8(6|4 2|32 fd|Ll4)d
2 (2|2 (2 |47 2 |42 2|2 N2 |NZ (N2 2 |2
[ 11 1 1 7 ]
[ I [ [ T T
Submuestreo Subnmestreo

Pl e

T ¥ ¥ Vv

Figura 3.7: Se muestra el primer nivel de descomposicion de una sefial mediante el sistema Haar.

Como la aproximacion esta relacionada con un promedio y el detalle con
diferencias, entonces, se puede obtener la primera descomposicion de acuerdo a las
ecuaciones (3.17a) y (3.17b) donde los c; son los coeficientes correspondientes a la sefial

original, es decir los datos de entrada representados por Fpypy J es el nivel de resolucion
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més alto con el que se puede trabajar, N=2” es la longitud de la sefial original, para este caso

Fn €s una sefial de longitud N = 8 = 2°,

1
-1k = ﬁ (Cj,2k + C/,2k+1) (3.17a)
1
dj—1x = —=(g.2k — G 2k41) (3.17b)
] ) \/E ], ],

Aplicando el algoritmo de descomposicion, se puede observar en la figura 3.7 como
se realiza la convolucidn discreta entre los filtros escalas y los filtros wavelet con la sefial
original, ademés se observa el posterior submuestreo de tal forma que se obtienen dos
conjuntos de coeficientes, uno encargado de la aproximacion a la sefial original y el otro

encargado del detalle, ambos de longitud 2°'=4.

El paso siguiente es mantener el detalle y volver a aplicar el algoritmo a los
coeficientes de aproximacion dando como resultado una nueva aproximacion mas general y
un nuevo detalle, ambos de longitud 23°=2. Este proceso se podra repetir una vez mas ya

que tanto la longitud de la nueva aproximacion como del nuevo detalle sera igual a 2>3=1.

Para reconstruir la sefial a partir de los coeficientes escala y los coeficientes wavelet
pertenecientes al primer nivel de descomposicion, se observa que sumando y restando las

ecuaciones (3.17a) y (3.17b) se obtienen:

1
C =—(¢_1, +d_ 3.18a
7,2k ﬁ( -tk + k) ( )
1
G 2k+1 = NG (g1p —dj-1x) (3.18b)
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Estas dltimas ecuaciones (3.18a) y (3.18b) permiten realizar una reconstruccion
perfecta de la sefial. En la figura 3.8 se puede ver como se realiza el proceso de sUper
muestreo y posteriormente la convolucion para reconstruir la sefial en forma perfecta

mediante la suma de los coeficientes de reconstruccion escala y wavelet

2| |NZ| [¥Z| W2 2| [¥7] WI| [¥2

Supermuestreo Supermuestreo
NN L]
6 / 9 4 —2 —5 —1 -2
0l =|0|=|0|=|0|= 0| —=|0|—=0|—=|0|—=
42 V2 42 V2 42 42 42 42

=k
— * ] p— - ) *
i = Jﬁ;]ﬂku-;] IL'i[ff] - Z-f[,f]w[hl-ﬂ
-1

J

‘?_/_17'—,\1_/,‘7—'

-5 5| -1
2121212 1122

2 |4 11|64 |5 ]1]3

o6}
B3] =

1N A
212

Figura 3.8: Reconstruccion de una sefial utilizando el sistema Haar, la sefial ha sido descompuesta s6lo hasta
el primer nivel de descomposicion.

Se observa en esta Ultima figura (figura 3.8) cdmo se obtiene la reconstruccion de la
sefial representada por fj;; en la figura 3.7, ademas se puede ver que el filtro escala de

reconstruccion y el filtro wavelet de reconstruccion se representan con un asterisco de supra
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indice ya que no son los mismos que fueron utilizados en la descomposicion pero estan

altamente relacionados.

Considerando esta ultima parte en la que se ha advertido sobre la existencia de
filtros de reconstruccién se procedera a mostrar en el sistema Haar los filtros de
descomposicion y los filtros de reconstruccion utilizados en los procesos descritos en las

figuras 3.7 y 3.8.

Funcion escala (filtro pasabajo) y funcidn wavelet (filtro pasa alto) discretizadas, sistema

Haar
Filtro Pasabajo de Descomposicién Filtro Pasa bajo de Reconstruccion
f—[l 1] f*—[l 1]
© W2'V2 © W2'vz
Filtro Pasa alto de Descomposicion Filtro Pasa alto de Reconstruccién
1 1 o711
fo=[-L 4 fie L
V2 V2 V2 2

Se puede notar la ortogonalidad entre las secuencias que describen a la funcion
escala y las secuencias que describen a la funcion wavelet, esto quiere decir, tanto para los
filtros de descomposicion como para los filtros de reconstruccion se cumple que el
producto interno (en este caso se trata de un producto interno usual en R") £, - f,, =0 0
también £, - f,; =0

Existen diferentes sistemas para realizar la transformada wavelet de una sefial, entre
ellos se pueden contabilizar, el sistema Haar (también conocido como Daubechiesl), la
familia Daubechies, la familia Biortogonal, la familia Symlets y la familia Coiflets entre

otros.
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Para observar la relacion que existe entro los filtros escala y los filtros wavelet se
utilizara el sistema Daubechies2 conocido como Db2, de alli se comprendera como a partir

del filtro escala se puede conocer el filtro wavelet.

_[1—«/§ 3—V33+V3 143
="z Tz e a2

_[_1+x/§ 3+v3 3-43 1—«/§l
Yl a2 a2z w2 42

Primero que nada se observa la ortogonalidad entre los filtros, esto es f, - f,, = 0,
segundo, se puede ver como el filtro wavelet no es mas que recorrer el filtro escala al revés

y cambiarle el signo a los que queden en posicion impar en el filtro wavelet.

Para obtener los filtros de reconstruccion simplemente se recorren en orden inverso

los filtros de descomposicion.

*_[1+\/§ 3+V33-+3 1—x/§l
¢ W2 a2 a2 42

*

w

l1—\/§_3—\/§ 3+\/§_1+\/§l
R i Y R N /)

Hasta el momento se ha realizado una reconstruccion para una sefial que sélo ha
sido descompuesta en su primer nivel de descomposicion. Sin embargo el objetivo principal
de un andlisis wavelet es obtener el vector-Dwt ya que este es el que contiene informacion

uatil para la aplicacion de esta herramienta en diferentes campos del procesamiento de
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sefiales, entiéndase por estos, la reduccion de ruido, la aproximacion no lineal, la
compresion de datos, la deteccion de singularidades, parametros caracteristicos, etc. En la
figura 3.9 se muestra la descomposicion completa (en todos sus niveles de descomposicion

de la sefial ffn.

Datos de entrada

Cap |214[1]|B|4|5[1]3]|— fm

c,, |[E|Z]Ll4 o < )
M WZ |NZ |NZ W2 2 22 (42| "ok
v Dt [6794—2—5—1—2
— Uvw = = =T =y =y T =T =y T =)
YT WZVZNZ N2 N2 N2 NZ V2
C 13113 = Y
LA N 7|72 du;
Ve = |3 13 715 -2 -5 —1 =2
- W _'_'_'_l_I_I_J_J
S PR N RN NG A
13
Q« |5 .
13 -15 -2 -5 -1 -2
V—DWt3 =, — =, =, —=

Vector-Dwt: th dﬂ’ﬂ dm dﬂ G'm dm dzz dzg

, L # 4 0 #

Figura 3.9: Descomposicion multinivel (analisis) de una sefial de 8=2° muestras con sus respectivos vectores
wavelet en cada nivel de descomposicion, ademas se observa que 0< k <2’,

Ahora se procedera a ilustrar el proceso de reconstruccion total de la sefial. Este

proceso se observa resumidamente a continuacién, es de hacer notar que se esta realizando

la reconstruccion de la sefial descompuesta en la figura 3.9.
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Reconstruccion de los coeficientes en el nivel J=0

[13 super t fe L2 1B
Cok — muestrear * f,) = |[—=,—

' V2 [ﬁ ﬁ] [

d 0] supermuestrear * f, = [———] 0,0
0,k [ ] p fW \/E \/E [ ]

Los coeficientes de aproximacion del nivel J=1 seran

[13 13 13 13
00 272

Reconstruccion de los coeficientes en el nivel J=1

c 13 13] supermuestrear £ [ ] [13 13 13 13
~ ) A~ * =|—,— ) ’ ‘
1,k o) P e N NN AN
d [0,0] supermuestrear [ ] [ 5 -5
*
i vz' V2l vz 2\/_ 22" 22

Los coeficientes de aproximacién del nivel J=2 serén
13 6 7 9 4

V2’ 2\/" 2\/_ 2\/_] [2\/' "2Z' 2\/_ zf] [f’ﬁ'ﬁ'ﬁ

Reconstruccion de los coeficientes en el nivel J=2

° L2 supermuestrear £ [1 1] 33779922
* NG I SV AV A A Ay
‘/_‘/_‘/_‘/_ i 2’V [ 2'2'2'2 ]
d, [2 =1 _2] supermuestrear  * £ [ 1] 11 —5 5 —1 1 i1
=T =y =T = * - — - — _ 2 44
_[33779922] [11—55—11 11]_ 164513
f[n]_ !’2’222 2’2" 2 2 ) —[,,,,"']
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CAPITULO IV

APLICACIONES DE LA TRANSFORMADA WAVELET

Introduccion

La transformada de ondiculas o transformada wavelet es una técnica para el anélisis
de sefiales que ha sido utilizada en diferentes areas de la ingenieria y aln siguen
publicandose nuevas aplicaciones de dicha transformada lo que significa que su estudio sea

un area de investigacion de interés para la comunidad cientifica.

En este capitulo se presentara un resumen de algunas aplicaciones de la
transformada wavelet, las cuales no son mas que aplicaciones de las matematicas. Las
aplicaciones tomadas en cuenta para este capitulo seran parte de los trabajos realizados
dentro de la Facultad de Ingenieria de la Universidad de Carabobo que han hecho uso de la
transformada wavelet. Las wavelets han sido aplicadas a una gran cantidad de problemas
relacionados con el procesamiento de sefiales: Deteccion, compresion, clasificacion,
limpieza de ruido, analisis tiempo-frecuencia, también ha sido aplicada en diferentes
disciplinas tales como ingenieria, medicina, estadistica, acuUstica, sismologia, robdtica,

economia, criminologia, etc.

4.1.- CLASIFICACION DE SENALES DE VOZ UTILIZANDO TRANSFORMADA
DE WAVELET Y MAQUINAS DE VECTORES DE SOPORTE.

Trabajo de ascenso realizado por los profesores Carlos Jiménez y Jesus Jiménez en
el afio (2010). En este proyecto de investigacion se disefié un procedimiento destinado a la
clasificacion de sefiales de voz entre sanas y patoldgicas, dicho disefio consistio en procesar

la sefial de voz aplicandole la transformada wavelet para extraerle los parametros



caracteristicos a la sefial obtenida, luego, para realizar la clasificacion de las sefiales de voz

se aplicaron estos parametros a una maquina de vectores de soporte.

Resumen

En este proyecto se disefid un procedimiento para la clasificacion de sefiales de voz
sanas y patologicas, utilizando la transformada de wavelet y maquinas de vectores de
soporte. Para el procesamiento de las sefiales se empleo la transformada de wavelet y a la
sefial obtenida se le extrajeron caracteristicas que permitieron ser utilizadas para la
clasificacion. Los parametros obtenidos fueron los momentos de los coeficientes
(aproximacion y detalles originados en los distintos niveles de descomposicion cuando se
aplica la transformada de wavelet. La relacion sefial a ruido y los coeficientes cepstrales
mel fueron los otros parametros obtenidos. Para realizar la clasificacion de las sefiales se
utilizaron los parametros obtenidos y se aplicaron a una maquina de vectores de soporte. En
este clasificador se modificaron los diversos parametros para sintonizar su entrenamiento y
realizar los diversos ensayos. Los resultados son presentados para los diversos parametros y

ajustes aplicados con su error respectivo.

Técnica de procesamiento y analisis de datos.

Para realizar el procesamiento de los datos, estos se agruparon y clasificaron como
sefiales de voz normales y patoldgicas. Para la extraccion de rasgos se aplico la
transformada de wavelet y se analizaron los valores de: relacion sefial a ruido, los
coeficientes de los niveles de descomposicion, y los coeficientes centrales mel. Para la
clasificacion de la sefial entre sana y patoldgica se utilizd la maquina de vectores de soporte
(SVM), con kernel rbf.
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Procedimiento metodolégico utilizado.

El procedimiento metodoldgico utilizado para el desarrollo de la investigacion se
muestra en el diagrama de bloques de la figura 4.1, donde se observan las tres fases de la

investigacion.

Extraccion de
" Procesamiento Rasgos Clasificador v
X . ’ de la sefial _— —

Sefial

v

Figura 4.1: Diagrama de Bloques del procedimiento metodol6gico

Procesamiento de la sefal

Para el procesamiento de la sefial se aplicé la transformada de wavelet. a las sefiales
de voz sanas y patoldgicas, luego se extrajeron los rasgos a utilizar para la clasificacion.
Una de la wavelet utilizada en este proyecto es la Daubechies 15 (db15), la cual no es
simétrica y es mostrada en la figura 4.2. Otra de la wavelet aplicada es la de Daubechies
4(db4).

A ‘ l"'
¥
i
|

a2 llf\ | ‘
i [ ll
b A
W
4.3 h
D 5 i (1] 15 20 25 30

Figura 4.2: Funcién Wavelet Db15
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Relacion sefal a ruido

Uno de los parametros obtenidos fue la relacion sefial a ruido (snr) de las sefiales,

para la cual se utilizo la ecuacion (4.1).

L1 -
Nxin))

snr=10"log,, | == | (4.1
> ((n) - x(n)f |
n=0

Donde:

x"(n) = sefial filtrada.

x(n) = sefial con ruido.

snr = relacion sefial a ruido en decibeles.

L = nimero de muestras del segmento de la sefial a procesar.

Se realiz6 la segmentacion de la sefial, definiendo el tamafio del segmento que se va
a procesar (L). Y se establecio la ubicacion (P) del valor correspondiente a la relacion sefial
a ruido calculado en el segmento, como la mitad del tamafio del segmento procesado. Un
ejemplo del calculo del segmento que se utiliza para determinar la relacion sefial a ruido sin

solapamiento es el siguiente:

e Longitud de la sefial N = 1024 muestras

e El tamafio del segmento L = 256 muestras, 4 ventanas en total.

En la figura 4.2 se muestra el resultado del procedimiento para obtener el segmento
de la sefial que se va a procesar, los puntos P1, P2, P3 y P4 representan las posiciones

donde se va colocar el valor de la relacion sefal a ruido calculado .
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De este modo se obtienen los diferentes valores de la relacion sefial a ruido, al

calcularlos en cada L segmentos de la sefial de longitud N. A estos valores se le obtuvo los

valores medio, desviacion estandar, la asimetria , la Kurtosis, el valor maximo y el valor

minimo.

256

P1=128 — 512
P2=384 _—T 768

P3=540

P4=896

Figura 4.2: Segmentacion de la sefial.

m., = E{[X - ;J]BJ

m,, =Elx-py*]

Donde

Sk= Coeficiente de asimetria ( “skewness”)
mo3 = tercer momento Central
S=Desviacion estandar

K= Kurtosis

mo4 = Cuarto momento central
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El vector de rasgos(Vr) es el siguiente:

Vr = [media, varianza, coeficiente de asimetria, kurtosis, valor maximo, valor minimo]

La wavelet utilizada es la Db15 y el umbral para realizar el proceso de filtrado se
obtuvo como el valor medio del valor obtenido en cada sefial a través la formula de

Donoho.

thr = (y/2Inifh)) * o

Momentos de los Coeficientes de Wavelet.

Para obtener otros pardmetros se descompusieron las sefiales en diferentes niveles y
a los coeficientes de detalles y andlisis se le calculé los cuatros primeros momentos

estadisticos. En la figura 4.3 se muestra la descomposicion de la sefial con tres niveles.

cAl j cD1

cAl D2

¥
cA3

Figura 4.3: El arbol de descomposicion de wavelet con 3 niveles de descomposicion.

La Wavelet utilizada para hacer la descomposicion fue la Db4, y los coeficientes de

cada nivel se extrajeron con la funcion Wavedec:
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A todos estos coeficientes se le calcularon los cuatro primeros momentos
estadisticos, de tal manera que se obtiene un vector de rasgos (Vrm) que posee los
momentos de los coeficientes del nivel de aproximacién (ca) y los momentos de los
coeficientes de los tres niveles de los detalles(cdn) , dando como resultado un total de 16
(4x4) rasgos (Ver tabla 4.1)

Tabla 4.1 Momentos calculados a los coeficientes de la descomposicion.

Coeficientes | Coeficientes de | Coeficentes de | Coeficientes de

de Detalles nivel 1 | Detalles mivel 2 | Detalles nivel 3

Aproximacion

Valor Medio vmca vmed 1 vmed2 vmed3
Varianza varca varcd1 varcd2 varcd3

Momento de mo3ca mo3cdl mo3cd2 mo3cd3
orden tres

Momento de modca maoded1 modcd?2 modcd3

orden cuatro

Donde:

vm: valor medio

var: variancia

mo3:momento central de orden 3
mo4:momento central de orden 4
ca= coeficientes de aproximacion

cdn= coeficientes de los detalles del nivel n

Coeficientes Cepstrales de frecuencia mel.

De igual modo se aplicd la transformada de wavelet como filtro para reducir el
ruido de las sefiales de voz, utilizando diferentes niveles de descomposicion. La Wavelet
aplicada fue la Daubechies 15 (Db15), y para el filtrado se seleccion6 un umbral fijo. Se
obtuvo los coeficientes cepstrales de frecuencia mel para cada uno de los niveles de

descoposicion. Los coeficientes cepstrales de frecuencia mel (20 rasgos) fueron calculados
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de acuerdo a metodologia propuesta por David y Mermelstein en 1980, en su trabajo
“Comparison of Parametric Representations for Monosyllabic Word Recognition in

Continuously Spoken Sentences”.

Como complemento de la experimentacion, se realizaron las mismas operaciones
descritas en el parrafo anterior, variando la longitud de las ventanas de acuerdo a valores de

tiempo de duracion de las muestras entre 10 milisegundos y 50 milisegundos.

Clasificacion de las sefales

La fase de clasificacion de las sefiales consistié en utilizar la méquina de vectores de

soporte para clasificar los sefiales entre sanas y patoldgicas.

El kernel utilizado fue el rbf y se le suministr6é los rasgos obtenidos en la fase 2.
Esto quiere decir que se obtuvieron tres maquinas de vectores de soporte para cada
conjunto de rasgos.

4.2.- TRANSFORMADA DE ONDICULAS PARA ANALISIS DE ESTRUCTURAS

Articulo realizado por los profesores José Luis Nazar y Cristobal Vega en el afio
(2011). En este trabajo se plantea un método de estimacion de dafios en estructuras mediante la

separacion no lineal de sefiales, basado en la transformada de ondiculas.

Resumen

Este trabajo plantea un método de estimacion de dafios en estructuras mediante la
separacion no lineal de sefiales, basado en la transformada de ondiculas. Los resultados

obtenidos son superiores en capacidad de estimacion de dafios a los reportados en la
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literatura. EI método propuesto, mediante un registro de la aceleracion del sistema y la
transformada de ondiculas permite estimar el instante y la amplitud de cualquier falla

estructural.

Describiendo el trabajo a grandes rasgos, este consistio en el modelado de un
sistema base excitado con un solo grado de libertad, 1 — dg, con rigidez variable como el

mostrado en la figura 4.4.

I‘_ . ad & "J"
T ’?1;' :: :f""‘ 5

Figura 4.4: Sistema base excitado de un solo grado de libertad 1-dg con rigidez cambiante

Este sistema es completamente descrito por la siguiente ecuacion de movimiento tal

como se muestra en la ecuacion (4.2)

mil{!‘} + c—a{.rj + KOx(t) = —-m— i

a[ 1 Tg'[f:]

(4.2)

donde x = x; — X, s la masa y k(f) es la rigidez
gue puede cambiar por dafios estructurales
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La aceleracion absoluta se obtiene de la ecuacion de movimiento (4.2) y se
representa mediante la ecuacion (4.3). En esta ecuacion podré observarse la ocurrencia de
un cambio abrupto de k lo cual estard representando la existencia de un dafio en la

estructura. Este cambio de k se reflejara como una discontinuidad aislada.

n-_1 xolf) _c‘:f;.a{r} +k{e‘]x{rj|.

dart” " i

(4.3)

Luego, esta discontinuidad sera féacilmente detectada por la transformada de
ondiculas aun cuando sea muy pequefia en comparacién con la amplitud media de la
respuesta.

Otra dificultad surge cuando el sistema es excitado por un proceso aleatorio, lo cual
seria una situacion mas realista. En este caso, la excitacion no sera suave, asi que las
derivadas de x en la ecuacion (4.3) podria tener discontinuidades en casi todo punto, por
que las singularidades en la excitacién son propagadas a través de el sistema y afecta la
respuesta.

Deteccion del dafio mediante la transformada de ondicula

El método propuesto fue desarrollado mediante simulaciones. La ecuacion (4.2) fue
simulada por el método de Monte—Carlo en SciLab. Durante un intervalo de 5 seg con 100
nodos por segundo, para el caso en el cual no fue realizada ninguna perturbacion, es decir,
la rigidez se mantiene constante. La aceleracidn obtenida esta representada en la figura 4.5.

Se observa que esta contiene 4 sub figuras, las cuales se explicaran a continuacion.

La aceleracion obtenida esta representada en la Figura 2. La transformada de
ondicula obtenida de la sefial de la Figura 2 esta dada en la Figura 4. La respuesta de
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aceleracion bajo una excitacion local aleatoria activada a los 1,5 s estd graficada en la

Figura 3.

Fueron realizadas 500 réplicas de la simulacion para cada valor de k con
incrementos diferenciales de (0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5, 0,6, 0,7, 0,9 y 1% de la amplitud sin
perturbacion) y el resto de los pardmetros de la ecuacion (4.2) fueron seleccionados

aleatoriamente.
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Tiempo [E-2 5] Tiempo [E-2 5]
Figura 2: Aceleracion absoluta sin perturbacion Figura 4: Aceleracion absclutz con uma perturvacicn
aleatona a los 1.5
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Fizura 3: Transformada de ondiculas de la sefial dada en la

Figura 2 Figwra 5: Coeficiente T obtenidos por la separacion

Figura 4.5: Se muestra la aceleracidn del sistema sin perturbacion, su respectiva transformada de ondicula 'y
en los graficos del lado derecho se muestra la aceleracidn absoluta con una perturbacion aleatoria y sus
respectivos coeficientes wavelet.

Para mas informacion de este articulo, ver el apéndice B.
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4.3.- APLICACION DE LIBRERIAS DE FUNCIONES PARA CALCULAR LA
TRANSFORMADA WAVELET EN SCILAB EN EL CALCULO DE LA
POTENCIA ELECTRICA PARA SENALES BAJO CONDICIONES NO
SINUSOIDALES

Trabajo de ascenso realizado por el profesor Franklin Yusti en el afio (2010). En
este trabajo de investigacion se muestra una aplicacion de las librerias de funciones que
calculan la transformada wavelet programadas en SCILAB en el célculo de la potencia
eléctrica para sefiales bajo condiciones no sinusoidales. La medicién de la potencia se
realizd en el caso sinusoidal para establecer comparaciones con el célculo de la potencia
mediante las formulas existentes en el dominio del tiempo, luego se extendio al caso no
sinusoidal y se compararon la potencia utilizando la transformada wavelet con la potencia

utilizando las formulas existentes en tiempo discreto.

Procedimiento para determinar la potencia

El procesamiento digital de las sefiales se realiz6 utilizando la plataforma SCILAB,
en el cual se implement6é un conjunto de rutinas que permiten realizar la descomposicién
wavelet multinivel de una sefial muestreada. Al descomponer una sefial en distintos niveles
de descomposicion (procedimiento denominado ANALISIS WAVELET), para cada nivel
se obtiene un conjunto de coeficientes denominados aproximacion y detalle, estos
coeficientes representan parte de la sefial original para un cierto intervalo de tiempo y para
un ancho determinado de frecuencia. Los coeficientes de aproximacion y los coeficientes
de detalle mencionados anteriormente son los que se utilizaron para el calculo de la

potencia eléctrica.

Para calcular la potencia eléctrica en el dominio del tiempo, el método sugiere

calcular los valores eficaces de la tension y la corriente, Vrms e Irms, como sigue:
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CASOQO: Dominio en el tiempo continuo

Para un periodo T

Donde v; e i; representan la tension y la corriente respectivamente.

CASOQO: Dominio en el tiempo discreto

Donde v;, € i, representan la tension y la corriente discretizada (muestreada).

n=01,2,..,2%1; N representard el numero de niveles en los cuales se puede

descomponer la sefial.

Como alternativa para el calculo de las variables involucradas para la obtencién de
la potencia eléctrica realiz6 el calculo de los valores eficaces de tension y corriente no
directamente de las muestras originales sino a partir de la descomposicion wavelet de las
muestras de tension y corriente, ya que la descomposicion wavelet actia como filtro para

una sefial y por ende con este filtrado se esta disminuyendo los efectos que aporta el ruido.

En el procedimiento propuesto se programaron las rutinas que realizan el calculo de

las siguientes formulas matematicas:

75



Aplicar Transformada Wavelet a las muestras de Tension y Corriente

Vh = ZC;o,k¢jo,k (n) +Z zd;k‘//j,k (n) C;O,k = <Vn , ¢jo,k> d;k = <Vn Wik >
k

i=jo k

I :;Cjo,k¢jo,k (n)"'z Zdj,k‘//,‘,k (n) Ciok :<in’¢jo,k> dj,k =<Vn’l//j,k>

i~jo k

El nivel de descomposicion mas bajo de la sefial original esta representado por j, e
incluye la componente fundamental de frecuencia de la sefial a analizar, como se muestra

en la figura 4.6.

Dy S =A1+D1

[ &

Aﬂ D:j :A3+D3+D2+D1

Figura4.6: S es la sefial a analizar, A; y D; representan los coeficientes de aproximacién y detalle para cada
nivel de descomposicion. Cada una de las igualdades representa el vector wavelet de cada nivel.

Realizada la transformada wavelet de la tension y la corriente se obtienen los
vectores wavelet que representan cada una de las sefiales los cuales se representan por
Vu[n] e Iw[n] respectivamente para luego calcular los valores eficaces de cada uno de ellos

como sigue:
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13 2 133 2
Vrms = JZ_N (Vvv[n]) Irms = JZ_N - (Iw[n])

Vv, [n]*1,[n] S=Vrms*Irms

Aplicacion a un caso sinusoidal puro

Supdngase que se tiene la funcion f(t) = Sen(t), en el intervalo [0,2r]; muestreada

a una frecuencia de X, se tienen las imagenes de f(t) para:

t={0, n/4, n/2, 3n/4, ,57/4,3n/2,7T7/4}

De donde se obtiene la secuencia

x[n] = Oﬁlﬁo-ﬁ -1_ﬁ
2 2 2 2

Ahora se quiere calcular el valor RMS de f(t) a partir de los coeficientes que

conforman su vector wavelet.

Vp »

“Tedricamente para f(t)=VpSen(t) su valor RMS viene dado por N

En este ejemplo se trabajé con el sistema Haar (o Daubechiesl) para calcular el

vector wavelet de f(t) o lo que es lo mismo, de la secuencia x[n].

Los coeficientes para el filtro escala y filtro wavelet son respectivamente:

fe := % J2, % J2 Filtro pasabajo de descomposicion

fw :=- %\/_ %\/5 Filtro pasa alto de descomposicion
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CAZ3:= convolucion( [x], [fe] ):
ca3:= submuestrear( [CA3] );

CD3:= convolucion( [x], [fw] ):
cd3:= submuestrear( [CD3] );

ca3 =[0.5, 1.2071, -0.5, -1.2071]

cd3 = [-0.5, 0.2071, 0.5, -0.2071]

CAZ2:= convolucion( [ca3], [fe] ):
ca2:= submuestrear( [CA2] );

CD2:= convolucion( [ca3], [fw] ):
cd2:= submuestrear( [CD2] );

ca2 = [1.2071, -1.2071]

cd2 = [-0.4999, 0.4999]

CAL:= convolucion( [ca2], [fe] ):
cal:= submuestrear( [CA1] );

CD1:=convolucion( [ca2], [fw] ):
cdl:= submuestrear( [CD1]);

cal = [0]

cd1 = [1.7071]

VectorWavelet:= [cal, cdl, cd2, cd3];

VectorWavelet = [0, 1.7071, -0.4999, 0.4999, -0.5, 0.2071, 0.5, -0.2071]

Vs : Valor RMS de f(t).

Vw[n] . Coeficientes wavelet de la funcion f(t)

\/ 1 24 muestreada up supra.
Vrms =

o 2 (Vw[n])2

N: Es el numero de niveles en los cuales se puede
descomponer la sefial. EI nimero de elementos de
la seflal muestreada debe ser potencias de 2

(escala diadica o diezmado)

Vrms = sgrt( sum( Vw.*Vw )/(2"3) )

Vrms =

0.7071068
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Recuérdese que f(t)=Sen(t), en este caso el valor pico es Vp = 1 y calculando el

valor RMS tedrico se obtiene:

Vrms = V_p = i ~(.707 1068

NERNG

Se observa la similitud en el resultado numérico, 0.0% de error al comparar el valor

rms para f(t) tanto teéricamente como a partir del vector wavelet de f(t).

La rutina implementada en SCILAB para calcular la potencia eléctrica mediante la
transformada wavelet se puede observar en el apéndice D.
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APENDICE A

Aplicacién de la transformada de wavelet para el analisis de sefiales de voz normales y
patologicas
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Resumen

En este trabajo se utilizo la transformada de wavelet db15, con un nivel de descomposicion de 10, para rea-
lizar el proceso de filtrado de seflales de voz y extraer parametros que permitan determinar si la sefial de voz per-
tenece a un paciente sano o con alguna patologia. Se grafico y tabulo la relacion sefial a ruido de sefiales de voces
correspondientes a muestras de la pronunciacion de una “A” sostenida, clasificadas como normales y patologicas
por un experto en el drea de procesamiento de voz, observandose en las sefiales normales un mayor valor de la
relacion sefial a ruido promedio, mayor valor maximo y una menor varianza.

Palabras clave: Wavelet, sefiales de voz, relacidn sefial a ruido, multiresolucidn, sefial estacionaria.

Applying the wavelet transform for the analysis of normal and
pathological voices

Abstract

The wavelet transform db15, with a decomposition level of 10, was used in this research in order to filter
voice signals and extract some parameters that would allow us to determine whether the voice signal is a healthy
one or 1f 1t has some pathology. The signal-to-noise ratio of voice signals corresponding to a sustained “a”, which
were classified as normal or pathological by an expert in the area of speech processing, was plotted and tabulated.
It was observed that for normal voices the average signal-to-noise-ratio was higher than that for pathological
voices, the maximum value of the signal-to-noise-ratio was higher, and the variance of the signal-to-noise-ratio
curve was lower.

Keywords: Wavelet, speech, signal-to-noise-ratio, multi-resolution, stationary signal.

1. INTRODUCCION de procesamiento de sefiales que permitan determinar
las caracteristicas de la sefial de voz y su comporta-

En el analisis de las sefiales de voz se ufilizan miento en el tiempo. Esto se puede lograr analizando

técnicas de procesamiento digital de seflales con el
objetivo de identificar y caracterizar la calidad de las
mismas mediante parametros. Si se seleccionan estos
parametros convenientemente, se podrian utilizar para
comparar voces provenientes de pacientes sanos y de
pacientes con patologias de voz, para ayudar al espe-
cialista a diagnosticar en forma objetiva v rapida el
estado de la sefial de voz [1].

La sefial de voz presenta un comportamiento no
estacionario [2, 3], por lo que se deben aplicar técnicas

la sefial en varios intervalos de tiempo, y definiendo
en estos intervalos un grafico tiempo-frecuencia. Al-
gunas técnicas utilizadas para esto son la STFT (Short
—Tiume Fourier Transform) y la Distribucion de Wig-
ner.

Las técnicas anteriores suponen que las sefiales
son estacionarias en un intervalo de tiempo defermina-
do. vy el analisis se realiza con una resolucion de tiem-
po-frecuencia fija, por lo que cualquier mejora de re-
solucién de cualquiera de ellos esta limitada por el
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mejor resolucion en dominio del tiempo, reduce la
informacion en el dominio de la frecuencia, y vicever-
sa.

Debido a que la transformada Wavelet [4-7]
pernute analizar la sefial en el tiempo y en la frecuen-
cia simultdneamente, y como el segmento de la sefial
de voz que se analizara es corto, enfonces se aplicara
esta transformada para analizar la voz y extraer para-
meftros que permiftan determinar s1 corresponde a una
voz sana o pertenece a un paciente con alguna patolo-
gia.

Se utilizo la transformada de wavelet db15, con
el mvel de descomposicion de 10, y se graficé y tabuld
la relacion sefial a muudo de sefiales de voces corres-
pondientes a muestras de una “A” sostenida, clasifica-
das como normales y patolégicas por un experto en el
area de procesamiento de voz, observandose en las
sefiales normales un mayor valor de la relacion sefial a
ruido promedio, mayor valor maximo y una menor
varianza.

2. METODOLOGIA
2.1 Transformada de wavelet

La transformada de Wavelet permite realizar un
analisis de multiple resolucion (MRA), lo cual analiza
la sefial con resolucion diferente a diferentes frecuen-
cias. Se disefia para producir alta resolucion en el
tiempo v baja resolucion en frecuencia para sefiales de
alta frecuencia, y baja resolucidn en el tiempo y alta
resolucion en frecuencia para sefiales de baja frecuen-
cia. En las ecuaciones 1 y 2 se indica la forma como se
obtiene la transformada de wavelet continua (CWT)
de una funcion f{t).

x
Cfescala, posicion )= [f(r).w(@smfa, posicion,t dr (1)

-

CWT (5,7)=—= | frr,a.w"TTm

J|5_| E (2)

Donde y es la funcion wavelet (llamada wavelet
madre), la cual se debe escalar (s) y desplazar (t) sobre
el eje del tiempo. El factor en el denominador (la raiz
cuadrada de s) es utilizado como un factor de normali-
zacion de la energia.

El parametro de escalamiento (s) permite com-
primir o expandir la funcién wavelet y y en la trans-
formada es utilizada en el denominador (v (t/s)). Este
parametro indica el grado de resolucion con que se
analiza la sefial. Un valor alto de este factor (|s| =1)
corresponde a una vista global de la sefial (expansion
de la wavelet) mientras que un factor de escala bajo
(Is| 1) corresponde a ver detalles de la sefial (se com-
prime la wavelet). El factor de posicion (f) permute
desplazar la funcién wavelet en el eje del tiempo(y (t-
t)), hasta el intervalo de tiempo que se encuentre defi-
nida la funcion f(t). El resultado que se obtiene cuando
se aplica la transformada de wavelet son los coeficien-
tes C(s, t) , que son funcion de la escala y la posicion
[4-7].

La wavelet utilizada en este proyecto es la Dau-
bechies 15 (db15), la cual no es sumétrica y es mostra-
da en la figura 1 [7.8].

D& B
n&p E

D4r

D2r {‘\ f

J

2t |IJ

N

D&

Figura 1. Funcion Wavelet dbl5.

2.2 Filtrado de la senial de voz

El analisis de las sefiales con la transformada de
wavelet es equivalente a un proceso de filtrado, donde
se realiza una division de los coeficientes, obtemiéndo-
se los coeficientes de aproximacion (A) y detalle (D).
La aproximacion son los valores altos de la escala,
correspondiente a las componentes de baja frecuencia
de la sefial, por lo tanto, esta asociada a la funcion de
escalamiento que se determina con un filtro pasa bajo.
Los detalles son los valores bajos de la escala corres-
pondientes a las componentes de alta frecuencia, y
esta asociada a la funcién wavelet que se determina
como un filtro pasa alto. En la Figura 2
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se muestra un esquema del proceso de filtrado, donde
la sefial a procesar es pasada por los filtros paso bajo y
pasa alto, los cuales son filtros complementarios y se
producen dos sefiales [5, 7, 9, 10].

| F. Paso Bajo |'| F. Paso Alto |=

v !

A D

Figura 2. Esquema del proceso de filtrado.

El proceso de filtrado o descomposicion se repi-
te, para descomponer la sefial en N niveles, cada nivel
con una resolucion mas baja. El nimero de veces que
es filtrada la sefial viene determinada por el nivel de
descomposicion. En la Figura 3 se muestra el arbol de
filtrado de wavelet con tres niveles.

$=Al+D1
$=A2+D2-D1

5= AMDI+DI-D1

Figura 3. Proceso de descomposicion con tres niveles.

Para reducir el ruido de la sefial de voz se im-
plemento un programa donde se eliminan las compo-
nentes de la sefial que estan por debajo de un determu-
nado umbral (THR), el cual es calculado segtn la teo-
ria de Donoho [11-13] mediante la expresion indicada
en la ecuacion 3.

THR =(+/2In(n))=s (3)

Donde:

n = longitud de la sefial a analizar

s = estimado del mvel de rmdo de la sefial, obtenido
con la ecuacion 4

. mediana( modulo(c))

A
0.6745 @

¢ = coeficientes de los detalles en el nivel uno.

El tipo de umbral a aplicar a la sefial para redu-
cir el nivel de ruido puede ser: duro (Hard) o suave
(Soft). Cuando se aplica el umbral duro, s1 el valor
absoluto del coeficiente es mayor que el umbral calcu-
lado, se mantiene el coeficiente, y en el caso contrario
se 1guala a cero. En la ecuacion 5 se muestra la expre-
sion utilizada para aplicar este tipo de umbral, donde
Cm(1,)) representan los coeficientes modificados.
Cuando se aplica el umbral suave, s1 el valor absoluto
del coeficiente es mayor que el umbral seleccionado
se modifica el coeficiente, restando el umbral a su va-
lor absoluto, en caso contrario se iguala el coeficiente
a cero. En la ecuacion 6 se muestra la expresion utili-
zada cuando se aplica este tipo de umbral. En la Figu-
ra 4 se muestra el resultado cuando no se modifican
los coeficientes, por lo tanto Cm(1)) es 1gual a C(1,j).
En las Figuras 5a y 5b se muestran los resultados de
las modificaciones de los coeficientes cuando se aplica
el umbral duro y el suave [10,12,14].

i [0 si |c@.p)|<thr
CD=1c6i) si |oa)|z o ®)
C‘m(f.j)=<[ 0 si |eG. )| < thr

| sen(C(L j))lC(.r'_ _;')—rhr| 51 |C(i,j)|2fhr

Para deternunar la relacion sefial a rudo (snr)
de la sefial se utilizo la ecuacion 7 [8].

-1 X
> (xn)y
snr =10%*log,, .HFU—f (7)
Z(x[nj — x(n)}

n=0

Donde:

x() = sefial filtrada

x(n) =sefial con nudo

snr =relacién sefial a ruido en decibeles
L =nimero de muestras de la sefial
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cmlj)

! 1 ci

— -1

Figura 4. Sefial onginal.

Umbral Duro Umbral Suave

Craflj)

cm(lj)

17 (
| -thr . |

Ciij)

-1 9 R E
) thr Cij) -
—H

a) b)
Figura 5. a) Umbral dure. b) Umbral suave.

3. RESULTADOS
3.1 Analisis de sefiales de voz sanas

En este experimento se analizaron doce sefiales
de voz correspondientes a una “A” sostenida, las cua-

les fueron clasificadas como normales por un experto
en el area de procesamiento de voz. Se utilizo para su
procesamiento la transformada de Wavelets dbl5 con
el nivel de descomposicion de 10. Los resultados de la
relacion sefial a ruido son mostrados en la Tabla 1, en
donde se especifican el valor promedio(rango entre
13,767 y 21.7 dB), la varianza, el valor minimo y el
valor maximo(entre 16.047 y 22.7 dB) para cada una
de las sefiales de voz. En la Figura 6 se muestra la re-
laci6n sefial-ruido de las cuatro primeras sefiales espe-
cificadas en la Tabla 1. En la Figura 7 se muestra des-
de la quinta a la octava sefial y en la Figura 8 las ulti-
mas cuafros seflales de voz sanas de la tabla 1.

3.2 Analisis de sefiales de voz patolagicas

En este experimento se analizaron doce sefiales
de voz correspondientes a una “A” sostenida clasifica-
das como patologicas por un experto en el area de pro-
cesamiento de voz. Se utilizo para su procesamiento la
transformada de Wavelet dbl5 con el nivel de des-
composicion de 10, con el valor de umbral de 0.1, para
todas las sefiales.

Los resultados de la relacion sefial a ruido son mostra-
dos en la Tabla 2, en donde se especifican el valor
promedio (entre 7,7065 y16,167 dB), la varianza, el
valor minimo y el valor maximo (entre 13,449 y
20,307 dB) para cada una de la sefial de voz. En la
Figura 9 se muestra la relacion sefial-ruido de las cua-

Tabla 1. Relacidn sefial a ruido de sefiales de voz normales con dbl3 nivel 10.

Sedal Valor Promedio Varianza Valor Minimo Valor Miximo
(dB) (dB) (dB)
1101-ah 13.767 0.68098 11.653 16.047
1102-6ah 17.289 0.70303 14.948 20,103
1104-5ah 16.368 0.35040 14.781 17.6.73
1106-6ah 17.375 1.45420 14644 20,317
1108-8ah 16.073 1.47190 13.081 17,950
1109-9ah 15.669 1.31650 13,220 18218
2101-6ah 18.063 1.17600 16.166 20474
2104-Tah 15.609 5.45250 10,293 19.610
2106-5ah 15.105 030896 13,778 16.484
2107ah 16.368 0.35040 14,781 17,670
2201-6ah 15.550 0.60234 13,731 17.030
2205-5ah 21,732 0.173720 20.691 22,718
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tro primeras sefiales especificadas en la Tabla 2. En la
Figura 10 se muestra la relacion sefial-ruido desde la
quinta a la octava sefial y en la Figura 11 las ultimas
cuatros sefiales de voz patologicas de la Tabla 2.

Comparando los valores de la relacion sefial a
ruido de las muestras de pacientes sanos con los que
presentan alguna patologia se observa que las voces
correspondientes a los pacientes sanos presentan ma-
yor magnitud de la relacion sefial-ruido tanto en el
promedio como en el maximo, menor valor de la va-
rianza y las formas de ondas presentan un comporta-
miento menos oscilatorio.

4. CONCLUSIONES

Se utilizaron sefiales de voz correspondientes a
una "A” sostenida, clasificadas como normales v pa-
tologicas por un experto en el area de procesamiento
de voz. Se aplicé la transformada de Wavelet dbl5 al
conjunto de muestras, se calculo y grafico la relacion
seflal a nudo, se tabularon los valores promedios, la
magnitud minima, la magnitud méxima y su varianza,
y se compararon los resultados obtenidos del procesa-
miento de estas muestras.

Comparando los resultados obtenidos para las
sefiales de voces clasificadas como normales y patolo-
gicos, se observo que el valor promedio y el valor
maximo de la relacion sefial a ruido es mayor en las

sefiales normales que en las patologicas. Asi mismo en
las muestras patologicas se presentan formas de ondas
con mas variaciones que en las muestras normales,
reflejando una varianza mayor.
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Tabla 2. Relacion sefial a ruido de sefiales de voz patologicas con dbl3 nivel 10.

Seiial Valor promedio Varianza Valor Minimo Valor Miximo
(dB) (dB) (dB)
2202-9ahBAD 14.0358 0.7434 11.7985 15.6239
2204-4ahBAD 15.1460 0.5010 13.7826 16.4072
2207-7ahBAD 144219 1.0368 12.1259 16.7991
2208-7ahBAD 13.1120 1.2635 10.1986 15.2145
3101-2ahBAD 76192 24094 39915 172424
3102-5ahBAD 13.5506 1.3549 9.7716 17.1036
3103-5ahBAD 14 8406 1.5596 11.1937 18.7190
3105-5ahBAD 14 4081 09822 11.5442 16.8624
3106-5ahBAD 95183 1.7436 39972 13.5593
3201-9ahBAD 14.7580 26394 1.0215 19.7743
3203-4ahBAD 9.8652 3.2357 0.5581 18.5604
3207-3ahBAD 12.6375 1.9363 8.6000 19.4750
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Transformada de ondiculas para analisis de estructuras
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Resumen.-

Este trabajo plantea un método de estimacion de dafios en estructuras mediante la separacion no lineal de sefiales,
basado en la transformada de ondiculas. Los resultados obtenidos son superiores en capacidad de estimacion de
dafios a los reportados en la literatura. El método propuesto, mediante un registro de la aceleracion del sistema v la
transformada de ondiculas permite estimar el instante v la amplitud de cualgquier falla estroctural.

Palabras clave: Transformada de ondicula, Analisis de estructuras, Minima longitud de descripeion

Wavelet transform for structures analysis

Abstract.-

This work plants a method of estimate of harmful in structure by no lineal signals separation, based in wavelet
transform. The obtained results are superior in capacity of harmfnl estimate for reported in the literature. By system
acceleration register and wavelet transform. the proposed method permits to estimate the instant and the amplitude

of any structural failing.

Keywords: Wavelet transform_ Structure analysis, Minimum description length

Recibide: noviembre 2010
Aceptado: enero 2011

1. Imtroduccion

Las medidas de vibracién en estructuras bajo de
ambiente o excitacion controlada abrié un modo
para evaluar danos al correlacionar cambios en los
parametros de sistema dindgmicos, frecuencias na-
turales. formas modales o fallas con dano. Muchos
métodos propuesto en la literatura estan basados
en la medida de frecuencias naturales o formas
modales (transformada de Fourier), esta asociado
al dano de reduccion local de la rigidez estructural
mientras que no siven completamente para el caso
de fallas. en el procedumento de identificacion

*Autor para correspondencia
Correos-e: jlnabbBhotmail. com(José L. Nazar),
cvegabuc. edu.ve (Cristébal E. Vega Gonzilez)

asi como en la correlacion de cambios en las
propiedades espectrales de la estructura con dano.
Existen numerosas aplicaciones de los métodos de
Fourier, sin embargo, presente algunas limitacio-
nes practicas en cuenta de la sensibilidad baja de
frecuencias naturales o formas modales para fallas
estructurales.

La transformada de ondicula ha demostrado
ser una herramienta util para el estudio, la com-
prension y separacion de senales, por lo cual
proponemos en este trabajo un método automatico
de separacion de la sefial en sus componentes:
aceleracion natural del sistema v aceleracion
por una pertubacion o falla local; mediante la
transformada de ondiculas v el principio de
minima descripcién dado por Rissanem [1].

1.I. Antecedentes

Para el diseio de estructuras resistentes a
terremotos es necesario el espectro de respues-
ta o la sene de tiempo de las deformaciones
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producidas. Debido a la falta de datos grabados
v lo aleatorio que los movimientos del suelo
durante un terremoto sean experimentados por
las estructura en el futuro. usualmente que es
dificil para obtener datos grabados que ajusten
a los requerimientos (tipo de sitio. distancia al
epicentro, etc ). Por lo tanto las ondas artificiales
sismicas son extensamente usadas en disenios
sismucos, verificacion de capacidad sismica v
avaluacion sismmca de estructuras. La transformada
de ondiculas como una herramienta poderosa en el
analisis tiempo—frecuencia—escala en los dliimos
anos, ha hecho posible estudiar el comportamuento
de no—estacionano de frecuencia mas conve-
nientemente. Ghodrati v Asadi presentan en su
trabajo [2] un método basado en paquetes wavelet
para estimar las variaciones de la aceleracion en
algunos terremotos Iranies.

En los dltimos afios ha existido un creciente
wmierés en desarrollar nuevas metodologias que
permutan la deteccién de dano en estructuras. La
mayoria de estos métodos estan basados en la
caracterizacion de la respuesta dinimica de las
estructuras, pero también existen metodologias ba-
sadas en su respuesta estitica. Una de las ventajas
de los métodos estaticos esti ensu facilidad de
realizacion v la posibilidad de reducir facilmente
el mimero de sensores necesarios gracias a la
repetitividad de los ensayos. Esto hace que puedan
resultar de interés en determinadas aplicaciones, y
complementar las ventajas que ofrecen a su vez los
métodos dinamicos.

Dentro de la deteccion de dano en estructuras, Ia
transformada de ondicula aparece como una herra-
mienta util para detectar variaciones en la misma.
En los ensayos estiticos, esta transformada puede
ser utilizada para analizar la deformada estitica de
la estructura y detectar posibles cambios produci-
dos por la presencia de un dano. Algaba ef al en su
trabajo [3] aplican la transformada de ondiculaala
respuesta estatica de una viga biapoyada obtenida
a partir de un modelo numérico de elementos
fimitos. La metodologia que implementan supone
la obtencién de la respuesta para una carga puntual
ubicada en distintas posiciones, donde anahzin
la superposicion de los resultados obtenidos a
partir de cada estado de carga. A partir de sus

resultados caracterizan el efecto de la presencia de
una grieta y analizan la capacidad del método para
la deteccion del dafio.

El trabajo de Masuda er al [4] concieme a la
aproximacion por ondiculas para monitorear la
salud estructural. en cual transformada de ondicula
fue usada como un detector para las singularidades
en las estructurales respuestas.

Hou y Hera [5] muestran la sencillez en algo-
ritmos v eficiencia en esfuerzo de la transformada
de ondicula para la estimacién de danos en
estructuras. Obtiene un valor minimo critico de la
relacion amplitud de la perturbacion a amplitud
de la aceleracion natural del sistema del 4% que
puede ser detectado por el estudio en el dominio
de las escalas.

Curadelli et al [6] presentan una esquema para
detectar dafios estructurales por medio de uso de
identificacion de coeficientes de una transformada
de ondicula; muestran que la transformada de
ondicula puede ser convenientemente empleada
en un procedimiento para identificar vibraciones
libres de la respuesta estructural.

2. Aislamiento de singularidades causadas
por cambios en el sistema

La Ecuacién de movimiento de un sistema base
exitado de un sélo grado de libertad. 1-dg. con
rigidez variable como el mostrado en la Figura 1
estd dada por la Ecuacién (1)

M0+ c-ex(0) + KOX(D) = -mirx(), (1)

donde x = x; — x.. m es lamasa y &{7) es la ngidez
que puede cambiar por danos estructurales

M=k +Apypoy,. Mp=ki—k  (2)

Todos los parimetros del sistema son desconoci-
dos.

De la Ecuacion (1), la aceleracién absoluta
esta deda por

d*

c&x(r) + K1)x(r)
ﬁl’a(!‘} = .

m

(3)

Cuando la exitacion es suficientements suave,
x € C*(R). Luego. de la Ecuacién (1), el cambio
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Ko

Figura 1: Sistema base exitado de un sdle grade de libertad
1-dg con nigidéz cambiante

abrupto de k. dado por (2), aparecera directamente
en %x,,(f} como una discontinuidad aislada Tue-
go, esta discontinuidad sera facilmente detectada
por la transformada de ondiculas aun cuando sea
muy pequefia en comparacion con el ampliud
media de la respuesta.

Otra dificultad surge cuando el sistema es
excitado por un proceso aleatorio, lo cual seria una
sifuacion mas realista. En este caso, la excitacion
no sera suave, asi que las dervadas de x en
en la Ecuacién (3) podria tener discontinuidades
en casi todo punto, por que las singulandades
en la excitacion son propagadas a través de el
sistema y afecta la respuesta. Por lo tanto, la
discontindad en la aceleracién en ¢ = £, no es
aislada, 1. e.. podrian ser otras singularidades a. e.
Por consiguiente, transformada de ondicula de 1a
aceleracion seria un comjunto de puntos agudos
a. e., asi que las picos originados por los cambios
de sistema podrian no ser diferenciados.

3. Transformada de Ondiculas

La transformada de ondicula esta bastante desa-
rrollada en la literatura, pero en el caso particular
de la descomposicion de senales podemos citar el
libro de Chui [7] v los trabajos de Vega [8] v [9].

3L

Consideremos la aceleracion del sistema ar
como una senal con dos componentes a; v ag, la
aceleracion natural del sistema v la aceleracion
motivada a la pertubacion k. Con a;,aqx v ar €
L2[0. 1]. de 1a cual han sido observados NV valores
regidos por la ecuacion

Eleccion de la descompasicién dptima

arty = ﬂt(ff} + a;(f;')_.f = 13 s *h': (4)

donde los nodos {t={(i—1)/N};, < [0,1]. en
los cuales fueron obtemdas las observaciones
de la senal. son equdistantes. El método de
descompocion no—lineal de la sefial estard basado
en los desarrollos de ondiculas.

Un problema asociado a los métodos de des-
compocion no lineal de senales basados en desa-
rrollos de ondiculas. consiste en la eleccion tanto
de la ondicula que genere la base como de un
cierto valor de umbral En la mayoria de las
metodologias propuestas, lo usual es fijar a prion
ambos elementos, teniendo en cuenta propiedades
matematicas conocidas de estos bajo determinadas
condiciones tednicas. En el método utilizado en
este trabajo esta basado en trabajo de Vega [9].
el cual estd fundamentado en el principio de
contraccion Garrote de Gao [10] v el principio de
minima descripcién de Rissanen [1].

4. Deteccion del dafio mediante la transfor-
mada de ondicula

El metodo propuesto fue desarrollado mediante
sinmlaciones.

4.1, Andlisis en simulaciones

La Ecuacion (1) fue sumulada por el método
de Monte—Carlo en Scilab. Durante un intervalo
de 5 seg con 100nodos por segundo. para el caso
en el cual no fue realizada minguna pertubacion,
es decir, la rigidez se mantiene constante, &y =
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Figura 2: Aceleracidn absoluta sin perturbacién
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Transformaca de Ondicula

Figura 3: Transformada de ondiculas de la sefial dada en la
Figura 2

k1 la aceleracion obtenida esta representada en la
Figura 2.

La transformada de ondicula ontemida de la
senial de la Figura 2 estd dada en la Figura 4.

La respuesta de aceleracion bajo una excitacion
local aleatonia activada a los 1.5 5 estd graficada en
la Figura 3.

Despues de aplicar la transformada de ondicula
a la senal dada en la Figura 3. fue aplicado el
mitodo propuesto para la separacion de los coe-
ficientes de ondiculas en T; + T Los coeficientes
T; obtemidos estin en la Figura 5.

Fueron  realizadas 500  réplicas  de
la simuvlacion para cada wvalor de A
(0,1,02,03,04,05,0,6,07,09 v 1% de
la amplitud sin perturbacion) v el resto de

[H .'*'I.L'll\r N [1 llwi'lf 'r M‘l.ﬁ W{ fl Ilfr \ﬂj} til ﬂ)-ll' |[ l || | ’M Ml | l||. J
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Figura 4: Aceleracidn abscluta con una perturvacién
aleatoria a los 1,55
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Figura 3: Coeficiente T; obtenidos por la separacién

los parametros de la Ecvacion(l) fueron
seleccionados aleatoriamente.

5. Resultados

En todos los casos en los cuales Ay = 0.5
los resultados obtenidos fueron similares a los
representados en las Figuras 2, 4, 3 v 5. en
los cuales fue posible identificar la perturbacién
v estimar el intante de tiempo en el cual fue
producida.

Para los valores pequefios de la pertubacion los
resultados estan dados en la Tabla 1. En esta tabla
observamos que el método propuesta dismunuye
radicalmente los falsos negativos reportados Hou
v Hera [5].
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Tabla 1: Porcentaje de perturbaciones identificadas, para
amplimdes de la pertubacién menores al valor critico.

A:]01 02 03 04
% [ 44 68 82 89

6. Conclusiones

Con este trabajo se logrd el desarrollo de un
método awtomatico. basado en la transformada
de ondiculas, para la separacion de la senal de
la aceleracion natural del sistema dindmico que
define una estructura de la sedial de la aceleracion
ocasionada por una falla en la estructura. Esta
separacion permite identificar fallas estructurales
en amplitud v tiempo de origen.
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Crnstobal E. Vega Gonzalez®
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Resumen.-

La contribucion de este trabajo es la creacién v el desarrollo de un procedimiento novedoso para la estimacion de sefiales, procedimiento
LDM-G. El procedimiento serd desarrollado con detalles v consistird en la implementacién de algoritmos para la estimacién de sefiales
mediante la transformada de ondicula, con el uso del principio de longitud de descripcion minima para la seleccion simultinea y automatica
de 1a base de ondicula v del valor del umbral. Por medio de simulaciones. el procedimiento implementado fue comparado con las técnicas de
uwmbral universal y SURE de Stein, donde la eficacia del procedimiento elaborado fue verificada mediante la estimacién del error cuadratico
medio.

Palabras clave: Ondiculas, estimacién de sefiales, principio de longitud de descripcién minima, técnica de contraccidn Garrote

An automatic method for wavelet basis election and threshold selection for signals
estimation

Abstract.-

The contribution of this work is the creation and development of a novel procedure for signals estimation. procedure LDM-G. The pro-
cedure will be developed with details and will consist of algorithms implementation for signals estimation via wavelet transform, applying
the minimum description length principle for simultaneous and automatic selection of wavelet base and threshold value. By means of simu-
lations, the implemented procedure was compared with techniques of universal threshold and Stein’s SURE, where the effectiveness of the

elaborated procedure was verified by means of the estimation of mean square error.

Kevwords: Wavelets, signals estimation. minimum description length principle, Garrote shrinkage technique

1. Introduccion

Las funciones ondiculas, también llamadas wavelet u on-
ditas, son funciones que satisfacen ciertos requerimientos
matematicos deseables v que se usan para descomponer y,
por tanto. representar a otras funciones. Diversos mvesti-
gadores han contribuido en el desarrollo de las ondiculas
tanto en los aspectos tedricos como en los practicos, en-
tre otros investigadores se encuentran Daubechies, Donoho,
Meller, Johnstone, Chwi v Silverman ([1] [2]. [3]. [4]. [3].
[6] v [7]). El analisis de ondicula fue iniciado independiente-
mente en diferentes areas del conocimiento cientifico en los
anos ochenta. aunque los mtercambios que se produjeron en-
tre estas areas. durante la ultima década del siglo XX fueron
conduciendo a la formalizacion de lo que hoy en dia se en-
tiende por analisis de ondicula.

La idea de expresar una sefial. o una funcién, como super-
posicion de funciones de una cierta base no es nueva, ha exis-
tido desde principios del siglo XIX. cuando Joseph Fourier
descubrid que. superponiendo en una suma funciones senos
v cosenos. podia representar funciones de una amplia clase.

*Autor para cotrespondencia
corres-g- cvegaluc. edu. ve

Esta suma de funciones trigonomeétricas suele ser denomina-
da desarrollo de Fourier de la funcidn en cuestidn v, como es
sabido, proporciona una descomposicion en componentes de
frecuencia de dicha funcion. Estas componentes de frecuen-
c1a recogen el aporte de cada frecuencia a la vanabilidad de
la funcién sobre todo su intervalo de definicion. Aunque la
teoria desarrollada por Fourier ha sido y sigue siendo apli-
cada con éxito a diversos problemas, el paso del tiempo hi-
Zo aparecer situaciones practicas en las que dicha teoria no
proporcionaba una solucién satisfactoria. La limitacion que
presenta ¢l desarrollo de Fourier de una funcidén viene dado
por el caracter global de dicha descomposicion. es decir, los
comportamientos locales de la funcion en estudio. como dis-
continuidades. variaciones repentinas en un pequenio subin-
tervalo, etc.. . .. no quedan reflejadas en las componentes ex-
traidas a traves de dicho desarrollo, reflejandose esto en la
practica. al obtener desarrollos muy poco parsimoniosos de
dichas funciones, es decir, con pocos elementos.

S1 el objetivo es estimar una sefial, bien sea por medio de
su transformada o cualquier otra técnica estadistica. Es de
esperar que la estimacion tenga la menor cantidad posible de
coeficientes. Los desarrollos con pocos coeficientes. llama-
dos en este contexto. desarrollos parsimomosos son 1deales
para la disminucion del orden de computo v de un menor
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gasto de memorna operativa. Como es sabido. s1la senal tiene
como caracteristica local a una discontinidad, esta discon-
tinuidad no esta reflejada en las principales frecuencias del
desarrollo de Fourier. Luego un desarrollo de Fourier que
refleje una caracteristica local sera largo. en algunos casos
abarcara todas las frecuencias posibles; por lo cual es llama-
do poco parsimonioso.

Para superar esta limitacion. en las ultimas décadas se
dedicd especial interés en buscar desarrollos de tipo Fourter
pero que permuitiesen recoger el comportamiento local de la
funcion. Algunos de estos mtentos consistieron en introducir
modificaciones en el desarrollo de Fourner clasico (p.e trans-
formada de Gabor) otros, como el analisis de ondicula, con-
sistieron en sustituir las funciones trigonométricas por otro
tipo de funciones (las funciones ondiculas). En el analisis de
ondicula para una funcion dada se obtiene una descomposi-
ci6n en componentes de frecuencias asociadas a subinterval-
os (contenidos en el intervalo de definicidén), con lo que cada
componente estara asociada a una frecuencia o escala y a un
indice de traslacion relative a dicho subintervalo.

Lo anteriormente expuesto justificaria va la idoneidad del
analisis de ondicula en el tratamiento con datos empiricos.
No obstante es necesario afadir a lo anterior el hecho de que
la eficiencia computacional de la transformada de ondicula
(TW) en el tratamiento de datos es superior al de la transfor-
mada de Fourier. Por estas razones, la utilizacion en estadisti-
ca del andlisis de ondicula ha sido muy extendida en estos
ultimos afios, dando lugar a nuevas metodologias que han
abierto el ambito de aplicacion que tenia el analisis de Fou-
rier clasico. En este sentido. la metodologia para abordar un
problema surgido en el ambito del analisis de datos tempo-
rales sera presentada. v un breve esbozo de esta metodologia
sera dada a continuacion.

En la mayoria de las ocasiones, las observaciones en la
practica de un cierto proceso que evoluciona en el tiem-
po pueden considerarse obtenidas como la superposicidn de
dos componentes. Una, la sefial que contiene la informacion
objetivo y la otra componente, el rudo. que tiene un efec-
to perturbador y, por tanto. interfiere en la interpretacion
directa de las observaciones. Matematicamente, se asume
que la primera componente es de naturaleza deterministica
v la segunda. de naturaleza aleatoria. El problema estadisti-
co que se plantea aqui es la estimacion de la primera com-
ponente mencionada anteriormente o, equivalentemente. la
eliminacion (o separacidon) del ruudo de las observaciones.
Entre los antecedentes de este tipo de problemas esta el tra-
bajo de Bos v Hoogendam que minimizan los efectos de rui-
do vy derivan la linea base en analisis de inyeccidn de flujo
mediante la TW [8], v Mao v colaboradores que exploran el
uso de la TW para analisis cuantitativo por espectroscopia
fotoactistica en estructuras de cloruro de polivinilo (PVC).
Asimismo. en estudios comparativos de técnicas de proce-
samiento de sefales para datos de sensores [9]. Ratton et al
muestran que las técnicas basadas en la TW generalmente
tiene la mejor ejecucion [10]. El trabajo de Jiménez et al.
muestra una aplicacion de la TW para la determinacidn de la

relacion senal nudo de la voz [11]. donde solo usan el umbral
Universal v la eleccidn de la base wavelet se hace de forma
empirica.

La herramienta novedosa en la metodologia propuesta en
este trabajo, es la utilizacién del Principio de Longitud de
Descripcion Mimma (LDM), conjuntamente con la contrac-
cion Garrote. A grandes rasgos. este principio es un criterio
de seleccion de modelos propuesto vy desarrollado por Rissa-
nen [12] consistente en seleccionar, para unos datos dados.
aquel modelo que proporcione una codificacién (binaria) de
la mformacién contemida en los datos con menor longitud
(mimero de biats). Dicho criterio fue micialmente utilizado
por Saito [13] en problemas de estimacion de sefiales me-
diante desarrollos de ondiculas, con objeto de resolver el
problema de la seleccion simultinea de dos de los elemen-
tos que definen el estimador de una sefial: el umbral v el tipo
de ondicula. Saito. en trabajo uso la técnica de contraccidn
Dura, que como ha sido probado por Donoho y Johnstone [5]
v [14] no refleja bien los extremos agudos en las sefiales. La
propuesta innovadora es utilizar el principio LDM conjunta-
mente con la técnica de contraccion Garrote de Gao [15].

2. [Estimacion no-lineal de senales mediante analisis de
ondicula

Una situacion comin en multitud de disciplinas cientifi-
cas es el estudio de una magnitud a lo largo del tiempo.
Matematicamente, dicha magnitud viene representada por el
concepto de funcion o sefial; término éste que es mas usu-
al en ambientes de ingenieria. En algunos casos, el estudio
de una senal se ha de llevar a cabo de manera empirica a
través de la experimentacion. Desafortunadamente. el estu-
dio empirico de una sefial hace que ésta sea mmposible de
conocer en todo el intervalo de definicién vy, por tanto. que
tan solo se disponga de una cantidad finita de observaciones,
en ocasiones, ignalmente espaciadas. Asimismo. las obser-
vaciones de la sefial estaran alteradas por algin tipo de per-
turbacion aleatoria, la cual serd inherente al propio procedi-
miento de observacion de la sefial. El problema estadistico
que abordaremos consistira en la estimacion de la sefial a
partir de un conjunto finito de observaciones.

Dada una senal 5 : [0, 1] — R, con s € L2[0, 1]. de la cual
se han observado N valores regidos por la ecuacidn

yi=s(t)+e,i=1,....N, @

donde los nodos {f= (i— 1) /N}; < [0,1]. en los cuales se
han obtenido las observaciones de la senal. son equudis-
tantes v {&;}; son variables aleatorias (vv.aa.) independientes
e idénticamente distribuidas (11d), con E[g;] = 0y Varlg;] =
2. Enla Ecuacién (1), cada v.a. y; representa el valor obser-
vado de la sefial en f; v cada v.a. &; modeliza la componente
perturbadora inherente al procedimiento de observacion de
la sefial. El objetivo sera estimar 5(f) en cualquier ¢ € [0.1]
v, sobre todo. estimar los valores de s en los nodos de obser-
vacion f;. en ambos casos, a partir de la sefial empirica y;. El
meétodo de estimacion no—lineal de la sefial estara basado en
los desarrollos de ondiculas.
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Un problema asociado a los métodos de estimacion no
lineal de senales basados en desarrollos de ondiculas, con-
siste en la eleccion tanto de la ondicula que genere la base
como de un cierto valor de umbral. En la mavyoria de las
metodologias propuestas. lo usual es fijar a priori ambos el-
ementos, teniendo en cuenta propiedades matematicas cono-
cidas de estos bajo determunadas condiciones tedricas. En
el método desarrollado en este trabajo. el uso del principio
de Longitud de Descrpcion Minima (LDM, MDL en inglés)
permitira incorporar dicha seleccién en el propio procedi-
miento de estimacion. El Principio LDM define un crite-
rio que, bajo condiciones débiles, permite una seleccién si-
multanea tanto del umbral como de la ondicula. La meta de
este trabajo es presentar la elaboracion de un procedimiento
de estimacion no—lineal basado en el principio de LDM y en
la técnica de contraccion Garrote disefiada por Gao [12]. Este
procedimiento, sera denotado LDM—G v tiene la finalidad
de eliminar mudo en forma eficiente y automatica. Ademas,
el procedimiento propuesto sera comparado con el procedi-
miento de Stein [16], en el caso de datos simulados.

3. Metodologia de estimacion de senales mediante
ondicula

Dentro de la familia de métodos no—lineales de estimacion
de una sefal, en los trabajos de Donoho y Johnstone [5]
v [14] se introdujeron los métodos basados en analisis de
ondicula. En concreto, estos métodos de estimacion estan
basados en los posibles desarrollos de ondiculas de la sefial
teorica en estudio. Entre los hechos que han motivado el
uso de ondiculas para estimar sefiales pueden senalarse. por
ejemplo, el que un amplio espacio de senales admiten desa-
rrollos de ondiculas parsimoniosos ¥ la alta eficiencia com-
putacional en el tratamiento de datos proporcionada por la
transformada ondicula discreta (TWD).

El procedimiento de estimacion esta descrito de forma re-
sumida en el siguiente algoritmo.

Algoritmo 1 (Esquema del procedimiento general de esti-
mac1on ondicula de una senal)

Entrada: Sedal empinica y = (v1....3w).

Salida: Estimacién de la sefial 57

Paso 1 Aplicar TWD al vector y, para determinar d.

La TWD W _ para una base seleccionada es aplicada a la
sefial y. W(y) de esta forma obtenemos los coeficientes
ondicula d. La base ondicula es escogida de acuerdo a
varios factores que incluyen el costo computacional y
la capacidad de comprimir la energia L, de la sefial en
pocos coeficientes muy grandes. Si una base ondicula
apropiada es escogida. una contraccion remueve el rui-
do sin eliminar la senal. Asi la eleccion de la base es
importante en el procedimiento general de estimacion
de senales. W(y) = d.

Paso 2 Aplicar la transformacion de confraccion da para
obtener dT.
La transformacion de confraccion T extrae los coefi-
cientes que realmente contienen la informacién acerca

de la senal desconocida 5 v desecha los otros. La idea
es que la senal verdadera tiene una expansion ondicula
parsimoniosa. Al decidir cuales coeficientes son los que
pertenecen a la expansion, estos pueden ser estimados
y desechados los otros. Como un resultado. la transfor-
macion de contraccion usada y la seleccion del umbral
son cruciales para el procedimiento. 7(d) = d”.

Paso 3 Rggonsnwir?_{;sando la inversa de la TWD aplica-
da ad”. InvI W (d7) ="

En resumen. el procedimiento general de estimacion no lin-
eal de la senial 5. en la Ec. (1) depende de la seleccidon de tres
factores:

1. La ondicula que genera la base.

2. El tipo de contraccion 7.
3. El umbral que determine a 7.

4. Seleccion de la hase

La seleccidn de la base de ondicula que se acople a los
datos desempena un papel dominante en el procedimiento.
Ademas. hay una libreria muy grande de bases de ondicula
(viz, ondicula de Harr. ondicula de shannon presentada por
Lemarn'e v Meyer [17]. las ondiculas de Daubechies [18].
cotflet v symmlets de Beylkin, Coifman v Rokhlin [19]). El
problema de la seleccién de la base de ondicula mas apropia-
da para la descripcidn de la sefial esta motivado por la varie-
dad de bases de ondiculas disponible. Un método clasico de
eleccion de la base es ejecutar una busqueda exhaustiva en un
sistema de secuencias de los filtros ¥ seleccionar la ondicula
con coste minimo. La ondicula que represente a la sefial en
el modo mas parsimonioso es la llamada ondicula de coste
minimo. Pero este método es costoso a tiempo y memoria de
computo. De todos los métodos de compresion de sefiales,
solamente el principio LDM puede elegir automaticaments
la base apropiada de ondicula. con un costo minimo. Una
explicacion detallada de las diversa bases ondiculas esta en
el trabajo de Vega [20].

5. Transformaciones de contraccion

A contmuacion seran presentados los tipos de transfor-
maciones de contraccion mas utilizadas en la estimacion
wavelet no—lineal de una senal El denominador comin a
todas ellas es que, al margen de su forma matematica gue
aqui expondremos, todas vienen deternmnadas por un valor
de umbral.

Doncho y otros autores proponen dos tipos diferentes de
transformaciones de contraccion. a saber. dura y suave (ver
por ejemplo [3] v [14]). Por otro lado, Gao desarrolla el tipo
denominado contraccion Garrote [15].
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3.1. Contraccion Dura

Una contraccion Dura es una transformacion que persigue
anular todos los coeficientes ondicula que estan bajo un cier-
to umbral A > 0 dado. La contraccién Dura que depende de
A sera denotada por T? . Asi es la transformacion dada por

P = d-Ngey (ldl— )., VdeR @

donde N4 es la funcion caracteristica de un conjunto A.

3.2. Contraccion Suave

Una contraccion Suave reduce linealmente el valor de los
coeficientes ondicula superiores a un cierto umbral A > 0 ¥
anula los restantes. La contraccidn Suave que depende de A
sera denotada por T‘Sr Luego Tj(d) B — E es la transfor-
mac1on definida por

5 = sign@ (dl - D),, VdeR. ®
donde
signca'>={ LB IR . = max ).

5.3. Contraccion Garrote
La contraccién Garrote, para el umbral 4 > 0 fijado,
Tﬁ'({?’j : . — E vendria dada por

G ()
75 :d(l—(;} )-N(g_m)(ld"]—,f), vd € B. )

El costo operacional de las contracciones dadas en las
Ecs. (2).(3) ¥ (4) es O(N).

Mediante estudios de simulacion, Donoho v Johnstone [3]
v [3] concluyen que una contraccion Dura introduce discon-
tinuidades y muchas oscilaciones en la sefial estimada, pero
presenta menor error cuadratico medio (EMC) que una con-
traccion Suave. Mientras que una contraccion Suave tiende a
generar sefiales estimadas mas regulares, a costa de un may-
or ECM. En las aplicaciones, la contraccion dura general-
mente reproduce mejor las alturas de los picos v las discon-
tinuidades. pero a expensas de la snavidad visual.

Por su parte, la contraccion garrote elimina los coefi-
cientes pequenos v reduce los coeficientes grandes mediante
una funcién no—lineal El objetivo esta contraccion es repro-
ducir lo mejor posible los picos v las discontinmdades sin
sacrificar la regularidad de la sefial estimada. Gao [13] prue-
ba que la estimac16n proporcionada con la contraccion Gar-
rote presenta la misma tasa de convergencia asintotica que
las estimaciones con contracciones Suave v Dura, respecti-
vamente. Gao realizd pruebas con simulaciones de muestras
finitas, en las que la contraccidn garrote generalmente pro-
porciond un ECM menor que la confracciéon suave y una
menor sensibilidad a perturbaciones pequenas en los datos
que la contraccion dura.

Motivados por los resultados de Gao [15]. este trabajo pro-
pone utilizar la contraccién Garrote conjuntamente con el
principio LDM como procedimiento para la estimacion de
sefiales v la comparacion con los otros procedimientos de
estimacién de sefiales mediante simulaciones.

6. Seleccion del umbral

Como ya se ha comentado antes. la seleccion del valor
de umbral A > 0, que determine la contraccion, es nna fase
decisiva en la estimacion ondicula no—lineal de una sefial.
Por ejemplo, =1 el umbral es demasiado pequefio, entonces
la sefial estimada incluiria el ruido como parte de ella, en
este caso se dice que la sefal estimada tenderd a estar so-
bre — ajustada a los datos expenimentales. S1 el umbral es de-
masiado grande. la sefial estimada no mcluria caracteristicas
propias de la sefial origmal, lo cual se define como senal es-
timada estara sub — ajustada a los datos experimentales. Por
todo ello, en la presente seccion abordaremos el problema de
la seleccién de un valor 6ptimo de umbral.

6.1.  Umbral Universal

Cuando se aplica una contraccion a los coeficientes
ondicula, el valor del umbral elegido, para el Paso 2 del pro-
cedimiento general de estimacion, deberia depender de la
varianza del rudo. Por esta razon. Donoho propone como
valor de umbral lo que dicho autor denomina como umbral
universal [3]. Para un vector N—dimensional el umbral uni-
versal A” viene dado por

AY =g \2logN @)

donde o, es una estimacién de la desviacién tipica del mu-
do, Donoho v otros proponen una estimacion robusta de
desviacién tipica del ruido, o, [4] v [3]. basada en los coe-
ficientes ondicula estimados de mayor resolucién v definida
por

median < ‘EJ_M‘ }k:&....}"l—l
0,6745

e =

6.2. Umbral SURE

Donoho v Johnstone proponen utilizar el método SURE
(Stein Unbiased Risk Estimation) para el problema de la se-
lecci6n de umbral [5]. El método propuesto esta basado en la
estimacion insesgada del riesgo /; formulada por Stein [16].
Este es un algoritmo O(N log N). Una explicacién detallada
del método SURE puede encontrarse en Antomiadis [21].

En el caso de mterés, dado por el procedinien-
to general de estimacidn ondicula de uvna senal d =

((djj;)i:&m}r_l_l }jzl,....f las estimaciones insesgadas de ries-
go /> estan dadas por
SURE(, 1) = So?

con S dado por

) -#{o. B |l < x}] ©

Feevista Ingenteria UC

98



36 C. Vega /RevistaIngenieria UC , Vol 16, No. 1, abml 2009, 32-39

para la contraccién Duro,

S = |2+ 3 fmin{lg] )
32 '
2. #[U‘,k) s < A” (7

para la contraccion Suave,

2

S = 2j+ Z [‘Ejk)-
E

—2-#{(;;&) . ‘Eg-‘,,‘q}

¢ 1
+(4t - 2) Z —
e ()
para la contraccion Garrote. Con la notacion usual, #4 es el

cardinal de un conjunto A. El umbral SURE queda definido
por

@)

A5 = arg | min SURE(E,A)}. ©

O<mz A

Los detalles de la deduccidn de las Ecs. (6), (7). (8) v (9)
estan en el trabajo de Vega [20].

6.3,  Umbral LDM

Rissanen definid el principio de Longitud de Descripeion
Minima (LDM) como un criterio de seleccion optima de
modelos para un conjunto de datos dados [12]. La idea del
principio LDM consiste en seleccionar aquel modelo, den-
tro de un conjunto de modelos (entre los que se supone que
se encuentra el verdadero modelo de los datos), que pro-
porcione una descripcion lo mas corta posible de los datos.
Matematicamente, la longitud de la descripcion de los datos
proporcionada por un modelo viene cuantificada a través de
lo que se conoce con el nombre de funcidn de longitud de
descripcion. LD, la cual estara definida mas adelante. De es-
ta forma. la aplicacion del principio LDM consiste en mini-
mizar LD dentro del conjunto de modelos considerado. sien-
do el modelo elegido aquel en el que el valor de LD es mimi-
mo.

Para la aplicacion del principio LDM, 1nicialmente se fi-
jaran un tipo de contraccién T (Dura, Suave o Garrote) v un
conjunto de ondiculas indexadas a través del conjunto de
indices M. de forma que cada ondicula de dicho conjunto
sera designada a traves de su correspondiente indice m € M.

Dada la sefial “v~ de valores observados de la Ec. (1) de
Seccion 2 para una sefial s que se desea estimar. Fyada vna
ondiculam € M, sea

A = Wy

el vector de coeficientes estimados mediante la TWD para la
ondicula m. donde estamos denotando con Wiy a la matriz
asociada a la TWD para la ondicula mr.

Dados una ondicula m € M v un umbral A > 0, se define
I(,g‘m,y) = #{%? : ‘:;?;} > A}

donde {%’?] son los coeficientes ondicula del vector d.
Notese que [ € {0, 1,... ,N;l. siendo N; el nimero de coefi-
cientes ondicula no nulos de d®), ya que, como puede com-
probarse. Ny = ligmy es el valor maximo que puede alcanzar
I. A suvez, esto significa ademas que Ny = Ny(m.y) depende
de la ondicula m v de la senal empirica v, con 0 = Nd < N.

Para una ondicula m y un umbral A el vector de coefi-
cientes estimados después de la contraccion 1. ﬂ-:,:(m);‘}_), es-
tara definido por

(a).

dg;m_y) =T
Tentendo en cuenta la defimcion de [jimy). el vector ten-
dra solo / coordenadas ondiculas no nulas.

Puesto que 1 determina el valor de [ ,, . para una ondicu-
la m fijada, también es facil probar que el umbral A podria ser
obtenido a partir de /. Al denotar por 5™ al vector los valores
absolutos de los coeficientes ondicula no—nulos ordenados en
forma decreciente. resulta que Agmy) = :1_

Con el objeto de no complicar la exposicion. a partir de
ahora no aparecera de manera explicita la dependencia de la
sefial empirica v’ en la notacién de los valores Nd. lpim ¥
Agm)-

A continnacion, fijados una ondicula m v un nivel de um-
bral 7 € [0, ....Nd}. sera analizada la distancia cuadratica

~ — 2
”d(’") - (l]f"'ujr para cada uno de los tipos de contraccién es-

tudiados. siendo en todos los casos el estimador no—lineal de
los coeficientes de la forma sigmente:

{lg'")T = Ty ‘(l('”)}.
De donde se deduce que

[ —ar

Na 7
5

l-:':%-l ( ! }
S () 1oy
i=l+1 .
Na 2 1 (gmy?
5 55»1) +3 [5.':‘1)]
i=E1 i=1 (&™)

para las contracciones Dura, Suave y Garrote respectiva-
mente.

Segmdamente. una funcidon que cuantifique la energia
residual existente entre la estimacion lineal v la estimacion
no—lineal de la sefial sera definida, para un tipo de contrac-
c16mn fijado a priori. Esta funcién sera denominada funcion de
energia residual v vendra dada por

fer(l.m.y) = Nlog (|5 —5])).
¥me M1 {0,1,...,Ny),
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donde s™ = W, d™ v = W[, d™" definen las es-
timaciones lineal v no—lineal de la senal, respectivamente,
obtenidas a partir de la sefial empirica v.

Como puede comprobarse, la funcion que caracteniza la
energia residual adopta las siguientes formas de la Ec. (10)
para las contracciones Dura. Suave v Garrote respectiva-
mente

fer’ (I,m.v) =

. Noo 2!
$iog( X (7))
:':{[1—1 !
. B} i)\ 2 )\ 2
$iog| 3 (67 1)) ao
. Ny 2 1 [é{maf
N m) i+
T log (:':%1 fﬁf ’] i =1 [6.:”'; ]')

En general. para una ondicula dada m. podemos afirmar que
fer( A, m. v) es una funciéon no creciente en A.

Segmidamente. sera definoda una funcidn de penalizacion
del nimero de coeficientes ondiculas no—nulos del estimador
ﬁ}’")r, dado por /. Consideraremos la funcidn de penalizacién
propuesta por Saito [13] y dada por

3logN
2

fp(h =1

Finalmente, la funcidn de longitud de descripcidn po-
dra ser definida mediante

LD(l.im.y) = fp(D) + fer(l.m. y).

La aplicacion del principio LDM consiste en la seleccion
oOptima de la ondicula m™ € M y del nivel de umbral /*. a los
que nos referiremos con (/*,m™) = LDM(y, M), de manera
que

LDM(. M) = min LD(.m.) (1

El valor de umbral éptimo para el criterio LDM sera el
asociado a [* con la ondicula m™.

Obsérvese que el método LDM, dado porla Ec (11) es el
tnico que no solamente selecciona un valor de umbral, sino
también una ondicula. Ademas. este método no requiere una
estimacion previa del nivel de muido. como ocurre en el resto
de los métodos de seleccion de umbral expuestos. Téngase
en cuenta que los conjuntos de indices en los que varia LD
son finitos, para la sefial empirica y fijada. Esto significa que,
desde un punto de vista computacional. la eficiencia del cri-
terio LDM es como maximo O(N x #M).

Procedimiento LDM-G

El método propuesto es este trabajo es un procedimien-
to basado en la combinacién del principio LDM. dado en la
Ec. (11). de la Seccion 6 para la seleccion automatica de la
ondicula m v del valor de umbral A con la transformacion de
contraccion Garrote, dado en la Ec. (4) de la Seccion 5 de
este trabajo. El procedimuento sera denotado por LDM-G v

es el aporte novedoso a la solucion del problema, con espe-
cial interés en la estimacion de sefiales. Por lo establecido en
las Secciones 5 v 6 de este trabajo, el coste computacional
del procedimiento plantado es a lo sumo de O(N x log #M).

El objetrvo del resto del trabajo es analizar el procedimien-
to LDM—G. con la finalidad de validarlo estadisticamente.
Este procedimiento LDM—G sera comparado con otros pro-
cedimientos de estimacién mediante su aplicacion a datos
simulados. En el estudio comparativo del procedimiento de
estimacién LDM—G fueron considerados los tres tipos de
contracciones (Dura, Suave y Garrote) combinadas con el
meétodos de seleccion de umbral v el principio LDM. Asi. en
este trabajo fueron examinados los siguientes procedimien-
tos de estimacion no—limeal de sefales: LDM-D. LDM-5.
LDM-G

Los procedimientos LDM-D v LDM-S han sido va anali-
zados en Saito [13], quien en su trabajo no considero a la
transformacidon de contraccion Garrote. Este trabajo esta cen-
trado en la propuesta v en el analisis del procedmmiento
LDM-G. para la estimacion de sefiales via ondiculas. El pro-
cedimiento propuesto es consistente con la teoria de Rissa-
nen [12], porque es un método de estimacidén donde la longi-
tud de descripcidn del modelo estimado depende de la canti-
dad de parametros a estimar y del error de la estimacion.

Adicionalmente, los procedimientos desarrollados han si-
do comparados con el procedimiento SUREShrink para la
seleccion del umbral v la técnica exhaustiva que presentan
Doncho v Johnstone [3] al aplicar SURE para la seleccion
de la base. que va esta implementado en los programas es-
tadisticos especializados.

8. Estudio en simulaciones

Se considerd un conjunto C = {51, 57, 53. 54. 55} de sefiales
simuladas que presentan discontinmdades. picos vy compor-
tamiento variable en el dommio de frecuencias. Se evaluaron
cadauna de estas sefiales sobre 256 nodos (o muestras) 1gual-
mente espaciados del intervalo [0, 1], dando asi lugar a las
sefiales discretas.
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Figura 1: Una realizacién de una réplica con ruide de la sefial 51
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Figura 2: Una realizacion de wna réplica con muido de la sefial 52
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Figura 5: Una realizacion de una réplica con mido de la sefial 55

La relacion senal-nudo (S/R) viene dada por el cociente
de la estimacion de la desviacién de la sefial o, entre la esti-
macién de la desviacion del mudo o, de estos valores. asi

S/R=Z

Tg

A cada una de las sefiales del conjunto ' se le generaron 300
ré plicas por la adicion de rmdo blanco, en forma tal que la
relacion sefial mudo fuese 5. a las cuales se les aplico el pro-
cedimiento arriba descrito para tratar de estimar la sefial. Un
ejemplo de una de las replicas de cada sefial estan represen-
tadas en la Figuras 1.2. 3.4y 5.

Tabla 1: Promedio de los ECM entre las sefiales simuladas v de sus esti-
maciones para cada uno de los procedimientos de estimacion considerados.

Serial

procedmmento 51 52 53 54 I3

HMinguno 0033 00338 a4l Q054D 00338
SURE 00361 00277 00347 00461 00335
Unrversal Exhaustiva | 00362 00334 0033% 00339 00337
LDM-G 00124 00268 00312 00168 00205
LDM-D 00131 00272 00311 00208 0.0303
LDM-5 00295  0041% 00456 00261 00307

Los resultados obtenidos de la estimacion del error
cuadratico medio (ECM) de las sefiales simuladas v sus esti-
maciones estan resumidos en la Tabla 1. Donde puede obser-
varse que los procedimientos que usan el principio LDM dan
menor ECM que los procedimientos estandar SURE v Uni-
versal Exhaustiva. El procedimiento LDM—G da menor ECM
que los procedimientos LDM-D v LDM-S. con la salvedad
de la senal s;. que por ser una onda cuadrada, ver Figura 1.
el procedimiento LDM-D genera mejores resultados. En el
caso de las sefales 5y y 53 con picos agudos, Figuras 2 v 3, el
procedimiento LDM-S tiende a sobre regular la sefial, lo que
se produce la desaparicion en las estimaciones de los valores
extremos de la senal oniginal. v genera asi un incremento sig-
mficativo del valor de ECM.

9. Conclusiones

De los resultados obtenidos puden extraerse las siguientes
conclusiones:

1. Los procedimientos que permiten elegir tanto el umbral
como la base ondicula por el principio de LDM (LDM-
G, LDM-D v LDM-S) proporcionan, en general, una
sefial estimada de mayor precision en todos los casos,
que los procedimientos SURE v Universal Exhaustiva.

2. En la mayoria de los casos. la contraccion garrote pre-
senta un menor ECM que las contracciones dura vy
suave.

3. El método LDM—G propuesto permite una estimacion
eficaz de las sefiales usuales de los procesos estocasti-
cos obtenidos en los laboratorios de Ingemieria. Es un
método tedricamente de bajo costo computacional v que
para la seleccion tanto del valor del umbral como de la
base ondicula no necesita la estimacion de la desviacion
tipica del ruido de la senal.

4. En esta trabajo ha sido propuesto y desarrollado un pro-
cedimiento automatico para la eleccion de la base de
ondicula v la eleccién del umbral en la estimacion de
sefiales mediante la contraccién Garrote, procedimien-
to LDM—G. Mediante la revisidn tedrica fue verificada
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la importancia de los aspectos a considerar en la esti-
macién de sefiales mediante ondiculas, fueron imple-
mentados los diversos procedimientos de estumaciones
de senales por el principio LDM, donde se determind el
orden de computo tedrico de los procedimientos. Me-
diante simulaciones se comprobd que el procedimien-
to propuesto e implementado. LDM—G, mejord los re-
sultados obtenido con los otros procedimientos preexis-
tentes.
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APENDICE D

Rutinas implementadas en SCILAB para el calculo de la potencia eléctrica utilizando
transformada wavelet.
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Programa Principal “potenciawavelet.sce”

clear
clc
clf()

//Cargando la libreria de Funciones Wavelet
getf('FuncionesWavelet.sci')

//Obteniendo la direccidn de los archivos de datos de tension y corriente
/llos archivos de datos *.txt deben tener los datos en columnas
direccion=xgetfile();

[datos p]=fscanfMat(direccion);

t=datos(:,1);

vt=datos(:,2);

it=datos(:,3);

t=t";vt=vt';it=it’;

N=floor( log( length(t) )/log(2) );

/lInterfaz que solicita el sistema Daubechie a utilizar y el nivel de

//descomposicién deseado.

labels=["Sistema Daubechie";"Nivel"];

[ok,daub,nivel]=getvalue("Indique Sistema Daubechie y Nivel de Descomposicién”,...
labels, list("vec",1,"vec",1),["1";"1"]);

if nivel>N then

nivel=N;

disp('Ud exedio el maximo nivel de descomposicion’)

disp(‘'por lo tanto se utiliz6 nivel=")

disp(N)

disp(‘que es el maximo nivel de descomposicion para esta data’)
end

if daub>8 then
daub=8;
disp('Ud exedio6 el maximo sistema Daubechie programado’)
disp(‘por lo tanto se utilizé6 Daubechie8")

end

/\VVector wavelet de la sefial de tension
[Vw,L]=descomposicion(vt,daub,nivel);
Vrms=sqrt( sum( Vw.*Vw )/(2"N) )

//Vector wavelet de la sefial de corriente
[Iw,L]=descomposicion(it,daub,nivel);
Irms=sqrt( sum( Iw.*Iw )/(2"N) )
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//Potencia activa
P=(1/(2"N))*sum(Vw.*1w)
//Transformada de Hilbert. Utilizada para obtener un voltaje en cuadratura
x=fft(vt);
n=length(vt);
h=zeros(1,n);
h(1)=1;h(n/2+1)=1;
for k=2:n/2

h(k)=2;
end;
H=x.*h;
X=ifft(H);
xh=X(1:n);

vt90=imag(xh);
[Vw90,L]=descomposicion(vt90,daub,nivel);
Q=(1/(2"N))*sum(Vw90.*Iw), S=Vrms*Irms, Fp=P/S

plot(t,vt,'k',t,it,'b",t,vt90,'q")
legends(['v(t)";'i(t)";'vt90(t)'],[1,2 3],0pt="ur")
xtitle(",' Tiempo', Amplitudes’)

\ Libreria de Funciones Wavelet en SCILAB, “FuncionesWavelet.sci” \

Para este fin, se utiliz6 una libreria de funciones wavelet en MATLAB publicada
por Faundez P. y Fuentes A. en su tesis “Procesamiento Digital de sefiales acusticas

utilizando wavelets”. Dicha Libreria fue la base para completar la construccion de la
libreria de FUNCIONES WAVELET EN SCILAB.

//[Funcion que elimina todos los elementos de indice impar
/Ipertenecientes al vector X. La longitud de X disminuye
/la la mitad o a la mitad menos 1/2, dependiendo si la
/llongitud original es par o impar.

function a=submuestrear(x)

[Ihs,rhs]=argn(0)

if (rhs == 0)
error('No has ingresado la sefial de entrada’);
end

[fila columna]=size(x);
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if fila > columna
x=X'
end
L=length(x);
a=x(:,2:2:L);
endfunction

//[Funcion que inserta ceros entre los elementos del
/Ivector X, aumentando la longitud del vector al
//doble maés uno.

function y=supermuestrear(x)

[Ihs,rhs]=argn(0)

if (rhs == 0)
error('No has ingresado la sefial de entrada’);
end

[fila columna]=size(x);
if fila > columna
X=X
end

L=2*length(x)+1;
y=zeros(1,L);
y(2:2:L)=x;
endfunction

//Funcidn que realiza el primer nivel de descomposicion
//de una sefial utilizando el sistema Wavelet Daubechies.
IISINTAXIS: [ca cd]=analisis(X,M), donde X es la sefial
//de entrada y M es un entero positivo que especifica el
/lsistema Daubechies utilizado.
/IM puede tomar los siguientes valores: 1, 2, 3,4,5,6,7, 8
function [c,d]=analisis(x,m)
[Ihs,rhs]=argn(0)

if (rhs ==0)

error('No has ingresado completamente los datos para el analisis');
end

[fila columna]=size(x);
if fila>1
X=X,
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end

select m
case 1 then
//Sistema Daubechies 1
filtro_escala = [1./sqrt(2) 1./sqrt(2)]; //Filtro Pasabajo de Descomposicion
filtro_wavelet= [-1./sqrt(2) 1./sqrt(2)]; //Filtro Pasaalto de Descomposicion

case 2 then
//Sistema Daubechies 2
filtro_escala = [(1-sqrt(3))/(4*sqrt(2)) (3-sqrt(3))/(4*sqrt(2))...
.. ( 3+sqrt(3))/(4*sqrt(2)) (1+sqrt(3))/(4*sqrt(2))];
filtro_wavelet =[-(1+sqrt(3))/(4*sqrt(2)) (3+sqrt(3))/(4*sqrt(2)) -...
...(3-sqrt(3))/(4*sqrt(2)) (1-sqrt(3))/(4*sart(2))];

case 3 then

/ISistema Daubechies 3

filtro_escala=[0.0352 -0.0854 -0.1350 0.4599 0.8069 0.3327];
filtro_wavelet=[-0.3327 0.8069 -0.4599 -0.1350 0.0854 0.0352];

case 4 then
//Sistema Daubechies 4
filtro_escala = [-0.0106 0.0329 0.0308 -0.1870 -0.0280 0.6309...
...0.7148 0.2304];
filtro_wavelet=[-0.2304 0.7148 -0.6309 -0.0280 0.1870 0.0308...
...-0.0329 -0.0106];

case 5 then
//Sistema Daubechies 5
filtro_escala =[0.0033 -0.0126 -0.0062 0.0776 -0.0322 -0.2423...
...0.1384 0.7243 0.6038 0.1601];
filtro_wavelet=[-0.1601 0.6038 -0.7243 0.1384 0.2423 -0.0322...
...-0.0776 -0.0062 0.0126 0.0033];

case 6 then

//Sistema Daubechies 6

filtro_escala = [-0.0011 0.0048 0.0006 -0.0316 0.0275 0.0975...
...-0.1298 -0.2263 0.3153 0.7511 0.4946 0.1115];

filtro_wavelet=[-0.1115 0.4946 -0.7511 0.3153 0.2263 -0.1298...
...-0.0975 0.0275 0.0316 0.0006 -0.0048 -0.0011];

case 7 then
/ISistema Daubechies 7
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filtro_escala = [ 0.0004 -0.0018 0.0004 0.0126 -0.0166 -0.0380...
...0.0806 0.0713 -0.2240 -0.1439 0.4698 0.7291 0.3965 0.0779];

filtro_wavelet=[-0.0779 0.3965 -0.7291 0.4698 0.1439 -0.2240...
...-0.0713 0.0806 0.0380 -0.0166 -0.0126 0.0004 0.0018 0.0004];

case 8 then
//Sistema Daubechies 8
filtro_escala = [-0.0001 0.0007 -0.0004 -0.0049 0.0087 0.0140 -0.0441...
...-0.0174 0.1287 0.0005 -0.2840 -0.0158 0.5854 0.6756 0.3129 0.0544];
filtro_wavelet=[-0.0544 0.3129 -0.6756 0.5854 0.0158 -0.2840 -0.0005...
...0.1287 0.0174 -0.0441 -0.0140 0.0087 0.0049 -0.0004 -0.0007 -0.0001];
end
/ICélculo de los Coeficientes de Aproximacion
c=submuestrear( convol(x,filtro_escala) );

/ICélculo de los Coeficientes de Detalle
d=submuestrear( convol(x,filtro_wavelet) );
endfunction

//[Funcion que realiza una descomposicion multinivel
[/Isobre una sefial unidimensional utilizando el sistema
/IWavelet Daubechies.

//ISINTAXIS: [C L]=descomposicion(X,M,N), donde x es la

Il sefial de entrada, M es un entero que especifica
/l el sistema Daubechies utilizado.

I M puede ser 1, 2, 3, 4,...,.8

Il N especifica el nivel de descomposicién.

function [C,L]=descomposicion(x,m,n)
[Ihs,rhs]=argn(0)

if (rhs ==0)
error('No has ingresado completamente los datos para la descomposion’);
end

[fila columna]=size(x);
if fila>1
X=X,
end

c=[I;
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L=[length(X)];

fori=1:n
[x d]=analisis(x,m);
c=[d c];
L=[length(d) L];
end

C=[xcl;
Endfunction
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