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Resumen

En esta investigacion se desarrollan formulaciones de varios métodos numéricos
para hacer un estudio comparativo de los mismos basandose en la aplicacion a
un problema de dispersion de ondas en una dimensién, el cual viene dado por la
ecuacion de Helmholtz, con la finalidad de conocer a profundidad las ventajas y
desventajas del método de Elementos Finitos Minimos Cuadrados. Los métodos a
comparar con éste son Diferencias Finitas y Elementos Finitos Galerkin Mixto. La
comparacion se basa fundamentalmente en el estudio del orden de convergencia
de dichos métodos y el andlisis de la contaminacion basada en la dispersién de la
solucién numérica. También se estudia el efecto del incremento de la frecuencia
k en todos los métodos presentados. Se presentan varios ejemplos que validan las

conclusiones.
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Introduccion

Desde hace aproximadamente tres anos un grupo de investigadores de la Universi-
dad Central de Venezuela y la Universidad de Carabobo ha venido realizando un
estudio del método de elementos finitos basados en minimos cuadrados (LSFEM)
sobre sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales de primer orden.
En este trabajo definimos dicho método, presentamos las ventajas con respecto al
tradicional método de elementos finitos Galerkin Mixto, y luego lo comparamos
con algunos métodos en diferencias finitas. El estudio lo realizamos considerando
la aplicacién del método a un problema de dispersion modelado por la ecuacién de
Helmholtz en una dimension espacial (1-D). De acuerdo a nuestro conocimiento
no existe en la literatura una comparacion del método de LSFEM aplicado a pro-
blemas exteriores descritos por la ecuacién de Helmholtz, con los otros métodos
estudiados en este trabajo. Se hard énfasis en el orden de convergencia, asi co-
mo también en un estudio del error debido a la dispersién para los métodos de
elementos finitos Galerkin Mixto y Minimos Cuadrados para sistemas de primer

orden.

La organizacion de este documento se hace en base a capitulos. En el primer
capitulo se hace el planteamiento del problema a resolver, se presentan ademas

los objetivos de esta investigacién, un breve enfoque metodoldgico, asi como la so-

XI



lucién analitica y la transformaciéon de la ecuacion de Helmholtz en un sistema de
ecuaciones diferenciales de primer orden. En el segundo capitulo se hard una intro-
duccion a los métodos numéricos a comparar en este trabajo, comenzando con el
método de diferencias finitas en el que se mencionan un método implicito. Luego
se desarrollan de forma general los métodos de elementos finitos Galerkin Mixto
y Minimos Cuadrados. En el tercer capitulo se aplican los métodos descritos en
el capitulo dos para resolver el problema de dispersiéon de ondas unidimensional y
en el cuarto capitulo se presentan los resultados basados en el andlisis de orden de
convergencia de los métodos asi como en el andlisis de la contaminacion del error
debido en la dispersion y por ltimo las conclusiones y trabajos futuros. Ademas
de esto en los apendices se presentan los programas desarrollados en Matlab y
Maple; también se presentan avances realizados con el método de diferencias fini-
tas dominio tiempo asi como para la aplicacion del método de elementos finitos

minimos cuadrados a un problema similar en dos dimensiones.

XII



Capitulo 1

PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

1.1. Formulaciéon del Problema de Dispersién de
Ondas en 1-D

Desde el punto de vista de las aplicaciones, la ecuacién de Helmholtz modela
fenomenos de propagacién de ondas en la naturaleza, en particular problemas
de dispersion, los cuales son problemas exteriores definidos sobre dominios no
acotados. La ecuacion de onda reducida o ecuacion de Helmholtz en dos o tres
dimensiones espaciales esta dada por

2

w
Ap+§p:O (1.1)

donde w es la frecuencia temporal, ¢ es la velocidad de la onda, y p representa

— w

la presion. La relacion k = % es denominada “numero de onda”. En este trabajo
ikx ,—iwt

consideraremos el problema de dispersién de una onda incidente, p;,. = e"**e™"",

a partir de una pared que se extiende infinitamente por todos sus lados (problema



unidimensional, 1D). La ecuacién que modela este fenémeno es
P+ Ep=00<z<o0 (1.2)

sujeta a la condicién de frontera de pared rigida p/'(0) = 0. Para que este problema
resulte ser un problema bien planteado es necesario agregar una condicion de
irradiacién en el borde infinito. Esta condicién fue introducida por Sommerfeld
y en este caso equivale a la ecuacion satisfecha por la onda dispersada que viaja
hacia la derecha en el borde infinito.

dpse
dx

—ikpse =0 = — 00 (1.3)

En el caso unidimensional se tiene la particularidad de que la condicién de irra-
diacién de Sommerfeld (1.3) se satisface exactamente en cada punto del dominio,
x > 0. La presién, p(x), puede ser descompuesta en la suma de la presién para on-
da incidente y la de la onda esparcida, p(z) = pic(x) + pse(z). Luego el problema

a resolver para la onda esparcida p,. seria

Pl +kpe=0, 0<z<1 (1.4)
Pee(0) = ik (1.5)
dpse .
1) — ikpge(1) = 1.
dr (1) = ikpse(1) = 0 (1.6)

A partir de dicha soluciéon y la presion para la onda incidente se puede obtener la

presién total p(x),

1.2. Objetivo General

El objetivo principal de este trabajo es resolver numéricamente la ecuacién de

Helmholtz en una dimension por el método de elementos finitos basado en mini-



mos cuadrados y compararlo con otros métodos numéricos para identificar las

fortalezas y debilidades del método.

1.3.

(a)

1.4.

Objetivos Especificos
Formulacién del método de los elementos finitos basados en minimos cua-
drados.
Aplicacion a problemas de dispersién de ondas en una dimension espacial.

Formulacién del método de elementos finitos del tipo Galerkin mixto para

la ecuacién de Helmholtz en una dimension.

Formulacién de un método implicito en diferencias finitas para el mismo

problema de dispersion.

Estudiar los fenémenos de contaminacién y dispersién relacionados con la
solucién numérica de la ecuacion de Helmholtz por el método de elementos

finitos.

Desarrollar en MATLAB™ cédigos correspondientes a los métodos men-

cionados en los puntos a., c., d. y e.

Comparar los resultados obtenidos y sacar conclusiones en cuanto al 6rden

de convergencia y la contaminacion del error debido a la dispersion.

Enfoque Metodolégico

El problema dado por (1.4), (1.5) y (1.6) serd transformado en un sistema de

ecuaciones diferenciales de primer orden y luego resuelto numéricamente por los



métodos de diferencias finitas, elementos finitos Galerkin mixto y elementos fi-
nitos del tipo minimos cuadrados para un sistema de ecuaciones diferenciales de
primer orden. El método de diferencias finitas se basa en la discretizacion del do-
minio y posterior sustituciéon de la aproximacion de las derivadas en las formas
de diferencias, las cuales se obtienen bien a partir de una Serie de Taylor o por
medio de la diferenciacion de un polinomio de interpolacién de Lagrange; de esta
manera se pueden obtener esquemas explicitos, implicitos o semi-implicitos, en
nuestro caso se generard un esquema implicito que conllevara a un sistema de
ecuaciones lineales, a resolver. Los métodos de elementos finitos también hacen
uso de la discretizacion del dominio para luego utilizar una forma residual pesada.
Dependiendo de la seleccién de dicho peso tendremos el método de Galerkin o el
de minimos cuadrados, entre otros. En ambos casos, se sustituyen funciones de
aproximaciéon y de prueba que nuevamente nos permiten obtener un sistema de
ecuaciones lineales. Por 1ltimo, se resuelve dicho sistema para obtener asi una

aproximacion a la solucién deseada.

1.5. Area de Conocimiento

Analisis Numérico, en particular Solucion Numérica de Ecuaciones Diferenciales
)
por los métodos de diferencias finitas y elementos finitos para el estudio de la

propagaciéon de ondas en medios acusticos.



1.6. Solucion Analitica

Para resolver la ecuacion diferencial ordinaria lineal con coeficientes constantes
(1.4) sujeta a las condiciones de frontera (1.5) y (1.6), se utilizard el procedimiento

bésico para este tipo de ecuacién, ver [Kis].

Sea la ecuacién caracteristica A2 +%2 = 0 que tiene por solucién A = +ik, entonces
el sistema fundamental de la ecuaciéon (1.4) es de la forma cos(kz) y sen(kx) y su

solucién general py.(z) = Acos(kz) + Bsen(kx).

De las condiciones (1.5) y (1.6) se obtiene que B = iy A = 1, por lo que la

solucion general seria:
pse(T) = cos(kx) + isen(kz) = e (1.7)

Esta solucion es la que en el capitulo cuatro se comparara con la solucion numérica.

1.7. Sistema de Ecuaciones Diferenciales de Pri-
mer Orden

Para aplicar los métodos numéricos en la resolucion de la ecuacion de Helmoltz,
tal cual estd planteado en este trabajo, es necesario conformar un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden en una variable, el cual puede

ser escrito en la forma matricial:

du
A1%+A0u:f (18)
donde u' = (uy,ug, - ,Upy) es un vector de m funciones desconocidas de x, A; =

(aij1), Ao = (aij0) son matrices de orden m y f es un vector de funciones conocidas

que dependen de z.



Para transformar el problema (1.4), (1.5) y (1.6), el cual es objeto de estudio, en
un sistema de primer orden como el dado por (1.8) se utiliza el cambio de variables

/ .z . . .
z = p, obteniéndose el sistema con condiciones de frontera dado por:

z—p' =0 (1.9)
7+ Ep=0 (1.10)
2(0) —ik =0 (1.11)
2(1) — ikp(1) = 0 (1.12)

El sistema dado por las ecuaciones (1.9) y (1.10) se puede expresar en la forma

0 0 -1 z
matricial Au = (Ag+ A;-L)u = 0, donde Ay = LA = LU=
0 k? 1 0 D
0
y 0= . A menos que se establezca lo contrario, esta forma matricial es la que
0

se empleara para resolver el problema de dispersion de ondas en 1-D.



Capitulo 2

FORMULACION GENERAL DE
L.OS METODOS NUMERICOS

Diversos métodos numéricos han sido desarrollados para resolver ecuaciones di-
ferenciales de manera aproximada. En el siglo veinte, hubo un crecimento sin
precedentes de dichos métodos, creando muchas areas de investigacion . En el
Journal of Computational and Applied Mathematics, 128 (2001) se presentan va-
rias contribuciones por las mas famosas autoridades cientificas en cada una de
dichas dreas. El primer articulo [Tho] describe la historia del andlisis numérico
de ecuaciones diferenciales parciales, comenzando por el desarrollo de los méto-
dos de diferencias finitas para problemas elipticos desde la década de los anos
30 y el estudio intenso de dichos métodos para problemas de valor inicial duran-
te el periodo 1950-1970, también se hace referencia a los métodos de elementos
finitos desde el punto de vista de la ingenieria estructural, asi como al subse-
cuente desarrollo desde el punto de vista del andlisis matematico con funciones
de aproximacién polinomial por intervalos y a diversas clases de métodos tales
como colocacion, espectrales, de volumen finito y elementos de frontera. En los

préximos tres articulos [Bia], [Got] y [Dah] se describen los métodos de colocacién

7



con Splines, espectrales y ondiculas. En otro articulo [Ran] se desarrollan métodos
adaptativos, asi como métodos de elementos finitos Galerkin discontinuo [Coc].
Otro [Sur], hace énfasis a las versiones p y hp de los métodos de elementos finitos.
Esto es solo una mintscula muestra de la investigacion desarrollada en el siglo
veinte alrededor de la solucién numérica de ecuaciones en derivadas parciales, en-
tre los que se encuentran los que se tratan en este trabajo. En la préxima seccién

se dara una introduccion genérica a cada uno de ellos.

2.1. Introduccion del Método de Diferencias Fi-
nitas

La idea basica del método de diferencias finitas es reemplazar las derivadas por
diferencias finitas. En este documento se presentara un enfoque basado en la serie

de Taylor en una variable centrada en x = xg

F(&) = Fao) + F (o) @ — 7o) + 5" (@) — w0} -+ = 1O o) — )" + - {2.1)

Al sustituir en (2.1) © = zg + h, h > 0, se obtiene
! 1 " 2 1 (n) n
f(@o+h) = flzo) + f (mo)h+§f (zo)h ‘|‘"'+ﬁf (@)™ + -+ (2.2)

que al despejar la primera derivada de f evaluada en x se obtiene la cominmente

denominada formula de diferencias hacia adelante

, flwo+h) — f(zo) 1. 1

£ (w0) = LT b = SO g (23)

Si en esta Gtima ecuacion se sustituye h por —h se obtiene la férmula de diferencias

hacia atras

£ () = L180) = fl(xo —h %f”(:co)h o EY ) o 4 (24)



Al aproximar f'(xo) por el primer término de (2.3) o (2.4) se obtiene un error
de orden uno, el que expresamos como O(h). Si se desea obtener una férmula de

aproximacién de orden dos, O(h?), se puede hacer por el siguiente procedimiento:

(1) En la ecuacién (2.1) sustituir x = zq — h y obtener
’ 1 . 2 (_1)?’L (n) n
f(@o—h) = f(zo) = f (zo)h + Ef (wo)h™ + - + Tf (wo)h™ + -+ {2.5)

(2) Realizar la resta de las ecuaciones (2.2) y (2.5) con la finalidad de eliminar

los términos que involucren derivadas de orden par, obteniéndose

/ 2 " [>
f(xo+h) — f(zo —h) =2f ($o)h+§f (z0)h® + -
2
Fa T e (26)
(3) Despejar f' (o).
’ f XT ‘l‘ h — f XTo — h 1 "
f(ﬁo): (0 )Qh(o )_5 (Jfo)hQ—f-
1 n n

—mf@ ()b - (2.7)
Para obtener otras aproximaciones para f (o), f (x0),--- , f*(20) se pueden esta-

blecer procedimientos similares que involucren mayor cantidad de puntos. Existen
muchos métodos para generar ecuaciones en diferencia para aproximar derivadas,
entre los mas utilizados que no se han mencionado ain se encuentran la diferen-
ciacion de polinomios de interpolacién de Lagrange y un método de coeficientes

indeterminados, en cualquier caso se puede consultar [Str], [Eva] y [Bur].



2.2. Formulacion del Método de Diferencias Fi-
nitas Implicito

Al sustituir como se mencion6 anteriormente la derivada por su aproximacion en
base a diferencias finitas se pueden generar los denominados esquemas explicitos,
implicitos y semi-implicitos. En esta seccion, se presentara de forma general y
brevemente una idea de los esquemas de diferencias finitas implicitos. Para ello
consideraremos la ecuacién diferencial Lu = f en €2, donde L es un operador di-
ferencial, u serfa la funcién incégnita de la ecuacion diferencial, f una funcién (en
principio continua en €2) y € un dominio acotado en una, dos o tres dimensiones.
Al utilizar aproximaciones en forma de diferencias finitas como las presentadas
anteriormente u otras segin las necesidades del operador diferencial L se obtiene
un operador diferencial discreto Ly en diferencias finitas que al aplicarlo a u se
obtiene una ecuacién en diferencias Lqyu; = f;, donde u; y f; son las funciones
u 'y f evaluadas en un punto z; del dominio, respectivamente. De esta forma al
discretizar el dominio y utilizar tantas ecuaciones en diferencias como nodos invo-
lucrados en la discretizacion, considerando las condiciones de frontera, se obtiene
un sistema de ecuaciones que se debe resolver usualmente por métodos iterativos
ya que el sistema obtenido generalmente es esparcido. Al resolver dicho sistema

de ecuaciones se obtienen aproximaciones de la funcién v en los nodos x;.

2.3. Introduccion del Método de Elementos Fi-
nitos

El método de los elementos finitos es una técnica computacional para obtener

soluciones aproximadas a las ecuaciones diferenciales. Mas que aproximar direc-
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tamente la solucién de una ecuacion diferencial el método de elementos finitos
utiliza un problema variacional que involucra una integral de la ecuacién dife-
rencial, sobre el dominio del problema. Este dominio es dividido en subdominios
que son denominados elementos finitos y la solucion de la ecuacion diferencial es
aproximada por una funcién polinomial sobre cada elemento. Una vez que ha sido
hecho esto, la integral variacional es evaluada como la suma de contribuciones
de cada elemento finito. De ello resulta un sistema algebraico que al resolverlo se
obtienen aproximaciones a la solucién de la ecuacion diferencial. Para describir los
diversos métodos de elementos finitos se hara el enfoque basado en los métodos
de residuos ponderados, para ello primero se presentan algunas consideraciones

comunes a dichos métodos.

2.3.1. Consideraciones Comunes

Sea la ecuacion diferencial Lu = f dada en un dominio €2, donde L es un operador
diferencial y f es una funcién suficientemente suave; con condiciéon de frontera
Bu = g sobre la frontera 7, definimos los residuos como Rg = Luy — f y Ry =
Buy — g definidos sobre el dominio y la frontera respectivamente, donde uy es
una aproximacion a la soluciéon de la ecuacién diferencial, la cual expresaremos
como una combinacion lineal de los elementos de la base {¢1, ¢o, -+ , @i, -+, dn}

el cual es un espacio de funciones de dimensién finita, o sea

un(z) = Z Cigi(x) (2.8)

a las funciones ¢; se le denominan usualmente funciones de forma. Sean también

los productos internos (Rq,v) y (R, w) definidos por
Q
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(Ry,w) = %wRyd’y (2.10)

La forma integral equivalente se obtiene sumando los productos internos definidos

con anticipacién e igualando a cero, como se presenta a continuacion
(Ra,v) + (Ry,w) =0 (2.11)

Al sustituir en la ecuacién anterior la expresién (2.8) en conjunto con N pares de
funciones de pesos v y w se obtiene un sistema de ecuaciones lineales de orden
N que al resolverlo se tienen los valores de C;, © = 1,--- , N. Para mas detalle
se puede consultar [Red|, [Eval, [Joh] y [Fla]. Dependiendo de la seleccién de
la funciones de peso v y w se tienen diversos métodos, algunos de los cuales se

presentan a continuacion.
Método de Colocacion por Puntos

Este método se basa en fijar N puntos z; diferentes del dominio €2 y seleccionar
como funciones de peso la funcién delta de Dirac 6(x—z;),i=1,--- , N. Al hacer
esto se genera, como se menciond anteriormente, un sistema de N ecuaciones
con N incdgnitas, cuya solucién C; al sustituirla en (2.8) permite obtener una

aproximacion a la solucion u de la ecuacion diferencial.
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Método de Colocacion por Subdominios

Este método consiste en dividir el dominio €2 en N subdominios, £2;,i=1,--- , N
y seleccionar funciones de peso, segiin la expresion

1 six e,
v(zr) =w(zr) = (2.12)

0 en otros casos.

Método de Galerkin

Este es un método muy popular, el cual consiste en seleccionar las funciones de
peso iguales a las funciones de forma, es decir v; = w; = ¢;. Usualmente se
seleccionan funciones de forma tal que satisfagan las condiciones de frontera, en

tal caso el producto interno dado por (2.10) es cero.

Método de Minimos Cuadrados

Para este método se define la integral
I = (Rg,Ro)+ (R, R,) (2.13)

donde los productos internos se definen segin (2.9) y (2.10), asi el problema de
resolver (2.11) serfa equivalente a minimizar (2.13), para lo cual aplicamos la

condicion necesaria 01 = 0, obteniendo el sistema de ecuaciones dado por

0 .
J

Recuérdese que los residuos Rq y R, depende de uy segin (2.9) y (2.10), y ésta
a su vez depende de C; (2.8)
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2.4. Método de Elementos Finitos

El método de los elementos finitos establece un procedimiento sistematico para
generar funciones de forma sobre el dominio en el que se desee resolver la ecuacién
diferencial, bien sea ordinaria o parcial. A continuacion, se presenta el procedi-

miento usualmente utilizado para el método de elementos finitos

a. Dividir el dominio en elementos finitos que no son mas que subdominios geo-

metricamente simples, cuya unioén sea el dominio.

b. Construir las funciones de forma. Para esto se utilizan usualmente polinomios

de interpolacién de Lagrange que cumplan la condicion

donde 6;; es la delta de Kronecker, siendo ¢ el nodo del elemento donde ¢; vale
uno y j cualquiera de los nodos pertenecientes a los elementos en que fue dividido

el dominio.

c. Sustituir las funciones de forma en la expresién (2.8). De esta manera los C;
corresponderian a los valores de u en el nodo ¢ a los cuales denotaremos por Uj,

teniendo asi que

N
un = Z Uig (2.16)
i=1

d. Sustituir esta iltima expresiéon en la ecuacion que rige el método de los residuos
ponderados y seleccionar entre los métodos de colocacién puntual, colocacién por

subdominios, Galerkin, Minimos Cuadrados, entre otros.
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e. Resolver el sistema de ecuaciones lineales donde las incégnitas serian los U,

i=1,-- N

De esta forma utilizando (2.8) se tiene una aproximacion a la solucién de la ecua-

cion diferencial.

2.4.1. Construccion de funciones de Forma

Debido a que en este trabajo se resuelve el problema de Dispersién de Onda Uni-
dimensional es necesario describir en detalle la construccion de funciones de forma
a trozos sobre un intervalo de R, sin pérdida de generalidad se hara sobre una
discretizacién uniforme del intervalo [0, 1]. A cada subintervalo de la discretizacién
se le denomina elemento. Un elemento puede contener mas de dos nodos, ello va
a depender del grado del polinomio de interpolacién a utilizar. La cantidad de
nodos es igual al grado del polinomio mas uno, esto es debido a que se desea que
el polinomio de interpolacién evaluado en los nodos sea cero excepto en un punto

en donde debe valer uno.

Funciones Lineales

Para describir las funciones de forma lineales se dividira el intervalo [0, 1] en
cuatro intervalos de igual longitud, generandose asi cinco nodos, dos por cada
elemento. Se procedera a detallar la funcién de forma que vale uno en el tercer
nodo y cero en los demés. Por ello, esta funcién de forma es cero en el primer y
cuarto elemento, y en los elementos dos y tres son funciones lineales creciente y

decreciente respectivamente. De igual manera se puede analizar las otras cuatro
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funciones de forma. Observe la funcién de forma de color rojo en la figura 2.1.

En general se pueden obtener funciones de forma lineales dividiendo el intervalo

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.3

0.2

0.1

0.5

0.6 0.8 0.9

Figura 2.1: Funciones de forma lineales en el intervalo [0, 1]

[0,1] en N subintervalos denotando por x

y Ty X1, Tiy Tig1, -+, LN los nodos

ordenados de menor a mayor, definiendo la funcion ¢; por medio de la expresién

T—Ti—1
Ti—Ti—1

T—Tiq1
Ti—Tiqp1

0

¢i()

sixi_g <x <
stz < < Tiyq, (2.17)

en otros casos.

se puede observar que ella cumplen con las condiciones mencionadas anteriormen-

te, o sea ¢;(z;) =1y ¢i(x;) =0, j # 1.

Funciones de Grado Superior

Un criterio similar se utiliza para generar

funciones de forma de segundo y tercer

grado, la diferencia se centra en que una vez dividido el intervalo en elementos

16



cada uno de ellos tendran tres y cuatro nodos respectivamente. En cada elemento,
la funcién de forma debe ser uno en un solo nodo y cero en los demas. Observe

las figuras 2.2. y 2.3.

En la figura 2.2 se presentan funciones de forma cuadraticas, en este caso se divide
el intervalo [0, 1] en tres intervalos (elementos) de igual longitud, por cada elemen-
to se consideran tres nodos (los de los extremos y el punto medio), obteniéndose
de esta manera siete funciones de forma (cada una con un color diferente), cuyas

ecuaciones son

18(2 —2)( —2) sio<z<i,
1 (x) = =06 R (2.18)

0 en otros casos.

36x(: —x) si0<az<s,

¢o(x) = (2.19)
0 en otros casos.
—18z(% — ) si0<a <4,

¢3(r) = §18(1 —2)(2 —2) sil<az<? (2.20)

\ 0 en otros casos

-36(3 —2)(5—x) siz<wz<3Z,
Pa(x) = (2.21)

0 en otros casos.
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18(3 —x)(5 —x) sii<az<3,
¢s5(x) = { 18(1 — )2 —x) sii<z<l, (2.22)
0 en otros casos.

-36(: —2)(1—2) siz<az<l,

Po() = (2.23)

0 en otros casos.

18(2 —x)(2 —2) si2<ax<l,
¢r(x) = Goal—o) st (2.24)

0 en otros casos.

1.2

-0.2 I I I I I I I I I
(0]

Figura 2.2: Funciones de forma cuadraticas en el intervalo [0, 1]

Para estudiar las funciones ciibicas vamos a ubicarnos en otro contexto. Asuma-

mos que se ha realizado una transformacién de cada elemento (por medio de un

cambio de variables) y asi todos los elementos se transforma en uno equivalen-

te en el intervalo [-1,1]. Luego se ubican cuatro nodos, dos en los extremos y
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los otros en el interior del intervalo en cuestion, tal que los nodos estén espacia-
dos uniformemente. Se calculan las funciones de forma que cumplan la condicion
(2.15) obteniéndose los polinomios mostrados en la figura 2.3, los cuales tienen

por ecuacion

41(@) =~z = Ve~ D)z + ) (225)
b(x) = i—g(x F1)(e - ) 1) (2.26)
bs(z) = —f—g(;@— 1)(x+1)(x—|—%) (2.27)
ba(z) = 136(95 1) — %)(x + %) (2.28)

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

-0.2

-0.4 I I I I I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 (o) 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.3: Funciones de forma de tercer grado por elemento

Polinomios de Hermite

La limitacion bésica de las funciones de forma presentadas anteriormente es la no

continuidad de las derivadas en los nodos extremos de los elementos. Para ello
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se pueden seleccionar funciones de forma de otro espacio de funciones. Algunas
funciones utilizadas con frecuencia involucran Splines, Polinomios de Hermite,
entre otras. Aqui se presenta una introduccién a los Polinomios de Hermite, los
cuales se definen en el intervalo [-1,1] de tal manera que la funcién y su derivada
evaluada en los extremos del intervalo sean cero excepto una sola de ellas, en cuyo
caso tomara el valor de uno. Es de destacar, que hay que hacer una transformacién

del elemento de dos nodos al intervalo [—1, 1].

Comencemos con un polinomio de tercer grado. Se desea que el polinomio cumpla
las siguientes condiciones P(—1) =1, P(1) =0, 2(—-1) =0 y 22(1) = 0 en cuyo

caso se obtiene el polinomio de tercer grado

br(x) = (1~ 2P (x +2) (2.29)

De igual manera se calculan los otros tres polinomios de Hermite de grado tres,

obteniéndose las ecuaciones

@@g:%u+xy@—x) (2.30)
b3(a) = (1~ 2P +1) (2.31)
@@Q:iﬂ+xf@—1) (2.32)

Observe dichos polinomios en la figura 2.4

Al sustituir los polinomios de Hermite en (2.16) se tiene que

2

i=1
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0.8 B
0.6 B
0.4 b

0.2 B

~_
-0.2 B
\\ /

-0.4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1

Figura 2.4: Polinomios de Hermite de tercer grado

donde U; al igual que en los casos anteriores representa el valor aproximado de u
en el nodo 7 y DU, la aproximacién de la derivada de u evaluada en el mismo nodo.
Facilmente se puede demostrar que uy es una funcién continuamente diferenciable
en el dominio. Las funciones ¢3(x) y ¢4(x) son tales que al evaluarles la derivada
en x = —1 y x = 1 se obtiene el valor uno. De una manera similar se puede
proceder para obtener polinomios de Hermite de grado 5, 7, 9, etc., en cuyo caso

se necesitan las segundas, terceras y cuartas derivadas evaluadas en los extremos.

2.4.2. Formulacion del Método de Elementos Finitos Ga-
lerkin Mixto

Para hacer una descripcién més o menos genérica del método de elementos finitos
Galerkin Mixto, se partird de la ecuacion diferencial ordinaria lineal de orden n

con coeficientes constantes

anug”) + an_lu(ln_l) 4+ 4 agulll + alull +apu1 = f1 (2.34)
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Es bien sabido [Guz] que haciendo los cambios de variables adecuados se puede
transformar esta ecuacion en el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de

primer orden

wp = us (2.35)
Uy = ug (2.36)

Uy = Up_s (2.37)

Uy = Up_1 (2.38)

U, | = Uy (2.39)

anuln + an_lu;l,l +oF azulg + a1u/1 + agu1 = fi (2.40)

El sistema (2.35-2.40) se puede expresar en forma matricial como Au = f, donde

ag 0 b a, p t ¢
0 I -1 0
siendo b = [CL1 as as - anfl} e I la matriz identidad de orden n — 1

Se define luego el residuo R = Auy — f, donde uy es una aproximacién al vec-
tor solucién u del sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden (2.35-2.40),
expresando cada elemento de dicho vector como una combinaciéon lineal de vec-
tores, cuyas componentes son funciones de forma seleccionadas con anticipacién,

tal como en (2.8). Se define también el producto interno, similar a (2.9), como
(Rq,v) = /thQdQ (2.41)
Q

donde @' = |5, w, --- @n} es el vector de la conjugada compleja de las funcio-

nes de peso.
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La forma integral equivalente seria
(Rq,v) =0 (2.42)

Al seleccionar las funciones de forma y sustituirlas en (2.42), integrar por partes
los términos que permitan incorporar las condiciones de frontera para el problema
dado por (2.35-2.40) se genera un sistema de ecuaciones lineales, que al resolver se
obtiene la aproximacién deseada, como lo establece en las consideraciones comunes

del método de los elementos finitos, ya presentado.

2.4.3. Formulacién del Método de Elementos Finitos Mini-
mos Cuadrados para Sistemas de Primer Orden

Dada la ecuacién diferencial lineal Au = f, sujeta a las condiciones de frontera

Bu = g, donde A y B son operadores diferenciales lineales. Se desea minimizar el

funcional I(u) = [|Au — f[|§ + 5|/Bu — g||? para ello se sabe, [Fox] y [Gel], que
una condicion necesaria es

. dl(u—+tv)

11551(1) — 5 - 0 (2.43)

Tenemos que
I(u+tv) = %(A(u—l—tv)—f,A(u—i—tv)—f)—i—%(B(zH—zfv)—g,B(u+tv)—g)7 (2.44)

aplicando las propiedades del producto interno y luego derivando respecto a t se

obtiene

dl(u+tv) (“dt* t) _ %[(Au,Av) + (Av, Au) + 2t(Av, Av) = (f, Av) — (Av, f)]

+%[(Bu, Bv), + (Bv, Bu), + 2t(Bv, Bv), — (g, Bv), — (Bv, g),] (2.45)
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luego al aplicar el limite cuando ¢ tiende a cero e igualando a cero

dl(u+tv) 1

1%7 = 5[(Au,Av) + (Av, Au) — (f, Av) — (Av, f)]
+5l(Bu, Bu), + (Bo, Bu), — (g, Bu), — (Bu,gh] =0 (246)

Basandonos en uno de los axiomas para el producto interno de un espacio vectorial

complejo, el cual establece que (z,y) = (y,z) y como (z,y) + (x,y) = 2Re(x,y)
se concluye de (2.46) que

Re(Au, Av) + Re(Bu, Bv)., = Re(f, Av) + Re(g, Bv), (2.47)

Al sustituir en la ecuacién anterior la expresion (2.8) se obtiene un sistema de

ecuaciones lineales de orden N que al resolverlo se tienen los valores de Cj, i =

1,---,N.
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Capitulo 3

APLICACION DE LOS
METODOS NUMERICOS A LA
ECUACION DE HELMHOLTZ
EN 1-D

3.1. Meétodo de Diferencias Finitas Implicito

Para obtener las ecuaciones en diferencia segin el métodos de diferencias finitas

se utilizan aproximaciones para p’ en la ecuacién (1.9)

p(z; +h) —p(x; — h)

(w:) & 3.1
(@) - (3.1)
y para 2z’ en (1.10)
/ 2(x;+h) — z(z; — h)
i) =~ 3.2
2 (@) — (32)
ambas aproximaciones de tres puntos centrada en x; con ¢+ = 1,2,--- n — 1.

Denotando z(x;) como z; y de igual forma para la funcién p y luego reordenando

se obtienen las ecuaciones en diferencia
2hz; + Pi—1 — Pi+1 = 0 (33)
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—2i_1 + zis1 + 2hk*p; = 0

Utilizando una aproximacién para p/(xg) con tres puntos hacia adelante

p/(l'o) ~ —3p(x0) + 42};51"1) - p(ZL'Q)

y tres puntos hacia atrds para z'(z,,)

) _ 2(wno) —42(wp 1) + 32(20)
2 (@n) oh

(3.4)

(3.5)

(3.6)

al tomar en cuenta las condiciones de frontera, la notacién establecida anterior-

mente y que zo = pz) tenemos
3pg — 4py + p2 = —2hzyg = —2ihk

Znog — 4zp 1 + 32, + 2Rk D, = 20 — 42, 1 + (3 —2ik)z, =0

(3.7)

(3.8)

Para ilustrar el sistema resultante al aplicar éste método se presenta el caso en el

que n = 4, obteniéndose

30 —4 0 1 0 0 0] ]po —be
0 a 1 0 0O 0 O 21 c
1 b 0 0 -1 0 0 O0f|m 0
0 -1 0 0 a 1 0 0] |z 0
00 1 b 0 0 —1 0]/|pe o
00 0 —1 0 0 a 1] ]|z 0
00 0 0 1 b 0 = |ps 0
00 0 1 0 —4 0 dJf |z 0

(3.9)

donde b = 2h, a = bk? , ¢ = ik, y d = 3 — be. Se destaca el hecho que este es un

sistema donde las variables p y z toman valores pertenecientes al campo de los

nimeros complejos.
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3.2. Método de Elementos Finitos Galerkin
Mixto

La formulacién de elementos finitos Galerkin Mixto dada por (2.42) aplicada al

sistema de ecuaciones diferenciales (1.9) y (1.10) con condiciones de frontera (1.11)

y (1.12), al considerar v = , quedaria de la siguiente forma
q
(Au, v) = / [w q} dz = 0 (3.10)
0 2+ k%p

que al desarrollar nos queda

/Ol[w(z — ) + (2 + k*p)ldz =0 (3.11)

Donde, al integrar el segundo término por partes, tenemos
1 1 1
/ w(z —p)dz + 2(1)g(1) — 2(0)g(0) — / 2q dx + kz/ pgdx =0 (3.12)
0 0 0

1
Si utilizamos v = ¢;(x) ;1 =1,...,n, corresponderia a utilizar en la ecuacién

0
(3.12) la sustitucion w(x) = @;(x) y ¢(x) = 0, obtenemos

1
/gpi(z—p’)dxzo; i=1,.,n (3.13)
0

Es importante mencionar que ¢ = 0 no se considera en esta ecuacion debido a que
la condicién de borde dada en la ecuacién (1.11) conlleva a conocer el valor de

2(0), luego se retomara este punto.

0

Si utilizamos ahora v = ¢;(x) ;1 =0,...,n— 1, corresponderia a utilizar en la
1

ecuacién (3.12) la sustitucion w(z) = 0y q(z) = p;(z), obtenemos la ecuacién
1 1
2(1)pi(1) — 2(0)p;(0) — / zpidx + kQ/ ppidr =0, i=0,...,n—1 (3.14)
0 0
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Sustituyendo las condiciones de borde (1.11) y (1.12) en esta tultima ecuacién

1

1
ikp(1)pi(1) —iky;(0) — / zppdx + k:2/ ppidr =0; i=0,...,n—1 (3.15)
0 0

En la ecuacién (3.13) y posteriormente en la (3.15) se procedera a sustituir z y p

seguin el método de elemento finito ya descrito, asi

z(x) = szﬁﬁk(l’) (3.16)

plx) = Zpkgok(:v) (3.17)

dando como resultado

1 n n
/ gol(z 2K QK — mep;{)d:c =0; i=1,..,n (3.18)
0 k=0 k=0

aplicando propiedades bésicas de las integrales tenemos

n 1 n 1
Z zk/ orpidr — Zpk/ orpidr=0; i=1,..n (3.19)
k=0 0 k=0 0

Es necesario recordar que las constantes z, y pp son los valores de las funciones
z y pen el nodo zy, (esto se verifica facilmente observando el comportamiento de
las ecuaciones (3.16) y (3.17) en el nodo x = z;) , las cuales seran los valores que
deseamos calcular para obtener la solucién aproximada para ambas funciones.
Analicemos ahora la ecuacién (3.19) para diferentes valores de i

Sit=jconj=1,...,n—1
1 1 1
Zj—1 / (pj_ledl’ + Zj/ @?dl’ + Zj+1 / 80j+1<deI —
0 0 0

1 1 1
pjl/ 80;'—190jdx_pj/ w}sajdx—pm/ Pinpidr =0 (3.20)
0 0 0

Sustituyendo los valores de las integrales segiin los calculos realizados en el Apéndi-

ce G
h 2h h 1 1

Ezj,l -+ ?Zj -+ ng+1 + 5]93;1 — §pj+1 =0 (3.21)
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Sii=n
1 1 1 1
Zn—1 / Pn_1PndT + 2, / prdr — pp_y / @ _1pndr — pp / O endr = (3.22)
0 0 0 0

Simplificando

ettt pu s — py =0 (3.23)
6Zn—1 Szn 2pn—1 2pn — .

Procedemos de igual forma con la ecuacién (3.15), obteniendo
n 1 n n
Y pan( VD) = k() = [ (3 e~ Y pranpdds =0 (321)
k=0 0 k=0 k=0
aplicando algunas propiedades bésicas de las integrales tenemos
n n 1 n 1
ikei(1) Zpkgok(l)—ikgoi(())—z zk/ orpldr+k? Zpk/ orpidr =0 (3.25)
k=0 k=0 70 k=0 0
Sit=0
1 1 1 1
—z'k—zo/ Yopedr — 21 / wlgogdx—l—k’on/ wadr+k*py / p1p0dr =0 (3.26)
0 0 0 0
Sustituyendo los valores de las integrales, tenemos

, 1 1 h h
—ik + 520 + 521 + k2§po + k2€p1 =0 (3.27)

Sit=jconj=1,...n—1
1 1 1
—zj_l/ goj_lcp;dx — zj/ ngQO;dx - Zj+1/ 90j+1§0;d$ +
0 0 0

1

1 1
kQle/ pj-1pidr + kzpj/ pjdx + k2pj+1/ pir1pide =0 (3.28)
0 0 0

Simplificando

1 1 h 2h h
—§Zj71 + §Zj+1 + kzgqu + kQ?pj -+ k26pj+1 =0 (329)

Las ecuaciones (3.27), (3.21), (3.29) y (3.23) conforman un sistema de ecuaciones

lineales de orden 2n, este orden de colocar las ecuaciones es importante para
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generar una matriz en banda, lo cual es deseado. Al conformar el sistema de
ecuaciones se debe sustituir el valor de zy segun la condicién de borde (1.11), de
igual forma se sustituye p, = 3#. Para ilustrar el sistema resultante al aplicar este

método se presenta el caso en el que n = 4, obteniéndose

2c % c 0 0 0 0 Of |po % f
2 40 0 a -3 0 0 Of |z, —af
c 0 4 1 ¢ 0 0 0| |m 5/
0 a % 4da 0 a —% 0] |2 _ 0 (3.30)
0 =2 ¢ 0 4dc 5 ¢ 0] |p 0
0 0 0 a 1 4a 0 el |z 0
0 0 0 -2 ¢ 0 4c g| |ps 0
00 0 0 0 a L 1|z 0

%,eza—%ylea—%.

3.3. Método de Elementos Finitos Minimos

Cuadrados para Sistemas de Primer Orden

Dada la ecuacién diferencial lineal Au = f, sujeta a las condiciones de frontera

Bu = g. Consideraremos el problema homogéneo, es decir, f = 0y g = 0. Se

desea minimizar el funcional I(u) = 3| Aul|§ + 3|/ Bul? para ello se sabe que una

condicién necesaria es
. dl(u—+tv)
lim ————=

lim = —— =0 (3.31)

Tenemos que
I(u+tv) = %(A(u +tv), A(u + tv)) + %(B(u + tv), B(u + tv)), (3.32)
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como ya se ha dicho A y B son operadores diferenciales lineales, aplicando las

propiedades del producto interno y luego derivando respecto a t, se obtiene
dl(ut+tv) 1

a 2

[(Bu, Bv)., + (Bv, Bu)., + 2t(Bv, Bv)], (3.33)

[(Au, Av) + (Av, Au) + 2t(Av, Av)] +

1
2
luego al aplicar el limite cuando t tiende a cero e igualando a cero

lim dl(u+ tv)

1 1
lfm o = 5[(Au, Av) + (Av, Au)| + 5[(Bu, Bv), + (Bv, Bu),] =0 (3.34)

Basandonos en uno de los axiomas para el producto interno de un espacio vectorial
complejo, el cual establece que (z,y) = (y,z) y como (z,y) + (z,y) = 2Re(z,y)
se concluye que
Re(Au, Av) + Re(Bu, Bv), =0 (3.35)
1

Si se utiliza v = p;(x) , en el primer término de la ecuacién (3.35) apareceran

0

de forma explicita 2" y ¢" y en el segundo término 2™ y ¢'™, donde los superindi-
ces r y vm hacen referencia a la parte real e imaginaria de las variables z y ¢
segun corresponda. Por ello, se hace necesario utilizar una base para las funciones
v que incluyan parte real y parte imaginaria, esto no hacia falta en el método
Galerkin Mixto. En los proximos parrafos, se utilizaran como elementos de una

base de funciones imaginarias, donde se encuentre v, a las siguientes funciones:

1 0 1 0
v = pm(2) , U= om(T) , U= O () Yy U= on(T) m=1,...ne

0 1 0 i
i =+-1
Nos dedicaremos inicialmente a desarrollar el primer término de la ecuacion (3.35)

para el caso que nos compete. Recordemos que se deseaba resolver el sistema

de ecuaciones diferenciales dado por (1.9)-(1.12), asi al sustituir a A, u y v de
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la misma forma como se hizo en la formulacion del método de elemento finito

Galerkin Mixto en la ecuacién

Re(Au, Av) = Re(/l(A_v)tAudx) (3.36)

w
y considerando v = , se obtiene

Re(Au, Av) =

111 0 w 0 —1| | 1 0 z 0 —1| |72
Re /
o 10 K%*| |¢q 1 0 q 0 k2| |p 1 0 |p

que al simplificar nos queda
1
Re(Au, Av) = Re / [(W—¢)(z—p)+ (K*q+w) (2 + k*p)]dx (3.38)
0

. e 1 d
Si utilizamos v = ¢,(x) :m = 1,...,n, o sea real puro, corresponderia a

0
utilizar en la ecuacién (3.38) la sustitucién w(z) = ¢, (x) vy ¢(x) = 0, obtenemos

Re(Au, Av) — Re /0 om(@)(z — 1) + & (2) (2 + B2p)dz (3.39)

0

Si ahora usamos v = ¢, () ;m = 1,...,n, otra vez real puro, corresponderia
1

a utilizar en la ecuacién (3.38) la sustitucién ¢(z) = ¢, (z) y w(z) = 0, se obtiene
1
Re(Au, Av) = Re/ [l (2)(z — D) + o (2)(2' + E*p)|dx (3.40)
0

i
Siv = pn(z) :m = 1,...,n, o0 sea imaginario puro, corresponderia a utilizar

0
en la ecuacion (3.38) la sustitucion q(z) = ip,(z) y w(x) = 0, obteniéndose

Re(Au, Av) = Re(—i /0 lon(2)(z — P) + ol (@) (2 + K2p)lde)  (3.41)
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0

Siv = @n(x) :m = 1,...,n, otra vez imaginario puro, corresponderia a utilizar
7

en la ecuacién (3.38) la sustitucién ¢(z) = i@, (x) y w(x) = 0, obteniéndose

Re(Au, Av) = Re(—i /0 ! (2)(2 — 1) + K2om(2) (2 + K2p)ldz)  (3.42)

Obsérvese que las ecuaciones (3.39) y (3.41) difieren solamente en un factor a saber
—1, dando como resultado ecuaciones similares, las cuales se diferencian sélo en el
superindice que serian 7 y im respectivamente. Lo mismo ocurre en las ecuaciones

(3.40) y (3.42). Por ello sélo se desarrollaran las ecuaciones (3.39) y (3.40)

Comencemos con la ecuacién (3.39). Primero se sustituye z y p segun las ecuacio-

nes (3.16) y (3.17)

1 n n n n
Re(Au, Av) = Re/ lom(D zepr = Y prk) + DO 2k + KD pripr)lda
0 k=0 k=0 k=0 k=0
(3.43)
Aplicando propiedades de las integrales
n 1 1
Re(Au, Av) = RelY ([ omprda + [ o
=0 0 0
n 1 1
=S on( [ empide = [ glndo) (3.44)
=0 0 0

Ahora se analizan los diferentes valores de m
Sim=yj;5=1,...n—1
1 1
Re(Au, Av) = Relzior [ (@ioapy + ¢ + Relzy [ (62 + (6} o
0 0

1 1
+R€[2j+1 / (<Pj+190j + 90;'+1<P})d37 + Re[pj1/ <k290j7190;' - 90}71%')61%)]
0 0

1 1
+R€[Pj/ (k* = 1)p;da] + Re[ij/ (Kj19; — @rap5)dx)]  (3.45)
0 0
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Evaluando las integrales, las cuales son todas reales y siendo el superindice r el

identificador para la parte real de la variable a la cual esta aplicada

1 2h

h 2 ho1 1+ k2 1+ k2
Re(AuyAU):<g——)Zr,1+( +2 1+k) (1+£°) .

s ) at(g— )t 5P n
(3.46)

Sim=n
1 1
Re(Au, Av) = Re[zn—l/ (Pn-10n + @51y, )dx] + Re[zn/ (@2 + (¢),)%)da]
0 0
1 1
+Relpn—1 / (k*@n-1¢), — ¢l,_1¢n)dx)] + Re[p, / (k* = 1)pnpldz]  (3.47)
0 0

Evaluando las integrales, nos queda

hol.. b 1. (14
Re(Au, Av) = (g - E)anl + (g + 5)% t

(k* — 1)
2

P+ P, (348)

Continuaremos ahora con la ecuacién (3.40), sustituyéndose las ecuaciones (3.16)

y (3.17)

1 n n n n

Re(Au, Av) = —Re/ (0D o= ot Fom (KD 2k prepr)lda
0 k=0 k=0 k=0 k=0

(3.49)

Aplicando propiedades de las integrales

n

1 1
Re(Au, Av) = Re[» _ z(k? / Pmprdr — / Prprdr)
0 0

k=0
1

n 1
+§y4/%mm+#/¢wwm (3.50)
k=0 0

0

Ahora se analizan los diferentes valores de m

Sim=0
1 1
memz&m/%hﬂ%wm+&m/@m%—wWM]
0 0
1 1
+R€[Po/ (k4903 + (@6)2)dx] +R€[p1/ (k?4901<P0 + %%)dx)] (3-51)
0 0
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Evaluando las integrales

(1— k%)
2

(14 k?) Kh 1 K*h 1
P (S0 L S (B2 Dy (352

25 +

Re(Au, Av) =

Sim=j;7=1,...n—1

1

1
Re(Au, Av) = Re[zj_l/ (/{:2@;71% — goj_lgog-)dx] + Re[zj/ (k* — l)cp;gojdx]
0 0
1

1
+Relzj11 / (K¢ 105 — @ie1))da] + Relp;_y / (k*pj-19i(x) + ©;_1¢})d)]
0 0

1 1
+Relp; / (k*¢7 + (¢})?)dz] + Re[pjsa / (k*0jp19; + @195 dx)]  (3.53)
0 0

Evaluando las integrales

Re(Au, Av) =
1+k) . (1+k) .  kKh 1. 2% 2 . k'h 1.
e (7 - E)pj—l + (T + E)pj + (? - E)pj—f—l
(3.54)
Sim=n

1 1
Re(Au, Av) = Re[zn_l/ (k:2g0;l_1g0n — o1, )dx] + Re[zn/ (k* — 1)enpn,dx]
0 0
1 1
+Re[pn1 / (k' on-10n + @, _19,)dx)] + Re[p, / ()% + k' (¢n)?)da]  (3.55)
0 0

Evaluando las integrales, nos queda

(=1, KR 1, kR 1

1+ k2
Re(Au, Av) = _0+ )Z;_l-i-
2 2
Para simplificar el segundo término de la ecuacion (3.35) no se considerard la con-
dicién de borde dada por (1.11) ya que cuando generemos el sistema de ecuaciones

lineales se va a sustituir el valor de la incégnita que representa a p’(0) por el valor

k.
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Si en la ecuacién

Re(Bu, Bv) = Re[(Bv)'Bu]

1
sustituimos v = 1, (1) |: ] se obtiene

0

Re<Bu,Bv)=Re[([1 —z’k} [%;1)] )’ [1 —z’k] {z”]]

Pn

Al sustituir 1, (1) = 1 en la ecuacién anterior y simplificar, obtenemos

Re(Bu, Bv) = Relz, — ikp,] = 2 + kp!™

0
o= )
1

Re<Bu,Bv>=Re[([l zk}[ 01)] )! [1 —z‘k] {Z"]]

U ( Pn

Simplificando
Re{Bu, Bv) = Relik(z, — ikp,)] = —kz"™ + k*pl.

i

Siv=1,(1) [
0

Re<Bu,Bu>:Re[([1 —z’k] {wn(l)] )’ [1 —z‘k} [zn]]

0 Dn
Simplificando

Re{Bu, Bv) = Re[—iz, — kp,] = 2™ — kp'

n
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0 z

o] [T e

Re(Bu, Bv) = Re[([l _i]g] (1)
1Py Pn

Simplificando

Re{Bu, Bv) = Relk(z, — ikp,)] = k2" + k*pi™ (3.65)

Para conformar el sistema de ecuaciones lineales debemos sustituir los dos térmi-
nos de la ecuacién (3.35), donde el segundo término es cero, excepto en la frontera
para x = 1. Recuerde que debe utilizarse tanto los sustituciones de v real e ima-

ginaria. Al hacer dichas sustituciones se obtiene el sistema de ecuaciones lineales
C D u’

Ku = by, donde K = , U = y by sélo tiene los tres primeros
Dt C uim
elementos no nulos, los cuales se obtienen de evaluar 2™ = ik y pasarlo al miem-

bro de la derecha de la ecuacién como término independiente en las tres primeras

ecuaciones.

A continuacién para ilustrar un poco mejor como estan conformados cada uno
de los elementos de dicho sistema de ecuaciones lineales se presenta el caso para

n =4 . En este caso
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e d f 0 0 0 0 0 0 |
d 20 0 b —d 0 0 0 0
f 0 2 d f 0 0 0 0
0 d 22 0 b —d 0 0
C=10 -d f 0 2 d f 0 0 (3.66)
0 0 0 b d 2a 0 b —d
0 0 0 —d f 0 2 d f
0 0 0 0 0 b d a+l —c
00 0 0 0 —d f —c e+k?
dondea:%+%,b:%—%,c:1_2k2,d—1+2k2,6_%h+%yf:k%h—%,

Se puede observar que C' es una matriz simétrica de orden (2n+ 1) y los todos los
elementos de ella son obtenidos sélo a partir de Re(Au, Av) menos los dos ultimos
elementos de la diagonal principal que también estan formados por los términos
1 y k% que provienen de Re(Bu, Bv).. la matriz D sdlo tiene dos elementos no
nulos, los cuales corresponden a las posiciones (2n,2n + 1) y (2n + 1, 2n), siendo

los mismos ky —k
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7o " —ick
27 Zim —1bk
pi " idk
25 Zim 0
u" = |p} , U™ = pun Y bi=1 0 (3.67)
25 Zim 0
P Py 0
zy Zim 0
3 pi" | 0

La utilizacion alternada de las variables z y p es necesaria para que la matriz A

sea simétrica y en banda.
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Capitulo 4

Resultados y Conclusiones

4.1. Analisis del Orden de Convergencia

Para hacer un anélisis del orden de convergencia de los métodos desarrollados en
este trabajo, los mismos se aplican tomando en consideracién una discretizacién
uniforme del intervalo [0,1] e ir incrementando la cantidad de subintervalos de
forma sucesiva, para ello en los programas hechos en MATLAB se define una
variable a la que se denominé factor, asi el numero inicial de intervalos n es
factor y se va incrementando de factor en factor hasta que alcanza el valor
de orden_matriz_graficas al cuadrado por factor. Luego se calculan los errores
cometidos en la aproximacién para cada valor de n; pudiéndose, a través de una
regresion lineal, calcular la pendiente de dicha recta que representa el orden de
convergencia de cada uno de los métodos, esto es ya que el error esta acotado, o
sea |Error|| < Ch", donde r es el denominado orden de convergencia. En este
trabajo la medida del error se calcula basandose en la norma dos ( [|.||2) de la

diferencia entre la solucion analitica y la solucion numérica.
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En todos los métodos se presenta una figura que contiene nueve graficas de con-
vergencia que corresponden a los valores de k =1 a k£ = 9. También se presentan
cuadros para diversos valores de factor donde se muestran tanto el orden de
convergencia para la variable primaria p como para la variable secundaria z, para
diversos valores de k. Ademas se presentan en la ultima columna de dichos cuadros

el valor del tiempo, en segundos, empleado para realizar los calculos.

4.1.1. Meétodo de Diferencias Finitas Implicito

En las figuras 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4 se presentan las curvas que representan a
—log(error) en funcién de —log(h) para las variable z p que son rectas casi
paralelas teniendo pendientes aproximadamente igual a dos, vednse los cuadros
4.1, 4.2, 4.3 y 4.4, por lo que se concluye que el orden de convergencia para el
error es cuadratico tanto para la variable primal p como para la secundaria z.
En el anexo A se presenta el cddigo en MATLAB generado para realizar dichos

calculos.

En base a los cuadros citados anteriormente se puede tambien concluir que a
medida que se hacen discretizaciones mas finas para un mismo valor de k no se

observa una variacién significativa del orden del error calculado.

4.1.2. Método de Elementos Finitos Galerkin Mixto

En este caso se puede observar en las figuras 4.5, 4.6, 4.7 y 4.8 que las rectas que
representan a — log(error) en funcién de —log(h) no son paralelas teniendo una

pendiente aproximadamente igual a dos para la variable primal p e igual a uno
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—log(error)

[EnY
N

—log(error)
(ee]

—log(error)
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14 12
k=1 k=2 k=3
512 510
8 e
(o)) o
210 ol
8 6
4 6 8 2 4 6 8 2 4 6 8
—log(h) —log(h) —log(h)
10 10
k=4 k=5 k=6
— ~ 8
5 8 :
/ 5 56
g g
T 6 Ty
4 2
4 6 8 2 4 6 8 2 4 6 8
—log(h) —log(h) —log(h)
10 10
k=7 k=8 k=9
= 8 =
o o
S 6 8 5
g g
T 4 T
2 0
4 6 8 2 4 6 8 2 4 6 8
—log(h) —log(h) —log(h)
Figura 4.1: Error factor =50 (FDM)
k| Orden(p) | Orden(z) | tiempo(s)
1| 1.9667 2.0189 0.3440
2] 1.9935 1.9953 0.3440
3| 2.0008 1.9991 0.3280
41 1.9810 2.0012 0.3280
5 1.9800 1.9952 0.3280
6| 1.9853 1.9995 0.3280
71 1.9806 1.9966 0.3280
8| 1.9755 1.9880 0.3280
9] 1.9822 1.9951 0.3280

Cuadro 4.1: Orden de Convergencia factor =50 (FDM)
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—log(h)
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—log(h)

Figura 4.2: Error factor = 100 (FDM)

[EEN
N

—log(error)
= =
o N

o]

(o)

[any
N

k| Orden(p) | Orden(z) | tiempo(s)
1 1.9835 2.0095 0.6720
2 1.9964 1.9971 0.6570
3 1.9969 1.9992 0.6560
41 1.9867 1.9978 0.6560
5| 1.9873 1.9909 0.6560
6| 1.9818 1.9975 0.6560
71 1.9780 1.9924 0.6720
8| 1.9830 1.9816 0.6880
91 1.9786 1.9900 0.6870

Cuadro 4.2: Orden de Convergencia factor = 100 (FDM)
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-log(h) -log(h) -log(h)

Figura 4.3: Error factor =200 (FDM)

~—

Orden(p) | Orden(z) | tiempo(s)
1.9918 2.0048 1.3750
1.9979 1.9982 1.3280
1.9950 1.9994 1.3590
1.9909 1.9963 1.3750
1.9912 1.9891 1.3280
1.9803 1.9972 1.3280
1.9785 1.9910 1.3430
1.9877 1.9790 1.3590
1.9774 1.9888 1.3600

O© 00 1 O Ui W N |

Cuadro 4.3: Orden de Convergencia factor = 200 (FDM)
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Figura 4.4: Error factor = 400 (FDM)

k| Orden(p) | Orden(z) | tiempo(s)
1 1.9959 2.0024 2.9540
2 1.9987 1.9989 2.8440
3| 1.9940 1.9996 2.8130
41 1.9933 1.9956 2.8280
5 1.9932 1.9882 2.8590
6| 1.9796 1.9972 2.9060
71 1.9792 1.9906 2.9220
81 1.9903 1.9778 2.8590
91 1.9769 1.9886 2.8750

Cuadro 4.4: Orden de Convergencia factor = 400 (FDM)
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para la variable secundaria z, comportandose este método de orden dos y orden
uno respectivamente para cada variable. A medida que se hacen discretizaciones
mas finas para un mismo valor de k no se observan cambios significativos en el
orden del error. Mencién particular debe hacerse para el valor de k igual a ocho,
el cual presenta un comportamiento irregular para el orden de convergencia para
la variable primaria p, como se puede apreciar en la curvatura que se presenta
en el lado derecho de cada una de sus graficas en las figuras 4.5, 4.6, 4.7 y 4.8.
En este caso, se observa un valor para el orden de convergencia que no sigue el
comportamiento para los otros valores de k, para ello analicese los cuadros 4.5,
4.6, 4.7 y 4.8. Hasta el momento no sabemos justificar este hecho. En el anexo B

se presenta el codigo en MATLAB generado para realizar dichos calculos.

15 15 15
k=1 k=2 k=3
g 10 g 10 / E 0
@ @ @
> > >
) _— | ¥ A% P
0 0 0
3 4 5 6 3 4 5 6 3 4 5 6
—log(h) —log(h) —log(h)
15 15 10
k=4 k=5 k=6
510 510 B
8 & / 35
g g S
T S T T /
0 0 0
3 4 5 6 3 4 5 6 3 4 5 6
-log(h) -log(h) -log(h)
10 15 15
k=7 k=8 k=9
= = <10
S S 10 S /
g s & g 5
g g g
T T 5 T o —]
/ 0
0 0 -5
3 4 5 6 3 4 5 6 3 4 5 6
-log(h) -log(h) -log(h)

Figura 4.5: Error factor = 50 (FEMGM)
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k| Orden(p) | Orden(z) | tiempo(s)
1 2.0014 0.9999 0.7650
2] 2.0068 1.0034 0.6570
3| 2.0054 1.0044 0.6560
4 1.9867 0.9963 0.6570
D 1.9931 0.9965 0.6560
6| 2.0064 1.0121 0.6570
71 2.0005 1.0080 0.6560
8 1.6481 1.0001 0.6570
91 2.0036 1.0099 0.6560

Cuadro 4.5: Orden de Convergencia factor = 50 (FEMGM)

20
k=1
o o
810 )
(@)} ()}
° o
O . [
0
4 5 6 7
-log(h)
15
k=4
g 10 / g
) J
(@) (@]
i I
0
4 5 6 7
-log(h)
15
k=7
) J
(@) (@]
75 7
0
4 5 6 7
-log(h)

15
k ) 2/
10 5
e
o
sf__— | 7
0
4 5 6 7
—log(h)
15
k=5
10 / 5
e
()]
5 0
0
4 5 6 7
-log(h)
15
k=8
. / .
e
()]
5 T
0
4 5 6 7
-log(h)

15
k=3
5 /
0
4 5 6
-log(h)
15
k=6
5
0
4 5 6
-log(h)
15
k=9
5
0
4 5 6
-log(h)

Figura 4.6: Error factor = 100 (FEMGM)
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k| Orden(p) | Orden(z) | tiempo(s)
1 2.0007 0.9999 1.6400
2] 2.0032 1.0029 1.5780
3| 2.0025 1.0041 1.5780
4 1.9846 0.9964 1.5780
D 1.9975 0.9976 1.7180
6| 2.0027 1.0116 1.7030
71 1.9970 1.0068 1.6570
8 1.6450 1.0006 1.5940
91 2.0003 1.0100 1.5930

Cuadro 4.6: Orden de Convergencia factor = 100 (FEMGM)
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Figura 4.7: Error factor =200 (FEMGM)
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k| Orden(p) | Orden(z) | tiempo(s)
1 2.0004 1.0000 4.3280
2| 2.0015 1.0026 4.1880
3 2.0012 1.0040 4.2500
4 1.9838 0.9964 4.2500
D 1.9986 0.9980 4.2500
6 2.0008 1.0114 4.2030
71 1.9954 1.0064 4.2190
8 1.6436 1.0007 4.2190
9 1.9995 1.0100 4.2340

Cuadro 4.7: Orden de Convergencia factor = 200 (FEMGM)
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Figura 4.8: Error factor = 400 (FEMGM)

20 20
/ k=2
— ~15
515 / 5 _
8 10
(@] (@)}
o 10 o
/ l ! 5 /
5 0
6 8 10 4 6 8 10 4 6 8 10
—log(h) -log(h) -log(h)
15 15
k=5 / /
/ 510 510
) )
g g
= 5 = 5
/ ! / l /
0 0
6 8 10 4 6 8 10 4 8 10
-log(h) -log(h) -log(h)
20 15
/ k=8 /
=15 =
S / s 10
810 )
o o
° L2 5
| |
5
0 0
6 8 10 4 6 8 10 4 6 8 10
-log(h) -log(h) -log(h)



Orden(p) | Orden(z) | tiempo(s)
2.0002 1.0000 13.8910
2.0006 1.0025 13.0630
2.0005 1.0040 13.2030
1.9835 0.9964 13.2660
1.9989 0.9983 13.2500
1.9998 1.0113 13.1250
1.9947 1.0062 13.3900
1.6429 1.0008 13.1880
1.9993 1.0100 13.3130

© 00 1O UL W~

Cuadro 4.8: Orden de Convergencia factor = 400 (FEMGM)

4.1.3. Método de Elementos Finitos Minimos Cuadrados
para Sistemas de Primer Orden

Como se puede observar en la figura 4.9 para valores de k menores que seis se tiene
un comportamiento lineal para la grafica de —log(error) en funcién de —log(h),
siendo las mismas casi paralelas, también se observa que para valores de k mayores
que seis se tiene un comportamiento de una curva creciente céoncava y a medida
que —log(h) aumenta tiende a comportarse lineal, esto se evidencia cuando se
incrementa el valor de la variable factor para los mismos valores de k, obsérvese
las figuras 4.10, 4.11 y 4.12. En todos los casos se puede observar en los cuadros
4.9, 4.10, 4.11 y 4.12 que la pendiente de dichas rectas tiende a dos, tanto para la
variable primal p como para la secundaria z. En el anexo C se presenta el codigo

en MATLAB generado para realizar dichos célculos.
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Figura 4.9: Error factor = 50 (LSFEM)
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k| Orden(p) | Orden(z) | tiempo(s)
1] 2.0038 2.0036 0.7190
2| 2.0058 2.0003 0.7350
3| 2.0000 1.9931 0.7190
41 1.9736 1.9717 0.7350
51 1.9090 1.9072 0.7350
6| 1.7873 1.7780 0.7350
71 1.5850 1.5789 0.7350
8| 1.3340 1.3361 0.7030
91 1.0883 1.0804 0.7030

N
(o)

—log(h)

Cuadro 4.9: Orden de Convergencia factor = 50 (LSFEM)
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Figura 4.10: Error factor =100 (LSFEM)

k| Orden(p) | Orden(z) | tiempo(s)
1 2.0016 2.0017 1.6410
2 2.0032 2.0004 1.6100
3| 2.0016 1.9981 1.6090
41 1.9936 1.9932 1.6100
51 1.9755 1.9751 1.6090
6| 1.9371 1.9320 1.6100
71 1.8541 1.8517 1.6250
8| 1.7231 1.7253 1.6090
9] 1.5619 1.5576 1.6100

Cuadro 4.10: Orden de Convergencia factor = 100 (LSFEM)
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Figura 4.11: Error factor = 200 (LSFEM)
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k| Orden(p) | Orden(z) | tiempo(s)
1 1.9936 1.9968 4.0470
2| 2.0013 1.9999 3.9530
3| 2.0011 1.9993 3.9530
4 1.9982 1.9984 4.0150
51 1.9933 1.9936 3.9680
6| 1.9838 1.9806 4.0620
71 1.9577 1.9569 3.9840
8| 1.9108 1.9132 3.9690
9] 1.8436 1.8411 3.9690

Cuadro 4.11: Orden de Convergencia factor = 200 (LSFEM)
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Figura 4.12: Error factor = 400 (LSFEM)

k| Orden(p) | Orden(z) | tiempo(s)
1] 2.0638 2.0347 17.8900
2 2.0031 2.0029 16.4840
3| 2.0013 2.0005 16.4530
41 1.9994 1.9999 16.7350
51 1.9977 1.9984 16.3910
6| 1.9960 1.9938 16.1880
71 1.9879 1.9877 16.9690
8| 19734 1.9761 17.6090
91 1.9541 1.9525 16.2030

o4

(o2}
o0}

—log(h)

Cuadro 4.12: Orden de Convergencia factor = 400 (LSFEM)
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4.2. Analisis de la Dispersion

Introduccién

Thlenburg e Thlenburg y Babuska en [[h1] y [[h2] respectivamente, encontraron
que el error en la solucién de la ecuacion de Helmholtz por medio del método
de los elementos finitos Galerkin contiene un término de contaminacion, el cual
depende del niimero de onda k; este término tiene mayor influencia a medida que
k aumenta. En esta seccion se hard un andlisis de la diferencia entre el niimero
de onda de la solucién analitica y el de la soluciéon numérica que no es mas que el
comunmente denominado error de contaminaciéon por efecto de la dispersién. El
error total es la suma del error de interpolacién mas el error debido al efecto de

la contaminacién, esto se observa en la figura 4.13.

T
—— Sol. Num.
—— Exacta
0.8 — Interp. H
0.6 i
0.4 \ ) \ E
\ / \
\ // \\
0.2 \ / \ =
\ / \
=z
S
£ of 1
=
0.2 =
\\ /
—0.4} \ i
—0.6 4
-0.8 Error p
Contamiindcion
Error Interpolant
-1 L L L L L L L L

[¢] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

Figura 4.13: Solucién exacta, interpolante y solucién numérica

Para calcular el nimero de onda de la solucion numérica para los métodos numéri-

cos usados en este investigacién se utilizaran las ecuaciones en diferencias obte-
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nidas previamente. Asi se tiene a lo sumo dos ecuaciones en diferencia con seis
incégnitas ( tres en z y tres en p) que para resolverlas se utilizard el procedimiento

dado en [Lev] el cual se describird a continuacién.

Sean las dos ecuaciones en diferencias
f(n> Tny Tntly 5 Tondry Yoy Ynt1, yn+2) =0 (41)

g(nyxn,xn—&-ly o uIn-i—Tyymyn—i-layn-i-Q) =0 (42)

Para obtener una sola ecuacion en = y n se tienen que eliminar ¥,, Yp+1 ¥V Ynio-
Para ello en las ecuaciones (4.1) y (4.2) se sustituye n por n+ 1, obteniéndose dos

nuevas ecuaciones y una nueva incognita

f(n + L1, Tngo, 0 Tngrt1s Ynt 1 Ynt2s yn+3) =0 (4-3)

g+ 1, g1, Togo, s Togrt 1y Yt 1 Ynt2, Ynts) = 0 (4.4)

En este momento se tienen cuatro ecuaciones y se desean eliminar las cuatro
variables ¥, Yni1, Yni2 V Ynis. Lego se sustituye n por n + 2 en las ecuaciones

(4.1) y (4.2) obteniéndose
J 42, Tng2, Ty, Tngrs2, YUnt2s Ynt3s Ynga) = 0 (4.5)

g(n + 2, Tpy2, Tngd, *  Tngrt2s Ynt2, Ynt3s yn+4) =0 (4-6)

De esta forma se tienen seis ecuaciones y cinco variables a eliminar. Ahora si se
puede proceder a eliminar estas cinco variables de estas seis ecuaciones realizando
simples manipulaciones algebraicas , generandose asi una sola ecuacion en x y n

como la siguiente

fl (TL, Ty Tp+1y Tn+2y "y Tntrs Tntr+1, x'rl—i-T-i—Q) =0 (47)
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la cual se resuelve utilizando los procedimiento basicos para obtener la solucién de
una ecuacién en diferencia ordinaria lineal, para ello consiltese el capitulo cuatro

Linear Difference and Functional Equations with Constant Coefficients del texto

[Lev].

Para resolver la ecuacién en diferencias ordinaria lineal con coeficientes constantes

(4.7) de orden r + 3 se sustituye

con lo que se obtiene una ecuacién polinémica en A de grado r + 2 la cual se
resuelve obteniendo sus r + 2 raices. En el caso de esta investigacion se pueden
obtener expresiones algebraicamente exactas ya que r = 2, o sea se obtiene una
ecuacion polindomica de cuarto grado, la cual se resuelve utilizando el procedi-
miento presentado en [Wei| el cual es debido a Ferrari. El resultado es también

verificado utilizando el programa MAPLE V. Véase los apéndices (E, Gy H).

Las ecuaciones en diferencia obtenidas en los métodos de diferencias finitas implici-
to (3.3) y (3.4), elemento finito Galerkin Mixto (3.21) y (3.29) asi como Minimos
Cuadrados (3.46) y (3.54) se pueden escribir como un sistema de ecuaciones en

diferencia como el siguiente
an—l + 2Azn + an-‘rl + Dpn—l - Dpn—H =0 (49)

—Dzy 1+ Dzyy1+ Fpy1+2Ep, + Fpoi1 =0 (4.10)

donde A, B, D, FE y F dependen de h y k y son diferentes para cada método. A
este sistema de ecuaciones en diferencias se le aplica el procedimiento descrito

anteriormente para obtener una ecuacién polinémica de cuarto grado , la cual se
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puede escribir como
UM+ VN + WA +VA+U =0 (4.11)

donde U,V y W dependen de A, B, D, E'y F. Después se procede a resolver dicha
ecuacion de cuarto grado, obteniéndose los valores A\; = o y A3 = A4, donde z
denota el conjugado del niimero completo z. Como es bien sabido A = |A|¢’*" [Ihl],
en donde considerando la parte real y despejando k obtenemos las ecuaciones para

calcular l~€1 y 1232
~ 1 R€()\1)

ky = — — 4.12
1= 5 arc cos| ] ] (4.12)
y
= 1 RG(/\3)
ko = — 4.1
2 = - ac cos| bW ] (4.13)

A continuacion se presentan los resultados de los dos métodos de elementos finitos
tratados en esta investigacién. La secuencia a seguir en las préximas secciones
serd primero la identificacién de los coeficientes de las ecuaciones en diferencias
(4.9) y (4.10), asi como los de la ecuacién polinémica (4.11). Luego se presentan
tabulados los valores de k para diversos valores de h y k después se analizaran
todos los elementos que conforman la ecuaciones (4.12) y (4.13), asi como también

el error porcentual en la aproximacién numeérica del niimero de onda.

Otro hecho ocurrido cuando se caracteriza el nimero de onda es la frecuencia de
corte (Cutoff) que no es mas que la frecuencia normalizada (kh) para la cual el
valor absoluto de A cambia bruscamente, bien sea expandiéndose o contrayéndose.
En [Ih2] se hace referencia a dicha frecuencia para el método de elementos finitos

Galerkin, pero sélo en casos expansivos.
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4.2.1. Meétodo de Diferencias Finitas Implicito
Los coeficientes de las ecuaciones en diferencias (4.9) y (4.10) para el método de
diferencias finitas implicito son A = h, B =0, D =1, E = hk* y F = 0, los

cuales se obtienen de las ecuaciones (3.3) y (3.4).

Para este método, en el caso de la ecuacién polinémica (4.11) se tienen los coefi-
cientes U =1, V =0y W = 4h%k? — 2. Al resolver dicha ecuacién polinémica y
calculando k con las ecuaciones (4.12) y (4.13) para diferentes valores de h y k se
obtienen los valores que se presentan tabulados en el Cuadro 4.13. En el anexo D

se presenta el codigo en MAPLE generado para realizar dichos cédlculos.

L h | k=2 | k=6 | k=9 |
0.1 [201357921 [ 6.43501109 | 11.1976951
0.05 | 2.00334842 | 6.09385308 | 9.33530678
0.01 | 2.00013336 | 6.00360584 | 9.01219450
0.005 | 2.00003333 | 6.00090036 | 9.00304027
0.001 | 2.00000133 | 6.00003600 | 9.00012150
0.0005 | 2.00000033 | 6.00000900 | 9.00003037
0.0001 | 2.00000001 | 6.00000036 | 9.00000122

Cuadro 4.13: k para diversos valores de h y k para el Método de diferencias finitas
implicito

A continuacién se presenta un estimado para el error relativo en el calculo del
nimero de onda numérico debido al efecto de dispersion de la soluciéon numérica.

Para ello se considerara la solucién analitica de la ecuacion (4.11) para el caso que
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estamos tratando, obteniéndose

A = \/—2(kh)2 + 1+ 23/ (Kh) — (kh)2 (4.14)
Ao = —\/=2(kh)2 + 1+ 29/ (kh)T — (k)2 (4.15)
A3 = \/—Q(kh)2 +1—2y/(kh)* — (kh)? (4.16)
Ay = —\/—Q(k;h)2 +1—2y/(kh)* — (kh)? (4.17)

Re(A1)
[A1]

Utilizando la ecuacién (4.12) y desarrollando arc cos| | en serie de Taylor con

A1 dado por (4.14) se tiene que

~ 1 3
kh = kh + =(kh)* + —(kh)®
o () (k)P +

89285625

—————(kh)" 4 O((kh)° 4.18
199999800< )"+ Ol(kh)) (4.18)
Utilizando la definicién de error relativo y (4.18) se obtiene

k—k kh—kh 1

Boo= St = T L (k) O (419)

Observe que el error relativo en el célculo de k (E,.x) es de orden O((kh)?). Un

procedimiento similar se utiliza para la ecuaciones (4.15), (4.16) y (4.17) obte-
niéndose también el resultado dado por (4.19) en los tres casos. Para los detalles

de los calculos analice el anexo D.

En las graficas de la figura 4.14 se presentan el nimero de onda numérico en
funcién del nimero de onda para diferentes niveles de discretizacién, en ellas se
puede observar que para los valores ” pequenos”de k dicha curva se comporta como
una recta (E = k) que es lo deseado. Luego se observa a partir de un valor de k,
dependiente de h, que no se comporta de esta manera, incrementandose sustan-
cialmente el error. Véase las graficas del error porcentual para la aproximacion de

k en la figura 4.15

En la figura 4.16 se presentan graficas de la parte real, parte imaginaria y valor

absoluto de los diferentes valores de A al cual en las graficas se le denomina a,
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Figura 4.14: k versus k para diferentes valores de h para el método de diferencias finitas
implicito
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Figura 4.15: Error porcentual en la aproximacién de k para el método de diferencias
finitas implicito

observandose un valor de frecuencia de corte igual a la unidad. En estas graficas
se presentan también a las funciones cos(kh) y sin(kh), o la negativas de ellas

seguin el caso. En las mismas se observa que para A\; y Ay ocurre la contraccién
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brusca en el valor absoluto de A1 y Ay para la frecuencia de corte y para A3 y A4

ocurre la expansion.

1 1
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Figura 4.16: Graficas de la parte real, imaginaria y valor absoluto de los diferentes
valores de \ para el método de diferencias finitas implicito

4.2.2. Método de Elementos Finitos Galerkin Mixto

Los coeficientes de las ecuaciones en diferencias (4.9) y (4.10) para el método de

los cuales se obtienen de las ecuaciones (3.21) y (3.29).

Para este método en el caso de la ecuacién polindmica (4.11) se tienen los coefi-
cientes U = BF + D? V = 2AF +2BE y W = 4AE + 2DF — 2D?. Al resolver

dicha ecuacién polinémica y calculando k con las ecuaciones (4.12) y (4.13) para
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diferentes valores de h y k se obtienen los valores que se presentan tabulados en

el Cuadro 4.14. En el anexo E se presenta el cédigo en MAPLE generado para

realizar dichos calculos.

h | k=2 k=6 k=9
0.1 | 2.00001786 | 6.00452634 | 9.03689143
0.05 | 2.00000111 | 6.00027297 | 9.00210280
0.01 | 2.00000000 | 6.00000043 | 9.00000328
0.005 | 2.00000000 | 6.00000003 | 9.00000021
0.001 | 2.00000000 | 6.00000000 | 9.00000000
0.0005 | 2.00000000 | 6.00000000 | 9.00000000
0.0001 | 2.00000000 | 6.00000000 | 9.00000000

Cuadro 4.14: k para diversos valores de h y k para

Galerkin Mixto

el Método de elementos finitos

Para obtener un estimado para el error relativo en el calculo del nimero de onda

numérico debido al efecto de dispersién de la solucién numérica por medio del

método de elementos finitos Galerkin Mixto se consideraran las solucién analitica

de la ecuacion (4.11) para el caso que estamos tratando

Co(hk)2 + 3 /O 3(RE)E hky/3(hk)? — 120/9 = B(RR)? — 45
A= +
0+ (hk)?

9+ (hk)?

2+ 3T 3R Bk /3(hk)? — 12,/9 = B(RR)? — 45

9+ (hk)? 9+ (hk)?
o 2(hk)? + 3,9 3R B /3(hk)? +12,/9 = B(RR)? — 45
T 91 (hk)? * 9+ (hk)?
N e N (T Bk /3(hk)? + 12,/9 = B(RR)? — 45

9+ (hk)?

9+ (hk)?
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Utilizando la ecuacién (4.12) y desarrollando arc cos[Re(’\l)

| en serie de Taylor con

A1
A1 dado por (4.20) se tiene que
~ 5 5291
kh = kh — ——(kh)® — ————(kh)" kh)? 4.24

Utilizando la definicién de error relativo y (4.24) se obtiene

_k—k_ 5
’ k- 900

5291

— oo (W) + O((kh)®) (4.25)

(kh)*

Observe que el error relativo en el clculo de k (E,. ) es de orden O((kh)?*). Para

los detalles de los calculos observe el anexo E.

En las graficas de las figuras 4.17 y 4.18 se presentan el nimero de onda numérico
en funcién del nimero de onda para diferentes niveles de discretizacién y error
porcentual cometido en dicha aproximacion respectivamente. Los resultados obte-

nidos son similares a los obtenidos para el método de diferencias finitas implicito.

12 120

h=0.T
10 h=0.01
h=0.001
h=0.0001
h=0.00001

100

80

< 6 < 60

4 40

2 20
Oo 2 4 6 8 10 O0 20 40 60 80 100

k k

1200 12000

1000 10000

800 8000

< 600 < 6000

400 4000

200 2000
oo 200 400 ; 600 800 1000 00 2000 4000 . 6000 8000 10000

Figura 4.17: k versus k para diferentes valores de h para el método de elementos finitos
Galerkin Mixto
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0.8 20
o6t [ —— M=ol 0
— h=0.01
——— h=0.001
< 04 ——— h=0.0001 £ -20
= —— h=0.00001 =
<] S
T 0.2 o -40
0 -60
-0.2 -80
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log(k) log(k)
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error(%)

-60 -60
-80 -80
-100 -100
o 2 3 0 1 2 4
log(k) log(k)

Figura 4.18: Error porcentual en la aproximaciéon de k para el método de elementos
finitos Galerkin Mixto

En la figura 4.19 se presentan las curvas para entender el comportamiento de los

diferentes valores de \, observandose una frecuencia de corte igual a v/3.

— re(a)
— im(a)
— abs(a)
— cos(kh)
—— sen(kh

lambdal
lambda2

3
— re(a)
— im(a)
2| — abs(a)
— cos(kh)
— sen(kh)
3 3 1 ]
8 o 3
IS — re(a) // =
< — im(a) 4 S
— abs(a) S/
—0.5)| — cos(kh)| ~
— sen(kh)|”
_l —
0 1 2 3

kh

Figura 4.19: Gréficas de la parte real, imaginaria y valor absoluto de los diferentes
valores de \ para el método de elementos finitos Galerkin Mixto
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4.2.3. Método de Elementos Finitos Minimos Cuadrados
para Sistemas de Primer Orden

Los coeficientes de las ecuaciones en diferencias (4.9) y (4.10) para el método de

elementos finitos Minimos Cuadrados para Sistemas de Primer Orden son A =

bl p_h_1 p_ 14k p_hpa 1 p_hpa 1 :
sty B=g—5, D="5-FE=3k"+5 vy F=¢5k ., los cuales se obtienen

de las ecuaciones (3.46) y (3.54).

Para este método en el caso de la ecuacion polindmica (4.11) se tienen los mismos
coeficientes U, V' y W que para el método de elementos finitos Galerkin Mixto.

Al resolver dicha ecuacion polindémica, se obtiene

a+1ib+ hkvc+id

A = - (4.26)
)\QZa—I—ib—lzk\/C-l——id (4.27)
N = 20T ib —|—€hk;\/c+—@'d (4.28)
N = 2ot ib —ehk;\/c+—@'d (4.20)
donde
a =36 — 2h*k* + 3h*(1 + k%) (4.30)
b= 3V3RPEH(1 + k?) (4.31)
c = —36e + h*k*(104 — 45h* — 45h%k* + 3h*k* — 54h*k?) (4.32)
d = 6V3h(1+k*)a (4.33)
e = h*k* + 3h* + 3hKk* + 36 + 18h%K? (4.34)

y calculando k con las ecuaciones (4.12) y (4.13) para diferentes valores de h y k,
se obtienen los valores que se presentan tabulados en el Cuadro 4.15. En el anexo

F se presenta el cdédigo en MAPLE generado para realizar dichos calculos.
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b | k=2 | k=6 | k=9 |
0.1 [1.98141538 | 4.53310957 | 4.69021555
0.05 | 1.99528419 | 5.45278584 | 6.54728747
0.01 | 1.99981046 | 5.97366210 | 8.81553538
0.005 | 1.99995607 | 5.99337235 | 8.95245965
0.001 | 1.99999810 | 5.99973434 | 8.99307930
0.0005 | 1.99999953 | 5.99993358 | 8.99951968
0.0001 | 1.99999998 | 5.99999734 | 8.99998079

Cuadro 4.15: k para diversos valores de h y k para el Método de elementos finitos

Minimos Cuadrados

En las graficas de las figuras 4.20 y 4.21 se presentan el nimero de onda numérico
en funcién del nimero de onda para diferentes niveles de discretizacién y el error
porcentual cometido en dicha aproximacion respectivamente. Los resultados obte-
nidos son similares a los obtenidos para el método de diferencias finitas implicito
y elementos finitos Galerkin Mixto.
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Figura 4.20: k versus k para diferentes valores de h para el Método de elementos finitos
Minimos Cuadrados
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Figura 4.21: Error porcentual en la aproximacién de k para el Método de elementos
finitos Minimos Cuadrados

4.3. Comentarios Finales y Conclusiones

Se hace una descripcion introductoria a los métodos de diferencia finita y elemen-
tos finitos que pudiera utilizarse como referencia en trabajos posteriores y como
soporte a las personas que se inician en esta area, ya que se hace una presentaciéon
sencilla y debido a la poca cantidad de documentos de este tipo, escritos en este
idioma. Sin embargo, en el caso de desear una visién més general y/o profunda de
estos temas se recomienda la consulta de material altamente especializados, como

por ejemplo los citados en este documento.

Se presentan formulaciones novedosas para los métodos de elementos finitos Ga-
lerkin Mixto y minimos cuadrados que pueden ser utilizados para problemas si-
milares y ain otros diferentes, sin necesidad de modificar sustancialmente dichas

formulaciones.

En cuanto a la aplicacién al problema de dispersién de onda unidimensional tra-
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tado como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden se
obtuvo un orden de convergencia igual a dos, para la variable primal p, en los tres
métodos; igual ocurrié con los métodos de diferencias finitas implicito y elementos
finitos minimos cuadrados para la variable secundaria z, no asi para el método de

elementos finitos Galerkin Mixto, para el cual se obtuvo un valor de uno.

En el estudio de la contaminacion del error se obtuvieron frecuencias de corte igual
a uno y v/3 para los métodos de diferencias finitas y elementos finitos Galerkin
Mixto respectivamente. También se presentan estimados de la contaminaciéon del

error para estos métodos.

4.4. 'Trabajos futuros

Formular e implementar los métodos de elementos finitos Galerkin Mixto y Mini-
mos Cuadrados para sistemas de primer orden con funciones de forma de grado
superior, asi como métodos de diferencias finitas miméticos de orden superior para

el problema de dispersiéon de ondas unidimensionales.

Hacer comparaciones de estos métodos en cuanto a la contaminaciéon del error

debido a la dispersién de la onda numérica.

Hacer un estudio de estabilidad del método de diferencias finitas dominio tiempo
propuesto en el anexo H de este trabajo para el problema de dispersién de ondas

unidimensional.

Implementar la formulacién que se presenta en el anexo J para el problema de

dispersién de ondas exterior.
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Implementar condiciones DtN, tomando en cuenta las condiciones de irradiacién

en el infinito de diverso orden para problemas exteriores.
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Apéndice A

Programacion del Método de
Diferencias Finitas Implicito

factor = 250; % factor es el valor donde comienza n, el cual se va

% incrementando de factor en factor hasta llegar a

% orden_matriz_graficas al cuadrado por factor.

maximo = 3; % mazimo? indica la cantidad de recuadros a graficar

% para la convergencia

orden_matriz_graficas = 3; % para las graficas de la solucion aproximada.
im = sqrt(—1); % definimos el niimero complejo i

2

for k=1:1:maximo % k es la frecuencia

t = clock;
k; % esta linea se agregd en caso de querer ver el valor de k (elimine el ;)
c=1m x*k;

for n = factor : factor : ordenyatrizyraficas® x factor

h=1/n; % espaciamiento = discretizacién uniforme
a=2xk>xh;
b=2xh;
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x=0:h:1; % nodos

kk = sparse(0); % genera una matriz esparcida con un solo elemento

fori=1:1:n—2 % llenado de kk

J.j—2) = % elementos que faltan de kk

(

(

(U, j+1) =-1/q
kk(j+1,j—3)=1;

(

(

kk(j+ 1,5 —1) = —4;

kk(7+1,j+1)=3+a/c;

bl = zeros(j +1,1) % conformacion del término independiente
b1(1,1) = =b*c;

b1(2,1) =¢;
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%

s = kkl % Resolucion del sistema C*s=b1 (s = solucién)
%resto=norm(b1-kk*s,2)
fori=1:n
def(i+ 1) =real(s(2*i—1));
end
def(1) = 1;
%plot(x,def,’b-");
clearkk; % libera memoria
fori=1:2:2%xn—-3
er((i+1)/2,1) = real(s(i)) — real(exp(im x k x x((i + 1)/2)));
erder((i4+3)/2,1) = real(s(i+1))—real(im*kxexp(im*kxx((i+3)/2)));
end
er(2%n,1) =0;
erder(1,1) = 0;
erro(n/ factor,1) = norm(er, 2) * sqrt(h);
erroder(n/ factor, 1) = norm(erder,2) * sqrt(h);
end
q=F;
Elapsediime(q, 1) = etime(clock, t);
figure(1); subplot(mazximo, maximo, q); % Grafica de la convergencia
2 = factor : factor : orden_matriz_graficas® x factor;
lerrorU = —log(erro);
lerrorUder = —log(erroder);
lhvector = log(z);

plot(lhvector, lerrorU’ ' r—' lhvector, lerrorUder’) b—");
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xlabel('—log(h)");
ylabel("—log(error));

a = reglineal(lhvector’, lerrorU);
m(q,2) = a(1);
a = reglineal (lhvector', lerrorUder);
4m(q, 3) = a(1);

end

m

FElapsed_time

clear all
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Apéndice B

Programacion del Método de
Elementos Finitos Galerkin Mixto

% Programa GM para la ecuacion de Helmholtz en 1-D (gml.m)
% (u” + k?* * u = 0) con condiciones p/'(0) =ixky p'(1) —i*xkxp(1) =0

clear all;
factor = 100; % factor es el valor donde comienza n, el cual se va
% incrementando de factor en factor hasta llegar a
% orden_matriz_graficas al cuadrado por factor.
maximo = 2; % maxzimo? indica la cantidad de recuadros a
% graficar para la convergencia
orden_matriz_graficas = 2; % para las graficas de la solucién aproximada.
im = sqrt(—1); % definimos el niimero complejo i
for k=1:1:maximo? % k es la frecuencia
k % esta linea se agregd en caso de querer ver el valor de K(elimine el ;)

b=k f=imx*k;t=clock;

for n = factor : factor : orden_matriz_graficas® * factor
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h =1/n; % espaciamiento: discretizacién uniforme

x=0:h:1; % nodos

kk = sparse(0); % genera una matriz esparcida con un solo elemento
a = h/6;

c=axb; % a,b, c, e, f: variables auxiliares para conformar

% auxl y aux2

e=2xc+ f;

aurl = [a,—1/2,4 % a,0,a,1/2]; % con auxl y aux 2 se forman las
aur2 = [—1/2,¢,0,2 % ¢,1/2,c|; % filas de kk (elementos no cero)
kk(1,1) =2x¢; kk(1,2) = 1/2; kk(1,3) = ¢; %llenado de kk

fori=1:n-1

forj=1:6
ifi==1
if j<4
kk(1,7) = aux2(j + 3);
ifj ==
kk(1,1)+ =1/2;
end
end
end
if i==2
if 7<6
kk(2,7) = auxl(j + 1);
kk(3,7) = auz2(j + 1);
end
end
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if i >=2
kk(2xi,j+2%i—3) = auxl(j);
kk(2xi4 1,7+ 2%i—3) = aux2(j);
end
end
end
clear auxl, auzr2;

p=2xn+1;

kk(p,p —2) = a; % elementos que faltan de kk

(
(
kk(p,p) = 2 * a;
kk(p,p+1) = —1/2;
kk(o,0—3) = —1/2;
kk(o,0—2) = ¢;
kk(o,0—1) = —1/2;
kk(o,0) = e;
clear a,b; clear c,e; % libera memoria
bl = zeros(o, 1); % conformacién del termino independiente

b1(1,1) = 1/2 * f;
b1(1,1) = —a * f;
b1(1,1) = 1/2* f;

s = kk1; % Resolucién del sistema C*s=b1 (s = solucién)
clear bl, kk; clear p,o; % libera memoria

if factor ==mn/2
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figure(2);

forj=1:n+1

y =real(s(2*j)); % Grafica de la solucién aproximada
end
plot(z,y);

end

%

fori=1:2:2xn+1
er((i+1)/2,1) =real(s(i+ 1)) — real(exp(f * z((i + 1)/2)));
erder((i+1)/2,1) = real(s(i)) — real(f x exp(f * x((i + 1)/2)));
end
erro(n/ factor,1) = norm(er,2) x sqrt(h);
erroder(n/ factor,1) = norm(erder,2) x sqrt(h);
end
q=F;
Elapsediime(q, 1) = etime(clock, t);
figure(1); subplot(mazimo, maximo,q); % Grafica de la convergencia
z = factor : factor : orden_matriz_graficasxorden_matriz_graficasx factor;
lerrorU = —log(erro);
lerrorUder = —log(erroder);
lhvector = log(z);
plot(lhvector, lerrorU’ r—' lhvector, lerrorUder’) b—');
xlabel("—log(h)"); ylabel('—log(error)’);
m(q,1) =k; . a = reglineal(lhvector’,lerrorU);
m(q,2) = a(1);

a = reglineal (lhvector’, lerrorUder);
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m(g,3) = a(1);

end m Elapsed_time clear all
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Apéndice C

Programacion del Método de
Elementos Finitos Minimos
Cuadrados para Sistemas de
Primer Orden

% Programa LSFEM para la ecuaciéon de Helmholtz en 1-D (Is2.m)
% (u” + k?* * u = 0) con condiciones p/'(0) =ixky p/(1) —ixkxp(1) =0

clear all;
factor = 1000 : % factor es el valor donde comienza n,
% el cual se va incrementando de factor en factor
% hasta llegar a orden_matriz_graficas al cuadrado por factor.
maximo = 3; % maxzimo? indica la cantidad de recuadros a graficar
% para la convergencia
orden_matriz_graficas = 3; % para las graficas de la solucién aproximada.
im = sqrt(—1); % definimos el nimero complejo 4
for k=1:1:maximo? % k es la frecuencia
k % esta linea se agregd en caso de querer ver el valor de k (elimine el ;)
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k2 = k%
k4 = k22,
t = clock;

for n = factor : factor : orden_matriz_graficas® * factor

h =1/n; % espaciamiento: discretizacién uniforme

r=0:h:1; % nodos

kk = sparse(0); % genera una matriz esparcida con un solo elemento
a=h/3+1/h;

b=h/6—1/h;

c=(1—-k2)/2;

d=1-g¢ % a,b,c,d, e, f: variables auxiliares

e="Fkdxh/3+1/h; % para conformar auzrl y aux2

f=kdxh/6—1/h;
aurl = [b,d,2 x a,0,b, —d|;
aur2 = [—d, f,0,2 % e, d, f]; % con auxl y aux2 se forman las

% filas de kk (elementos no cero)

fori=1:n-1 Y%llenado de kk
forj=1:6
ifi==1
if j<4
kk(1,7) = auz2(j + 3);
if j==
kk(1,1) = kk(1,1)/2;
end
end

end
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if i ==2
if <6
kk(2,7) = auzl(j + 1);
kk(3,7) = aux2(j + 1);
end
end
ifi1>=2
kk(2%4,2x1+ 5 — 3) = auxl(j);
kk(2xi41,2%i+ j — 3) = auz2(j);
end
end
end
clear auxl, auz2;
kk(2+n,2xn—2)=0> : % elementos que faltan de kk
kk(2xn,2xn—1) =d;
kk(2+n,2%n)=a+1;

(

(

(

kk(2+n,2xn+1) = —¢;
kk(2+n+1,2%xn—2)=—d;
kk(2xn+1,2+xn—1)=f;
kk(2+n+1,2xn) = —¢;
kk(2xn+1,2%xn+1) =e+ k2;

clear a, f; clear e; % libera memoria

B =sparse(2xn+1,2xn+ 1); % matriz esparcida de orden 2n + 1
B(2xn,2xn+1)=Fk;

B2xn+1,2xn)=—k;

C = [kkB; B'kk]; % conformacion de la matriz C
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clear kk, B:; % libera memoria

bl = zeros(4*n +2,1); % conformacién del termino independiente
bl(2xn+2,1) = —cxk;

b1(2+n+3,1) = —bx*k;

bl1(2xn+4,1) =dxk;

clear b, c; clear d,

%
s =C1, % Resolucién del sistema C' * s = bl (s = solucién)
clear bl, C; % libera memoria
%
fori=1:2:2xn+1
er((i4+1)/2,1) = s(i) — real(exp(im x k x x((i + 1)/2)));
ifi =(©2xn+1)
erder((i+3)/2,1) = s(i+1) —real(im*kxexp(im*kxz((i+3)/2)));
end
end
erder(1,1) = 0;
erro(n/ factor,1) = norm(er,2) x sqrt(h);
erroder(n/ factor, 1) = norm(erder,2) x sqrt(h);
end
q=F;

Elapsed_time(q, 1) = etime(clock, t);

figure(1); subplot(mazximo, mazximo, q); % Grafica de la convergencia
z = factor : factor : orden_matriz_graficasxorden_matriz_graficasx factor;
lerrorU = —log(erro);

lerrorUder = —log(erroder);
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lhvector = log(z);
plot(lhvector, lerrorU’ r—' lhvector, lerrorUder’) b—');
xlabel("—log(h)');
ylabel('—log(error));
m(g,1) = k;
a = reglineal (lhvector’, lerrorU);
n(g,2) = a(1);
a = reglineal (lhvector’, lerrorUder);
m(q,3) = a(l);
end

m Elapsed_time clear all

84



Apéndice D

Calculo de la Dispersiéon para el
Método de Diferencias Finitas
Implicito

D.1. Ecuacién en Diferencias

En esta seccion se obtiene una ecuacion en diferencias en la variable p a partir de
las ecuaciones (3.3) y (3.4). Para ello se decrementa e incrementa el indice en la

ecuacién (3.3), obteniéndose
2hz; 1 +pio—p; =0 (D.1)
2hzig1 +pi — pig2 =0 (D.2)
restando las ecuaciones (D.2) y (D.1)
2h(2ix1 — 2im1) — Pia + 2pi — piy2 =0 (D.3)

al despejar z;11 — z;—1 de la ecuacién (3.4) y sustituyendo en la ecuacién (D.3) se
obtiene

Pi—2 =+ (4h2]€2 — 2)]?1 +Pi+2 =0 (D4)
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D.2. Programa en Maple Para Resolver la Ecua-
cion en Diferencias

> restart : Digits :== 10 :

> _FEnvFExplicit := true :

>ec=uraxt+tvxd+wrxr? +ov*rax+u=0;
>ui=1v:=0;w:=4*h?*xk?—2;

> solve(ec, x);

>zl = sqrt(—2 * k2 + 1+ 2 * sqrt(k* — k?));

> 22 = —sqrt(—=2 x k* + 1 + 2 % sqri(k* — k?));

> 23 = sqri(—2x k* + 1 — 2 x sqrt(k* — k?));

> 14 = —sqrt(=2* k* + 1 — 2 % sqrt(k* — k?));

> errol := eval f (taylor(arccos(xl — I x k), k = 0,20));

> erro2 := eval f(taylor(arccos(x2 + I x k), k = 0,20));

> erro3 := eval f (taylor(arccos(x3 + I x k), k = 0,20));

> errod := simplify(eval f(Pi) — eval f (taylor(arccos(xd — I x k), k = 0,20)));
> errorl 3 := expand((,1666666667 * k> + ,7500000000e — 1 % k> + 44642857 14¢ —
1% k7 + ,3038194444e — 1% k° + 2237215909 — 1% k' + 1735276442¢ — 1 k'3 +
1396484375¢ — 1 % k15 + ,1155180090¢ — 1 % k7) /k) + O(K'®);

> error2.4 = —expand((—,1666666667 x k* — 7500000000e — 1 * k*> —
4464285714e — 1 % k7 — 3038194444 — 1 x k° — ,2237215909¢ — 1 * k't —
17352764426 — 1%k — 1396484375 — 1%k — 1155180090¢ — 1#k'7) /k) + O(k'™®):;
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Apéndice E

Calculo de la Dispersion para el
Método de Elementos Finitos
Galerkin Mixto

E.1. Programa en Maple Para Obtener la Ecua-
cién en Diferencias

> restart : with(polytools) :

>eqi=bxzj 1 +2xaxzj+bxzjp +dxpi_y —d*pjp = 0;
>eqyi=—dxzj_1+dxzjg+ frpj1+2xexpj+ fxpiy =0:
>eqsi=bxzj+2%ax*zj1 +b*zjpo+dxp; —d*pjgo=0;
>eqqi=—d*xzj+d*xzjo+ frpi+2xexpj + f*pjpe =0;
>eqsi=bxzjp1 +2xa*x2jp0+bx2j 3+ d*pip —dxpjpg=0:
>eqe = —d*xzjy1+dxzj3+ frpip+2xexpio+ frpis=0:
>eqr:=dxeql +bxeq2:

> eqr = simplify( %);

>eqg:=dxeqdb —bxeqb :
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> eqs = simplify(%);

> zji= (dx zjpo + f*pj+2%expj + f*pja)/d;

> eqz = d * eq3 : simplify(%);

> eqr = simplify(%);

> eqs : simplify(%);

> zj1 1= —(2xbkzjokd+bk fxp+2xbxexpj 1 +bk fxpjio+d*«pj—d?*pji0) [ (2xaxd);
> eqr = axeq7 : simplify(%); eq8 := ax eq8 : simplify( %);

> eqy = (eq7 — eq8)/a : simplify(%);

>def = (bxf+d®)x«pjs1+ 2xaxf+2xbxe)xp;+ (dxaxe+2xbx f—2x
@P)xpipr+ 2xbre+2xax f)xpio+ (bx f+d?) *pjys =0;

E.2. Programa en Maple Para Resolver la Ecua-
cién en Diferencias

> restart : Digits := 50 :

> _FEnvFExplicit -= true :

>ec=uraxt+tvxd+wxr? +ov*rxr+u=0;

S>ui=bxf+dv=2%a*xf+2xbrxe;w:=4xarxe+2xbx f—2x*d%

>a:=h/3:b:=nh/6:d:=1/2:e:=h/3xk*: f:=h/6xk*: h:=0,0005; k := 2;

> solve(ec, x);

> abs(—,99999994444443672839360425208023731065776039630115—
,33333335185185442386879858263992089644741320789962¢ — 3% I );

> abs(,99999950000004166665972222251157392939813609181496—
,99999983333334722221990740750385797646604536616054¢ — 3 1 );

> k[1] := arccos(—,99999994444443672839360425208023731065776039630115) / h;

> k[2] := arccos(,99999950000004166665972222251157392939813609181496) / h;
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>zl = (=2 k> +3xsqrt(=3*k*+9))/(k* +9);
> 22 = (=2 k> +3xsqrt(=3*k*+9))/(k* +9) :
> 13 = —(2x k2 +3xsqrt(=3* k*+9))/(k* +9);
> x4 = —(2xk*+3xsqrt(=3xk*+9))/(k* +9) :

> errol := eval f (taylor(arccos(x1), k = 0,20));
> error_relativo :=

—expand((,55555555555555555555555555555555555555555555555556€

2 x k5 + ,66137566137566137566137566137566137566137566137566¢

- 3

kT 4 ,19290123456790123456790123456790123456790123456790e — 3 * k°

,43841189674523007856341189674523007856341189674523e  — 4 *
,11747190566635011079455523899968344412788857233302¢ — 4 *
,31257144490169181527206218564243255601280292638317¢  — 5 *

k'
k'3
k5

,86734198208890323390444426513175000224140868052754e — 6 * k'7)/k)

O(k * x18);
> errol := eval f(taylor(arccos(x3), k = 0,20));
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Apéndice F

Calculo de la Dispersion para el
Método de Elementos Finitos
Minimos Cuadrados para
Sistemas de Primer Orden

F.1. Programa en Maple Para Obtener la Ecua-
cién en Diferencias

> restart : with(polytools) :

>eqi=bxzj 1 +2xaxzj+bxzjp +d*xpj_y —d*pjp = 0;
>eqyi=—dxzj_1+d*xzjp+ frpji+2xexpi+ frpip=0:
>eqsi=bxzj+2%xax*zjp +bxzjpo+dxp; —d*xpjgo=0;
>eqqi=—d*xzj+d*zjo+ frpj+2xexpip + fxpipe=0;
>eqs i=bxzjp1 +2xax2j0+bx2j 3+ d*xpip1 —dxpjz=0:
>eqsi=—d*2zjp1 +d*zjgg+ fHpjp +2%xexpio+ fxpip3=0:
>eqr:=dxeql +bxeq?:

> eqr = simplify(%);
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>eqg:=dxeqdb —bxeqb:

> eqg = simplify( %);

> zj = (d*zjio+ f*p;+2xexpip1 + fxpji2)/d;

> eqs = d * eq3 : simplify(%);

> eqq = simplify(%);

> eqs : simplify(%);

> zj1 1= —(2kbkzjokd+bk fxp+2xbxexpj i1 +bk fxpjio+d*«pj—d?xpjia) [ (2xaxd);
> eqr = axeqT : simplify(%); eq8 := a x eq8 : simpli fy( %);

> eqo = (eq7 — eq8)/a : simplify( %);

>def = (bxf+d*)xpjs1+ 2xaxf+2xbxe)xp+ (dxaxe+2xb* f— 2%
d®)xpjs1+ (2xbxe+2xax f)kpio+ (b* f+d?) *pjrz = 0;

F.2. Programa en Maple Para Resolver la Ecua-
cién en Diferencias. Version I

> restart :

> polinomio := ax* +ax 23 +bxx?> +ax*xx + 1;

Haciendo el cambio de variables

>xi=z—a/4

Se elimina el término cuibico

> simpli fy(polinomio);

> polinomio := z* + (b—3/8xa®) * 22 + (—1/2xbxa+a+1/8*a®)x 2 — 1 /4 %
a® —3/256 x a* +1/16 x b a® + 1;

> polinomio := 2* +p* 22 + qx 2+ 1

>p:=b—3/8*a’

>q:=—1/2xbxa+a+1/8xa’
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>ri=—1/4xa®>—3/256 xa* +1/16x b* a® + 1;

Hay que resolver la ecuacion de tercer grado

> ecuaciond =4 x (u?/4 — 1) x (u—p) = ¢;

> expand( %, u);

> solve(u® —u?*xb+3/8*u?xa®>+a’>xu—bxa®>+3/8xat +3/64 % a’ xu —
9/64%a*xb+9/512%a’ —1/4xbxa’*u+1/4%b?*a? —4dxu+4%b—3/2xa> =
—1/2%bxa+a+1/8xa3 u);

> uy = 1/24%(—1728%b*xa?+864*a* xb—108*a’ — 18432+ b+ 6912 xa? +4608* b
a®?—1728xa*— 3456 xbxa+6912xa+864+a®+512xb> +12x sqrt(—3145728+ 10368
a® — 82944 x a® — 288768 x a* x b? + 491520 * b® x a? + 884736 b* x a — 110592 x b* a® +
49152 a?*b* +26880 b a* — 215041 ¥ a® + 7776 %1% ¥ a® — 122880 b x a* + 96768 *
b?xa®+89088%b3xa® — 387072 b?xa® — 62208+ b? xa’® — 12288 b°xa> — 1296 a' 0xb—
27648 xa®*b+221184xa’xb+15552xa” *b— 24576 x b* x a +49152 x a* b> — 196608 *
b +81%a'2+2592%a'0—231104%a” — 1296 %a® +2691072*a? +663552*a® — 175104 %
a* —2101248xb*a? — 1769472 x b a+ 843264 a* xb— 703488 b* x a® — 111552 a’ +
1572864 %1%))(1/3) —24 % (—4/3+1/3%a®> —1/9%b?) /(—1728 % b? xa® + 864 xa’ xb—
108 % a® — 18432 xb+6912xa® + 4608 xb* a? — 1728 x a* — 3456 ¥ b* a+ 6912 x a + 864 *
a®+512xb3 +12x sqrt(—3145728 4+ 10368 a® — 82944 % a® — 288768+ at b+ 491520 x
b% % a? + 884736 % b? x a — 110592 x b* a® 4+ 49152 a? x b* + 26880 * b*  a* — 21504 * b3 *
ab + 7776 b? * a® — 122880 % b3 x a* + 96768 * b? * a® + 89088 x b3 x a — 387072 b? x a® —
62208 % b x a® — 12288 % b7 xa® — 1296 x a0 b— 27648 x a® x b+ 221184 % a® * b+ 15552 %
a’xb—24576xb* xa+49152 x axb® — 196608 b* +81* a2 +2592% a0 — 31104 *a” —
1296+ a® 42691072 a? + 663552 a — 175104 a* — 2101248 xbxa® — 1769472 xb*xa+
843264 % xb— 703488 b? xa® — 111552+ a’ + 1572864 %))(1/3) +1/3*b—1/8xa?;
> solve(x? 4+ uy /2 + sqrt(uy — p) * © + q/(2 * sqrt(uy — p)), z);

> solve(z? + uy /2 + sqrt(uy — p) x x — q/(2 * sqrt(uy — p)), z);
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F.3. Programa en Maple Para Resolver la Ecua-
cion en Diferencias. Version 11

> restart : Digits := 50 : _EnvFExplicit :== true :
>eci=uxaxt+oxad +wx2? +oxx+u=0;
S>ui=bxf+div:=2%a*xf+2xbxejw :=4*xa*xe+2xbx f—2xd%
>a:=h/3+1/h:b:=h/6—1/h:c:=(1—k*)/2:d:=(1+k*)/2:
>e:=h/3xk*+1/h: f:=h/6xk*—1/h:h:=0,1;k:=9;solve(ec, r);

> abs(,65877540905580786083954073448283621588186437197659—
,33382494972387435069400925814776245900376077269815 * I);

> abs(1,2078222520924326798219206911502148477987013442922—
,61204652911683900391369224228855316698911271887882 * I);

> k[1] := arccos(,65877540905580786083954073448283621588186437197659/
,73852835872076991735044376660373578073535924841130) / h;

> k[2] := arccos(1,2078222520924326798219206911502148477987013442922/
1,3540441449426992938310411229029442144845099942013) / h;
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Apéndice G

Calculo de las Integrales
Involucradas en los Métodos

A continuacién se presentan los calculos de las integrales involucradas en los méto-
dos de elementos finitos Galerkin Mixto y Minimos Cuadrados para sistema de
primer orden. Para ello se consideran elementos lineales en una discretizacién

uniforme del dominio con funciones de forma definidas por (2.17).

1 h _h)Q h
2 :/ (= 2 (G1
| = [ Egta -3 e
L
2

1 hl’—h
/90/0900(136—/ ( = o — —
0 0
1

! Jh xr—(j—1)h)(x—jh h
/ SOj—lSDjdx:/ o=l h)z 4 )d =5 (G4)
0 (—1)h
L (g — (= 1)h)? UFOM (2 — (j + 1)h)? 2h
/gp?dx:/‘ ( (h2 ))d:c—i-/ ( (h2 ))deQ(G.E))
0 (F-1h jh
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Apéndice H

Método de Diferencias Finitas
Dominio Tiempo Explicito

H.1. Formulacion del Método de Diferencias Fi-

nitas Dominio Tiempo Explicito

En este caso, a diferencia de la seccién anterior, el operador diferencial L de-
pendera también del tiempo. Por ello, se utilizan aproximaciones tanto espacia-
les como temporales para dicho operador. Debido a esto, es necesario establecer
una discretizacion del tiempo, ademas de la discretizacién del dominio €2 y tener
condiciones iniciales. Al discretizar el operador diferencial L, de la forma ya men-
cionada, se obtiene la ecuacién en diferencias Lju]' = f;, donde el superindice n
hace referencia al nivel de tiempo, en el que se ha llevado a cabo la aproximacién

del operador diferencial L.

En el caso que en dicha ecuaciéon en diferencias sélo se tenga una incognita, ya
que los demas valores de u en los nodos y niveles de tiempo involucrados sean

conocidos se dird que se esta en presencia de un esquema explicito. Al hacer variar
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1 en cada nivel de tiempo se obtendra asi todos los valores de u en los nodos x;
para el nivel de tiempo n, esta claro que se deben sustituir cuando aparezcan en las
ecuaciones en diferencias tanto las condiciones de borde como las iniciales . Luego
esto se repite hasta donde se desee incrementando el tiempo en una cantidad At,;
n=1,2,3,---. Usualmente esta variaciéon temporal se establece constante y se le

denomina At.

H.2. Método de Diferencias Finitas Dominio
Tiempo Explicito

A diferencia de otros métodos presentados en este trabajo, el método de diferencias
finitas presentado en esta seccion es una formulaciéon que depende del tiempo, por
lo que se utilizara la ecuacién de onda dispersa, en vez de la ecuaciéon de Helmholtz.

El problema de frontera para la onda dispersa se define como
(Wse)ir = (Wse)aw, 0 <z <1 (H.1)
con condicién de frontera
(Wse)2(0,1) = —(Wse)2(0, 1) = ike ™" |,—o= ike ™" (H.2)
y condicién de irradiaciéon en el infinito

(wse)e(1,8) + c(wse)z(1,1) = 0 (H.3)

La expresién para la amplitud de la onda total se descompone como w(x,t) =
Wse(x, 1) + Wine(z,t), donde la onda incidente se expresa como wp.(z,t) =

e—zkxe—zwt
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Es bien conocido que al resolver la ecuacién (H.1) sujeta a las condiciones ya es-
tablecidas se obtiene por solucién (ws.)(z,t) = eF@e=!t

Como la solucién del problema de la ecuacion de onda es arménica en el tiempo, no
importa cuales son las condiciones iniciales, ya que lo que nos intereza es la etapa
estacionaria. Por ello se pueden utilizar como condiciones iniciales (wg.)(z,0) = 0
Y (wse)t(w,0) =0

Para resolver el problema numéricamente y compararlo con el método de elemen-

tos finitos minimos cuadrados se planteara un sistema de ecuaciones diferenciales

de primer orden equivalente, a saber:

%—f + cg—ij —v (H.4)

% - cg—z = (H.5)

(w5e)2(0, 1) = ike™™ (H.6)

v(1,t) =0 (H.7)

(wse)(2,0) = 0, (Wse)e(w,0) = 0 (H.8)

En la ecuacién (H.6) aparece la frecuencia espacial k en vez de la frecuencia

W

temporal w, debido a que se ha considerado en la ecuacion que las relaciona ¢ = ¢

un valor de ¢ = 1.

Discretizando este sistema de ecuaciones diferenciales utilizando aproximaciones
de las derivadas en base a las férmulas de diferencias centradas de tres puntos

dadas por (2.7), tenemos que:

witt —wh Wl —wly
i i Z 1y H.9
oAt A Vi (H.9)
ptl gl UTL+1 — 1
L L ! 2 =0 H.10
2At 2Ax ( )

donde i = 1,2, ..., Ny — 1 para (H.9) e i = 2,3,..., N; — 1 para (H.10)
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Haciendo lo mismo para las condiciones de frontera, se obtiene

wg B wg — Z’kefiktn
2Ax
vy, =0
w) =0
wi—wit_
2At

(H.11)
(H.12)
(H.13)

(H.14)

Esta ultima ecuacién implica que w, ! = w}, y como ya se ha mencionado que

se esta trabajando con un problema cuya soluciéon es armonica en el tiempo se

pueden seleccionar w; 1— w} =0.

Las ecuaciones en diferencias a utilizar para este método se obtienen sustituyendo

diferentes valores de 7 en las ecuaciones anteriores.

Despejando wy de (H.11) y sustituyendo ¢ = 1 en (H.9), se obtienen

wh = wh — 2ikAxe *n

At
with = wiT - E(

wy — w() + 2Atv7
Sustituyendo (H.15) en (H.16) y luego simplificando, se obtiene

Wi = W — 2ikAte™ + 2AtT

Luego de las ecuaciones (H.9) y (H.10) para ¢ = 2,..., N; — 1, se obtiene

At
witt =it — E(wﬁr1 —wl )+ 2At0}"
. n At , n
vttt =Pt A_w(vi—i-l —vil4)

La siguiente condicién se usara como Criterio de Parada

(e ([l = el o™ = o7} < e
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Para hacer la comparacion con los otros métodos desarrollados en este trabajo

hay que tomar en cuenta que

w(x,t) = w(z)e ™" (H.21)

—iwi(z)e” ™ + W, (1)e” ™ = v(x)e ™! (H.22)

En esta ultima ecuacién despejamos la variable que vamos a comparar con z en
la formulacion LSFEM
Wy(z) = v(x) + iww(x) (H.23)

donde
v(z) = v(x, t)e™" (H.24)
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Apéndice 1

Programacion del Método de
Diferencias Finitas Dominio
Tiempo Explicito

% Este programa resuelve la ecuacién de Helmholtz basdndose en la ecuacion de
% onda para ello se resuelve esta ultima (marchando en el tiempo) hasta que
% se estabilize, esta versién utiliza solo tres filas para p y dos para z

clear all; % Estos son los parametros que se le van a pasar a la funcién
k=1 x%3,141592654

N1 =100;

tolerancia = 0,001;

maximo_iteraciones = 300000;

delta_x = 1/(N1 —1); % Aqui comienza la funcién time_domain

delta_t = delta_x/10;

im = sqrt(—1);

P(1,2: N1+ 1) =ones(1,N1);

P(2,2: N1+ 1) =1—1imxk *delta_t;

error = 1;

n=1,
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P(1,1) = P(1,3) — 2 *im x k * delta_z;
P(2,1) = P(2,3) — 2% im x k x delta_x * exp(—im x k * delta,);
virtual = P(1,N1) — 2 x delta_z/delta_t « (P(2, N1+ 1) — P(1, N1+ 1));
Z(1,1: N1+1) = (P(2,1: N1+1)—P(1,1: N1+1))/delta_t— (virtual — P(1, 1 :
N1+1))/delta_z;
while and(n < mazximo;teraciones,error > tolerancia)
Z(2,2: N1+1) = Z(1,2: N1+ 1)
—delta_t/delta_x * (Z(1,2: N1+1)— Z(1,1: N1));
P(3,2: N1) = P(2,2 : N1)
+ delta_t/delta_x * (P(2,3: N1+1) — P(2,2: N1))
+deltatx Z(2,2: N1);
P(3,N1+1) = ((3 — delta;/delta_x) x P(2, N1+ 1)
+ delta_t/delta_x x P(2, N1)
+deltat = Z(2,N1+1))/3;
if n = maximo_iteraciones — 1
P(3,1) = P(3,3) —2xim x k x delta_x x exp(—im x k x (n + 1) x delta_t);
Z(2,1) = (P(3,1) — P(2,1))/delta_t — (P(2,2) — P(2,1))/delta_z;
end
errorl = maz(abs(abs(P(3,2: N1+ 1)) —abs(P(2,2: N1+ 1))));
error2 = maz(abs(abs(Z(2,2: N1+ 1)) —abs(Z(1,2: N1+ 1))));
error = maz(errorl, error);
n=n+1;
for 7 =1:50
if m == j 10000
n

end
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end
P(1,1: N14+1)=P(2,1: N1+ 1);
P(2,1:N14+1)=P(3,1: N1+ 1);
if and(n < maximo_iteraciones, error > tolerancia)
Z(1,1: N1+ 1) = Z(2,1: N1+ 1);
end
end
N1;n;errorl;error2;error
aurl =real(P(1,2: N1+ 1) x exp(im x k x (n — 1) * delta_t));
auxr2 = real(P(2,2: N1+ 1) x exp(im * k x (n) * delta_t));
Yaux3=real(-(im*k*P(1,2:N14+1)+7(1,2:N14+1) ) *exp(im*k*(n-2) *delta_t));
aurd = real(—(im*xkx P(1,2: N1+ 1)+ Z(2,2: N1+ 1)) x exp(im * k x (n —
1) x delta_t));
z2=0:deltax :1;
figure(1);
plot(z,auxl) v’ z, aux2b');
figure(2);
plot(z, auxd) V');
%y=0:delta_x:1+delta_x;
figure(3);
A=P(1:2,2: N1+1);
plot(z, A/ r');
figure(4);
B=27(1:2,2: N1+ 1);
plot(z, B,/ b');

clearall
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Apéndice J

Formulacion y Aplicacion del
Método de Elemento Finito
Minimos Cuadrados a un
Problema de Dispersion de Onda

en 2D

Resumen

En este trabajo se desarrollan dos formulaciones numéricas del método de elemento
finito del tipo minimos cuadrados para resolver la ecuacién de Helmholtz en dos
dimensiones (2D). Se hacen comparaciones de dichos métodos en cuanto a orden de
convergencia, error por contaminacion y dispersion. Se presentan varios ejemplos

que validan las conclusiones.
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J.1. Ecuacion de Helmholtz en 2D
J.1.1. Introduccién

El fenémeno de dispersion de una onda plana que choca con un cilindro infinito
con cavidad vacia o hueca (Figura 1) se modela por la ecuacién de onda

-
8—;; N (J.1)

Como la onda p es armonica en el tiempo ella genera una respuesta armonica en
el tiempo (PAL), asi

pla.t) =p(x)e ™ (J.2)
Al sustituir (J.2) en (J.1) se obtiene la ecuaciéon denominada ecuacién de onda

reducida o ecuacién de Helmholtz

wQ
Ap + aP= 0 (J.3)

donde w es la frecuencia de una onda sinusoidal particular (en tiempo) y c es la

velocidad del sonido. La relacién k = £ es denominada ”"numero de onda”.

Consideraremos el caso bidimensional en coordenadas polares

10, dp 1o*

Z 2 (p2E — P L2y =0 J.4

rar(rar)+r2 00 AP (7:4)
sujeta a la condicién de frontera de cavidad hueca p(a) = —pinca). Para que

dicho problema tenga solucién unica hace falta una condicién. Se utilizarda una
condicién de Non Reflecting Boundary Condition (NRBC') o condicién de frontera

absorbente y viene dada por la ecuacién



J.2. Meétodo de Elemento Finito del Tipo Mini-
mos Cuadrados para Sistemas de Primer
Orden

Al igual que en una dimensién se desea plantear el sistema de ecuaciones lineales
dado por
Re(Au, Av) + Re(Bu, Bv), =0 (J.6)

Antes de proceder a desarrollar dicho sistema vamos a encontrar un sistema equi-
valente a la ecuacién de Helmholtz 2D que sea eliptico. Esto se hara de dos formas
diferentes. La primera, se basarda en un cambio de variables en funcién del gra-
diente y la segunda, en un cambio de variables que involucra a la condicion de

irradiacién.

J.2.1. Primer Sistema

Para trabajar esta parte reescribiremos la ecuacién de Helmholtz de la siguiente

forma
dp 9*p 1%
' T ST =0 J.7
3T+rar+T892+ P (J.7)
u op
Utilizando el cambio de variables Vp = = a; se obtiene el sistema de
v 19p
r 00
ecuaciones diferenciales de primer orden
Ju Ov 9
u+ra+%+krp—0 (J.8)
dp
—— =0 J.9
or (J.9)
0
v — a—z =0 (J.10)



Es bien sabido que un sistema de ecuaciones diferenciales de tres ecuaciones con
tres incognitas nunca serd eliptico. Por ello vamos a agregar una nueva ecuacién
diferencial de primer orden, combinando las ecuaciones (J.9) y (J.10), a esta nueva
ecuacion le daremos el nombre de ecuacién de compatibilidad. Para obtener la
ecuacion de compatibilidad derivamos (J.9) respecto a 6 y (J.10) respecto a r, la

ecuacion resultante de esta ultima se la restamos a la de la primera y se obtiene
v+r———=0 (J.11)

Ahora plantearemos un sistema de ecuaciones que es equivalente al sistema (J.8)-
(J.11). Luego se demostrara que son equivalentes y después se demostrard la elip-

ticidad del ultimo sistema.

Sea el sistema

u+r%+%+k2m= (J.12)
u+g—z—%—0 (J.13)
TU—TZZ—f—%:O (J.14)
v—i—r% %—'rg—fzo (J.15)

Para demostrar que este sistema es equivalente al anterior basta que 9 =

Constante, procederemos a probar esto

Primero, derivamos las ecuaciones (J.13) respecto a 6 y (J.14) respecto a r. Luego

a esta ultima le restamos la anterior, obteniéndose

ov du QY L0 I 0

vt e T o o =" (1.16)
Utilizando (J.15) obtenemos
0% 99 0%
52 "5 T g2 0 (J.17)
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o lo que es lo mismo Av = 0. Si se utiliza la condicion de frontera g—z = 0, entonces

se concluye que ¥ = Constante. Por ello los sistemas (J.8-J.11) y (J.12-J.15) son

equivalentes.

Ahora comprobaremos que el sistema (J.12-J.15) es eliptico y asi (J.8-J.11) tam-

bién lo es, para ello lo escribimos de la forma Au = (A2 + A; £ + Ag)u donde

0
0
Ay =
-1

0

0 10
0 01
0 00

-1 0 0

y A =

0O » 0 O
-1 00 O
0 00 —r?

0O 0 r -—r

Para demostrar la elipticidad de un sistema de ecuaciones diferenciales de primer

orden expresado en la forma Au = (Ag% + A1% + Ap)u hay que probar que

det(AQT] + Alg) 7é 0 Vv

4
U

0

£
En nuestro caso tenemos que det(Ayn + Aje) = (2 + 12 e2)2#£0 V £

Asi el sistema (J.12)-(J.15) es eliptico

J.2.2.

Segundo Sistema

i 0

Para trabajar esta parte reescribiremos la ecuacién de Helmholtz de la siguiente

forma

9p
or

Py, 10
or  roh?
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+r—=+ +krp=0 (J.18)



U dp + 1—2ikr
ey . . o 2 . .
Utilizando el cambio de variables = | " se obtiene el sistema de
v 10p
r 00

ecuaciones diferenciales de primer orden

ou ov 1
) . 1 il o122\,
e —i—r—ae + r(tkr + 2)u+ (1—-2ik —2k*r")p=0 (J.19)
dp  2ikr —1
22 2
ru—ro + 5 P (J.20)
o — % — 0 (J.21)

Vamos a agregar una nueva ecuaciéon diferencial de primer orden combinando
las ecuaciones (J.20) y (J.21). Para obtener dicha ecuaciéon de compatibilidad
derivamos (J.20) respecto a 6 y (J.21) respecto a r, a la ecuacién resultante de esta
ultima le restamos la primera multiplicada por %, luego el resultado se multiplica

por 7 obteniéndose

rv+r2@ —r@ (2ikr = 1)@ =

or 00 2 80_0 (7.22)

De igual manera como se desarroll6 en la seccién anterior se planteara un sistema
de ecuaciones que es equivalente al sistema (J.19-J.22). Luego se demostrara que

son equivalentes y después se demostrara la elipticidad del ultimo sistema.

Sea el sistema

r2% - r% +r(ikr + %)u + (1= 2ikr — 2k*r*)p = 0 (J:23)
ru+r%—r%+2im7_1p:0 (J-24)
rv—r2¥—%=0 (J.25)
rv+r2%—r%—r2%—%%zo (J.26)

Para demostrar que el sistema (J.23-J.26)es equivalente al (J.19-J.22) basta que

¥ = Constante, procederemos a probar esto
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Primero, derivamos las ecuaciones (J.24) respecto a 6 y (J.25) respecto a r. Luego

a esta ultima le restamos % veces la anterior, obteniéndose

ov  Ou 2tkr —10p o9 0% o0 0%

—_——— - —r— =7 —r— = — =0 J.27
Yo T T T 2r e ar "o or o (1-27)
Utilizando (J.26) obtenemos
0?0 o9 0%
2
Y R S 2
"oz "or o (J.28)
o lo que es lo mismo AY = 0. Si se utiliza la condicién de frontera % = (0 entonces

se concluye que ¥ = Constante. Por ello los sistemas (J.19-J.22) y (J.23-J.26) son

equivalentes.

Ahora comprobaremos que el sistema (J.23)-(J.26) es eliptico y asi (J.19)-(J.22)

también lo es, para ello lo escribimos de la forma Au = (A3 2+ A; 2 + Ag)u donde

0 0 r0 0 r” 0 0
0 0 0 r —r 0 0 0
-1 0 00 0 0 0 —r?
=2k —r 00 0 0 r* —r?

Para demostrar la elipticidad de un sistema de ecuaciones diferenciales de primer

orden expresado en la forma Au = (Ag% + Alg + Ap)u hay que probar que

3
det(Agn + A1€) 7é 0 Vv 7é
i 0

£
En nuestro caso tenemos que det(Ayn+ A1e) = r3(n?+r2e?)2£0 V £
n 0
con 1 # 0

Asi el sistema (J.23)-(J.26) es eliptico si r # 0
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