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Resumen

En ésta investigacion se desarrollaron herramientas computacionales para los métodos
de diferencias finitas miméticas, en particular se resuelve una ecuacién diferencial
de segundo orden con coeficientes variables. Para ello se usaron las aproximaciones
discretas de los operadores de divergencia y gradiente dadas por Shashkov y por
Castillo. El primer método usado es el de operadores de soporte de Shashkov o método
1—2—1. Los otros métodos utilizados fueron2 -2 —-2,4—4—-4y 6 — 6 — 6, todos debido
a Castillo. Los cuatro métodos implementados fueron aplicados a diversos problemas,
haciendo énfasis en el problema de dispersion de ondas acusticas unidimensional, el
cual viene dado por la ecuacion Helmhontz. Para este problema, como se conoce la
solucion exacta fue posible hacer un estudio del orden de convergencia de los métodos.
También se hace el analisis de la contaminacion numérica debido al efecto de dispersion
dadas por las condiciones de frontera.

Palabras claves : Métodos Miméticos, Helmholtz, Dispersion Numérica.
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Introduccion

En el presente trabajo se les mostrara un nuevo enfoque para resolver problemas de
ecuaciones diferenciales, el cual trata de los métodos de diferencias finitas mimeéticas;
gue son métodos novedosos y poco estudiados, entre los cuales se mencionan el
método de Operadores de Soporte de Shashkov para el caso 1 — 2 — 1, y los métodos de
Castilo2—-2—-2,4—4—4y 6 — 6 — 6, que son aplicados al problema de la ecuacion de
Helmholtz. Estos métodos tienen la particularidad de imitar propiedades fundamentales
de los operadores continuos de la divergencia, gradiente y rotor en forma discreta y estos
actuaran sobre dos tipos especiales de conjuntos que son los nodos y las celdas, que a
Su vez éstos conjuntos se definen en el dominio de la ecuacion antes mencionada que es
[0,1], cuyo espacio se le llama mallado o tejido, este mallado se puede clasificar de tres
maneras: Uniforme, cuando el dominio esta dividido en una serie de intervalos, delimi-
tados por los nodos, y estos intervalos tienen la misma longitud 1/(m — 1), donde m es
el parametro de entrada que indica la cantidad de nodos que tiene el mallado. Luego se
tiene No Uniforme Suave, que es el mallado que se obtiene aplicando una funcién suave
definida en el dominio de la funcion diferencial en la cual se quiere trabajar, en un dominio
gue es definido mediante un mallado suave, y por ultimo el mallado No Uniforme No
Suave que se obtiene mediante una relaciéon de intervalos cémo por ejemplo h, 2h, h, 2h, ...

El primer método que se vera, que es el de Shashkov se obtiene mediante un analisis
algebraico, donde se selecciona un operador, ya sea divergencia o gradiente, que se
le llamar& operador primal, y en base de éste se calcula el siguiente que puede ser
tanto la divergencia o el gradiente. Los métodos de Castillo a diferencia del anterior
sus operadores se obtienen mediante un analisis matricial, que se basa en un producto
interno que es definido por Castillo. Estos métodos se aplican a la ecuacion de
Helmholtz y se obtienen una serie de ecuaciones lineales que se le denominan esquemas
miméticos. Se veran sus resultados, que son aproximaciones a dicha ecuacion, y partir
de éstos resultados se haran estudios de errores, orden de Convergencia y Dispersion



de Ondas, donde este ultimo es muy importante, porque mide el efecto de contaminacion
gue se observa al aplicar dicho método a la ecuacion de Helmholtz.



Capitulo 1

Definicion del Problema

1.1. Introduccion

En la siguiente seccibn se mostrara cual es el problema que se plantea en ésta
investigacion, que es aplicar los métodos de diferencias finitas miméticas a un problema
de dispersion de ondas en 1D, se vera los trabajos que han antecedido a éste trabajo,
ya sea de teorias y aplicaciones, también la justificacion del mismo, se plantearan los
objetivos de ésta investigacion, y se sefalara que metodologia se va a utilizar para cumplir
los objetivos de este trabajo.

1.2. Planteamiento del Problema

Recientemente, se ha generado un nuevo enfoque matricial [3] para resolver ecuaciones
diferenciales por métodos miméticos, los cuales han sido poco probados, un grupo de
investigadores entre los que se mencionan castillo y Shashkov estan comenzando a
utilizarlos en diversas areas, entre las que se encuentran fluidos, electromagnétismo,
ondas acusticas, entre otras. Por ello se ha creado la necesidad, para dicho grupo
de investigacion, de incrementar sustancialmente las pruebas de dicho enfoque. Un
interesante y bién conocido problema de resolucién numérica es la ecuacion Helmholtz:

P+ Ep=0, 0<z<o0 (1.1)

donde £ representa el numero de onda y p = p(z) la presion de la onda, con condiciones
de frontera de pared rigida p(0) = 0. Para que este problema este bien planteado se
necesita agregar una condicién introducida por Sommerfeld que es la de irradiacién en el
borde infinito, en este caso equivale a la ecuacion satisfecha por la onda dispersada que



viaja hacia la derecha en el borde infinito.

dpse
dx

—tkpse =0, x — 00 (1.2)

En 1D la condicion de irradacion de Sommerfeld (1.2) se satisface exactamente en cada
punto del dominio, cuando = > 0, por ello se selecciona el intervalo [0,1]. La presion, se
puede descomponer en la suma de la presion para la onda incidente y la onda esparcida,
p(z) = pine(x) + pse(x). Luego el problema a resolver para la onda esparcida p,. seria

P+ Epe=0 0<z<]l, (1.3)

Pee(0) = ik (1.4)
La ecuacion diferencial (1.3) es de segundo orden.

dpse
dx

(1) = ikpee(1) = 0 (1.5)

A partir de dicha solucion y la presién para la onda incidente se puede obtener la presion
total p(z). Se ha probado [4] que la resolucion numérica de dicho problema presenta
contaminacion, por lo cual es de interés estudiar este aspecto.

La ecuacion diferencial
ap” + Bp' +op=f (1.6)
donde «, 3,6, feL?[0,1]

sujeta a las condiciones de frontera
712/ (0) + &1p(0) = Fy (1.7)

Yop (1) + &ap(1) = ks (1.8)

donde ~,79, &1, &, k1, ko € C puede modelar muchos problemas fisicos, incluyendo la
ecuacion de Helmholtz. Es de interés conocer tanto la variable primal, cobmo la variable
secundaria z = Vp en, de ésta manera la ecuacion (1.6) se transforma en un sistema de
ecuaciones diferenciales

Para ello se hara el cambio de variables z = Vp = ¢/ obteniendo el sistema de ecuaciones

aZ +fz+0p=f (1.9)
z=p (1.10)
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donde en la ecuacién (1.9) 2 representa la divergencia de z.

Para obtener dicha solucién, esta investigacion pretende proveer herramientas computa-
cionales, por el método de diferencias finitas miméticas (M D F M), que permitan resolver
aproximadamente ecuaciones diferenciales ordinarias las cuales puedan ser expresadas
en funciéon de los operadores de divergencia (V.), y gradiente (V) como las dadas por
(1.9) y (1.10).

1.3. Antecedentes

El problema de aproximar la solucién de diversas ecuaciones diferenciales ha llevado a
gue muchos cientificos hayan construyan diferentes métodos para abordar este tema.
Hoy en dia se necesitan hacer simulaciones de dinamicas de sdlidos y liquidos, ondas
de choque, ecuaciones de calor entre otros, cuyos dominios requieren ser representados
en forma de un tejido o malla, que puede ser estructurada, no estructurada, suave, no
suave, ortogonal, no ortogonal, simple, distorsionada, y con otras caracteristicas que
necesitan de su estudio para obtener la solucion aproximada en cuestion, de una forma
segura, y con la menor cantidad de costo computacional. Uno de ellos es el método de
diferencias finitas miméticas.

Actualmente existen varios grupos interdisciplinarios que desarrollan métodos rela-
cionados con los miméticos, entre los que se pueden presentar un conjunto de trabajos
publicados en esta area, como metodologias, teorias, y clases de problemas que pueden
resolver:

1. En 1995 J. E. Castillo, J. M. Hyman, M. J. Shashkov y S. Steinberg publican un
articulo [1] donde combinan el método de operadores de soporte con el método de
mapeo, y derivan nuevas discretizaciones exactas de cuarto orden miméticas para
la divergencia, el gradiente y el laplaciano sobre discretizaciones no uniformes, por
los cuales éstos métodos serviran como base para obtener el método de diferencias
finitas miméticas.

2. En 1996 M. Shashkov y S. Steinberg [10] desarrollan un nuevo algoritmo de
diferencias finitas para resolver ecuaciones de difusion con coeficientes complejos
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sobre un mallado rectangular general. El analisis de este articulo sera importante
para la construccion de las rutinas a implementar.

En 1997 J. M. Hyman, M. Shashkov y S. Steinberg [5] extienden el método de ope-
radores de soporte a mallados tensoriales y rectangulares, ambos no suaves. Este
tipo de mallado sera usado para las pruebas de los métodos desarrollados en este
trabajo.

En 1997 J. M. Hyman y M. Shashkov [6] usan el método de operadores de soporte
para derivar aproximaciones para la divergencia, el gradiente y el rotacional usando
analogos discretos de las identidades integrales satisfechas por los operadores
diferenciales, que serviran para obtener y entender el método de diferencias finitas
miméticas.

En 1998 J. M. Hyman y M. Shashkov [7] describen cémo incorporar las condiciones
de frontera dentro de los métodos de diferencias finitas y luego construyen
métodos de diferencias finitas seguros para aproximar las ecuaciones de Maxwell
y las ecuaciones de difusién del campo magnético usando analogos discretos de
operadores diferenciales que satisfacen las identidades y teoremas del calculo
vectorial y tensorial en forma discreta, que se usaran para entender los analogos
de las propiedades del método de diferencias finitas miméticas.

En 1999 J. E. Morel, M. Shashkov y P. K. Smolarkiewics [9] derivan un esquema
de diferenciacion de difusién en 3D para tejidos hexaedricos, usando el método de
operadores de soporte.

En el afio 2000. J. M. Hyman, M. Shashkov y S. Steinberg [8] introducen el producto
interno estandar, y un nuevo producto interno, donde las definiciones de estos
productos internos estan basados en la interpolacion de los flujos de los campos
vectoriales, éste nuevo producto interno es la base para obtener los esquemas a
utilizar en éste trabajo.

En el afio 2001 J. E. Castillo, junto con J. M. Hyman, M. Shashkov y S. Steinberg
[2] derivan aproximaciones de diferencia finita de cuarto y sexto orden para los o-
peradores de divergencia y gradiente y asi como un producto interno compatible
sobre mallas estrechas en una dimensién en un dominio acotado, que son de suma
de importancia. En éste articulo se explica de forma detallada como obtener éstos
operadores discretos, que satisfacen el teorema de Green.
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9. Del nueve al once de Julio de 2003, en el Computational Science Research Center
de San Diego State University se realizé el primer Workshop denominado Mimetic
Discretization of Continuum Mechanics, donde se presentaron una serie de trabajos
entre los que se encuentra [14] donde se comienza a utilizar algunos métodos
mimeéticos a un problema de dispersion de ondas en 1D. En este trabajo ademas,
se hace un estudio preliminar de orden de convergencia y analisis de dispersion.
La investigacion que se desarrolla en este trabajo es una continuacion del trabajo
gue se acaba de mencionar.

El 21 de Noviembre de 2002, en la Escuela de Mateméaticas de la Facultad de
Ciencias de la Universidad Central de Venezuela, se desarrollaron las "Primeras
Jornadas Venezolanas de Métodos de Discretizaciones Miméticas en Mecanica de
Medios Continuos"”, donde el profesor José Castillo de San Diego State University junto
con otros investigadores del pais expusieron temas relacionados con la generacion de
nuevos esquemas y nuevas aplicaciones de dichos métodos.Se destaca el hecho que la
presentacion dada por el Dr. Castillo fue publicada en [3] y es la base del trabajo.

1.4. Justificacion

Desde la pasada década, un grupo de investigadores de San Diego State University [1],
[11], [12], [13] y [14]; y Los Alamos National laboratory [10], entre otras instituciones han
desarrollado metodologias para resolver ecuaciones diferenciales por los métodos de
diferencias finitas miméticas, que sirven para obtener operadores discretos que aproxi-
man a los operadores continuos de divergencia (V.) y gradiente (V), que satisfacen a los
analogos discretos de las identidades integrales satisfechas por los operadores diferen-
ciales. Estos analogos discretos de operadores diferenciales satisfacen las identidades y
teoremas del calculo vectorial y tensorial y proveen nuevos métodos de diferencias finitas
para una gran clase de ecuaciones diferenciales parciales.

Los analogos discretos de los operadores diferenciales son obtenidos y analizados
usando el método de operadores de soporte.

El método de operadores de soporte usa las versiones discretas de identidades in-
tegrales, como una base para construir operadores discretos con dominios y rangos
compatibles, y es usado para extender un conjunto de operadores discretos para formar
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analogos discretos de las identidades integrales.

A partir del afio 2002 un grupo de investigadores Venezolanos se han dado la tarea de
hacer estudios relacionados a las aplicaciones de dichos métodos a diversos problemas
de interés en el ambito cientifico. En éstos términos esta centrada ésta investigacion de
forma tal que se puedan hacer comparaciones de éste método con otros que han sido
estudiados mas profundamente y asi colaborar en clarificar las ventajas y desventajas
de éstos meétodos. Se destaca el hecho que soOlo se sabe que éstos métodos han
sido aplicados a los problemas relacionados a las ecuaciones de Maxwell, Difusion

Magnética 'y Dinamica de Gases.

1.5. Obijetivo General

Desarrollar las herramientas computacionales necesarias para aplicar métodos de di-
ferencias finitas miméticas a un problema de dispersion de onda en 1D, utilizando
esquemas en diferencias de orden superior.

1.6. Objetivos Especificos

1. Estudiar diferentes Métodos de Diferencias Finitas Miméticos para resolver ecua-
ciones diferenciales ordinarias lineales expresadas en funcién de los operadores de
divergencia y gradiente.

2. Implementar los algoritmos necesarios para resolver numéricamente ecuaciones
diferenciales ordinarias lineales.

3. Aplicar los médulos de software realizados a un problema de dispersion de ondas
en 1D dada por la ecuacion de Helmholtz.

4. Estudiar numéricamente el orden de convergencia de los métodos de diferencias
finitas miméticas e implementarlos en 2. y utilizados en 3.

5. Encontrar estimados para la contaminacion del error al usar los métodos de
diferencias finitas miméticas en la aplicacion mencionada en 3.



1.7. Metodologia Propuesta

Como el problema planteado consiste en desarrollar rutinas para los métodos de dife-
rencias finitas miméticas para la ecuacion de Helmholtz, la metodologia que se desea
proponer es utilizar la estrategia del Ciclo de Vida, utilizando el modelo de cascada de
un Sistema, planteado por lan Sommerville en [17] en su libro de Ingenieria de Software
utilizando sélo las siguientes cuatro fases o étapas:

1.7.1. Analisis

En esta etapa se plantea resolver la ecuacion de Helmholtz (1.1), para este caso se
evaluaran sus restricciones, se descompondra en un sistema de ecuaciones de primer
orden (1.9) para ver cual o cuéles son las mejores maneras de resolver dicha ecuacion
con los distintos métodos de diferencias finitas miméticas.

1.7.2. Disefo

Después de haber realizado el estudio, se procedera a desarrollar los diversos algoritmos
correspondientes a los métodos de diferencias finitas miméticas con la ecuacion de
Helmbholtz, se buscaran las mejores estructuras de datos, y los algoritmos mas eficientes.

1.7.3. Implementacion

Consiste en codificar las rutinas de los algoritmos en un lenguaje de programacion que
genere resultados eficientes y precisos.

1.7.4. Pruebay Evaluacion

Durante ésta actividad se realizaran todas las pruebas pertinentes para evaluar, en los
diferentes casos qué estas representen, el comportamiento de las rutinas con el proble-
ma planteado. Para la realizacion de ésta fase se llevaran a cabo comparaciones de la
solucion numérica y la solucion analitica, analizando el orden de convergencia de los
métodos, asi como la contaminacion del error en aquellos casos que sea posible.



Capitulo 2

Marco Teorico

2.1. Introduccion

En este capitulo se mostrara la base teorica de los métodos de diferencias finitas
miméticas con los que aplicaran al problema de Helmholtz, entre los que se vera el
método 1 — 2 — 1 de Shashkov, y los métodos de Castillo, se mencionaran los tipos de
mallado y los tipos de discretizaciones en los que actian los operadores generados por
dichos métodos.

2.2. Las Principales Ideas de los Algoritmos de Diferen-
cia Finita

Un namero significativo de problemas de Fisica e Ingenieria se llevan de la mano con
ecuaciones diferenciales con derivadas parciales. Las soluciones explicitas de estas son
obtenibles so6lo en casos especiales.

La solucién de ecuaciones diferenciales por medio de esquemas en diferencias finitas se
realiza en dos etapas:

m La generacion del esquema de diferencia finita (una aproximacién de diferencia a la
ecuacion diferencial).

m La solucién computacional de las ecuaciones diferenciales, la cual se escribe en
la forma de un sistema en orden superior de ecuaciones algebraicas lineales y no
lineales.

La esencia del método de diferencia finita es la siguiente:
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1. El dominio continuo (por ejemplo, un intervalo, un rectangulo, o un dominio de una
figura arbitraria) se reemplaza por un conjunto discreto de puntos (nodos), que
forman el mallado.

2. En lugar de una funcién de argumentos continuos, una funcion de argumentos
discretos es considerada. El valor de ésta funcion se define en los nodos del mallado
0 en otros elementos del mallado.

3. Las derivadas que estan en las ecuaciones diferenciales y en las condiciones
de frontera son aproximadas por la expresion diferencial discreta, de éste modo
el problema diferencial es transformado a un sistema de ecuaciones algebraicas
lineales o no lineales, que se llama esquema de diferencia finita.

2.2.1. Funciones de Mallado

Un ejemplo simple de un mallado es el caso 1D. Dadosel dominio de la variable z, por
ejemplo el intervalo [0,1], este se divide en m — 1 sub-intervalos que son llamados celdas.
Los extremos de las celdas son denominados nodos a saber:

OZIL‘0<IL‘1<"'<IL‘¢<I’Z'+1<"'<l‘m_2<l‘m_1:1. (21)
Estos nodos que van desde el intervalo [0, 1] en m — 1 sub-intervalos son llamados celdas
{[xi,le],i:O,...,m—Z}. (22)

A este mallado se le denomina No Uniforme .

Para la identificacion de los nodos, se puede usar el indice i. Si
xi=hx(i—-1), h=1/(m-1), (2.3)

el mallado es un Mallado Uniforme , en éste caso la densidad de la distribucion de los
nodos pueden ser caracterizados por el parametro h como se puede ver en la figura 2.1,
lo cual tiende a cero cuando el nUmero de nodos se incrementa.

Para mallados no uniformes usualmente se asume que hay algunas constantes C,,.. Y
Cnin, las cuales no dependen de h, sino

Cminh < Tiy1 — T4 < Cmazh' (24)

Si se toma ésta aceptaciéon como valida, entonces si h tiende a cero entonces la longitud
de cada celda del mallado también tiende a cero, pero para el caso no uniforme, los
mallados son caracterizados por el parametro i y las constantes G,z Y Chin-
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Figura 2.1: Mallado Uniforme

2.2.2. Mallados Suaves y no Suaves

Para el uso de un mallado en una aplicacion practica, es muy util e importante entender
la diferencia entre los dos tipos de mallados no uniformes. El primer tipo de mallado no
uniforme es el mallado suave . Para explicar ésta notacion se asume que hay una funcion
suave x = z(&) la cual es una transformacién en el segmento [q, b]. Para el caso 1D una
condicion suficiente para ésta, es que la funcion z(¢) deberia ser una funcién creciente en
dicho intervalo. Se asume que en un segmento a < £ < b hay una funcion de mallado con

nodos ¢ = =L, i =0,...,m —1enunsegmento a < = < b se le llama Mallado Suave
m—1

como se ve en la figura 2.2, si las coordenadas de éste nodo son dadas de la siguiente
forma:

v = 1(§) (2.5)

y la funcion z(&;) es una funcion suave. (Notese que el espacio de la variable ¢ usualmente
se le llama espacio l6gico , y el espacio de la variable x se le llama espacio fisico ).

El mallado no suave es el mallado que no puede ser construido usando una
transformacion suave. Un ejemplo de éste tipo podria ser cuando la longitud entre los
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Figura 2.2: Mallado No Uniforme Suave

nodos se alterna de la siguiente forma h, 2h, h, 2h, ... cOMO Se aprecia en la figura 2.3.

2.2.3. Diferentes Tipos de Funciones de Mallado

Hay dos tipos principales de funciones para argumentos discretos en el caso 1D. En el
primer caso, los valores de la funcién corresponde a los nodos, la cual es la discretizacion
nodal. En éste caso el mallado de la funcion «" es un conjunto (vector) de m nimeros:

u = {uli=0,...,m—1} (2.6)

Usando la interpretacion de funciones de mallado como resultado de medidas, se
puede decir que en el caso de la discretizacion nodal, los instrumentos miden valores
exactamente en los nodos.

Si es posible medir s6lo el valor promedio sobre las celdas (z;, z;,1) entonces el valor de
las funciones de mallado corresponde a las celdas. Esta es la discretizacion de centro de
celda. Es importante notar que en éste caso, el valor de una funcién no corresponde a

11
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Figura 2.3: Mallado No Uniforme No Suave

un punto especifico en la celda, pero corresponde a la celda como un objeto geométrico.
Hay dos formas para denotar los valores para funciones de mallado de centro de celda.
En el primer caso, los indices medios son usados. La notacion uﬁrl es usada para el

valor de la funcién en la celda (x;, z;41). En el segundo caso, éste valor se conoce con el
indice u! del nodo izquierdo de la celda.

Los indices ¢ varian desde 0 hasta m — 2.

2.3. Meétodo de Operadores de Soporte

De los diversos métodos que hay para resolver distintas ecuaciones diferenciales, existe
uno denominado Método de Operadores de Soporte . Este método ha sido desarrollado
por A. Favorskii, A. Samarskii, M, Shashkov, y V. Tishkin en [15], y se usa para construir
esquemas de diferencias finitas de ecuaciones diferenciales.
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Figura 2.4: Discretizacion Nodal

2.3.1. Etapas Principales

Hay cinco pasos principales en la construccion de esquemas de diferencias finitas para
ecuaciones que modelan procesos fisicos con dicho método, que se resumen de la
siguiente manera:

1. Primero se escribe la ecuacion original en términos de los operadores diferenciales
invariantes de primer orden como div, grady curl.

2. Es importante entender que las propiedades de los operadores diferenciales
implican leyes de conservacion y otras caracteristicas principales del sistema
original de ecuaciones diferenciales, de tal manera existen dos clases distintas
de las propiedades del operador. La primera clase contiene las propiedades de
un operador simple. La segunda contiene las propiedades que son enlazadas con
dos o mas operadores. La segunda clase de propiedades juega un rol principal en
éste desarrollo. Las relaciones principales que son usadas para la construccién de
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Figura 2.5: Discretizacion de Centro de Celda

esquemas de diferencias finitas son:

= — —
/gpdszdV+/(A,gradcp)dV:fcp(A, n)dS, (2.7)
1% 1% s

/(Z,curl?)d‘/—k/(ﬁ,curlﬁ)d‘/ = 7{(7,2 X E))dS,
v v s

/ cp(E’), curlZ)dV - / (6'), A x grady)dV = 7{ cp(E'), X Z)dS,
v v S

/ obdiv AdV + / o(A, grady)dV + / O(A, gradip)dV = 7{ (A, 7)dS,
1% 1% Vv S

—

/VZ--w(?*dv+/(Z,wdwa)dv+/(A,(gmdw-a))dv:75@7,(3-2))@9
14 14 S

\%4
donde V es el volumen arbitrario con superficie S y el vector unitario normal 7/, ¢ y

1 son funciones escalares arbitrarias, A y B son funciones vectoriales arbitrarias,
o es la funcién tensorial arbitraria; VA es el gradiente de la funcion vectorial;
.- denota la doble convolucion del tensor y el vector; y C es un vector tal que
curla = 0.

14



Todas éstas identidades son usadas para obtener aproximaciones de operadores
de diferencias consistentes para div y grad que son usados en la construccion de
los esquemas de diferencia para cualquier tipo de ecuacién diferencial.

3. Se consideran dos tipos de discretizaciones. La primera es la discretizaciéon nodal
para las funciones escalares y una discretizacion de centro de celda de la funcion
vectorial del componente cartesiano. La segunda usa la discretizacion nodal para el
componente cartesiano de la funcion vectorial y la discretizacion de centro de celda
para las funciones escalares.

4. La seleccion del operador primal debe ser hecha. Este operador debe ser un
operador diferencial de primer orden el cual es usado en la formulacién de
ecuaciones originales, Un analogo para éste operador es dado por la definicion.
Entonces los otros operadores de diferencia son obtenidos desde la definicién de
la discretizacion del operador primal y los analogos de diferencia de identidades
integrales. En el caso de discretizacion nodal de la funcion vectorial, es natural
usar la divergencia con el operador primal. En el caso de discretizacion nodal de
la funcidn escalar, es conveniente usar el operador grad como primal.

5. Las formulas para los otros operadores, se llama operadores derivados, son
obtenidos por la forma del operador primal y la forma de analogos de diferencias
de las identidades integrales.

6. Finalmente, si se toma analogos de operadores diferenciales con la forma de las
diferenciales originales, entonces podemos obtener el Esquema de Diferencias
Finitas para sustituir los operadores discretos en operadores diferenciales.

2.3.2. Sistema de Operadores de Diferencia Consistentes en 1D

Se va asumir que V. = [0,1] y A = {AX,0,0}. Lo cual es, que A tiene sélo una
componente. Todas las funciones escalares y las componentes dependen sélo de la
variable x.

En el caso donde grad y div son ambas iguales a g—;, Se debe construir dos analogos de
diferencia diferentes para la primera derivada.
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En 1D la primera identidad (2.7) se puede escribir de la siguiente manera:

/1 dAde + /1 AXd—QDdx = p(1)AX (1) — »(0)AX(0). (2.8)
o dx 0 dx

Por simplicidad, se asume que la funcion ¢ es igual a cero en z = 0y x = 1. Entonces
el lado derecho en la ecuacion previa es igual a cero y ésta ecuacion se puede volver a
escribir de la siguiente forma:

U dAX Ld
/(p d:zc+/ AX %P ar = 0. (2.9)
0 dz 0 dz

En el caso 1D, los analogos en diferencia de la primera derivada deberian imitar algun
analogo de ésta identidad.

Se considerara el caso donde la funcién escalar pertenece a H N, que es el espacio de
funciones discretas aproximadas, " € HN y u} = u,_, = 0. Esto significa que en éste

m—1 T

caso se considerara funciones discretas v" = (u’,uf,...,u" ). Es natural en éste caso

Ll
seleccionar D, : HN — HC, donde HC es el espacio de funciones discretas continuas.
Evaluando en la celda i.

L (2.10)

DuM), =
( xu)z Tit1 — T4

Debido a que la funcién «" es igual a cero en la frontera se modifica la definicion del
operador D, enlasceldasi=1e:=m — 1.

(Dgu")o = : (2.11)

(Dyul)pg = ——21 (2.12)
Ademas, para tener la capacidad de aproximar la segunda derivada, se deberia construir
otro analogo de diferencia para la primera derivada D donde D, : HC — HN.

Para construir el operador D,, se usard el analogo en diferencia de la ecuacion (2.9).

Para diferentes funciones u* € HN y v" € HC se obtiene:

m—1 m—1
D wl (D) VN + > (D)o VC; =0, (2.13)

=2 i=1
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donde V(C; es la longitud (Volumen en 3-D) de la celda i, VN; es una longitud que
corresponde al nodo. Existe una restriccion natural para VC'y VN, la cual deberia ser
mayor que cero y su suma deberia aproximar el volumen total

m—2

m—2
VC,VN; >0, Y VCi~1; > VNi&1 (2.14)
=0 ]

En ésta seccion se usara las siguientes expresiones para V' C:

VCi:xiJrl_xi, z:O,,m—Q (215)
y para V N;
2o s 0= 0,
VIN; = 212 2icl i =1, ....m—2 (2.16)

2

Tm—1"Tm—2

3 , 81 1=m—1

Ahora se desarrollara la sumatoria del lado derecho en la identidad (2.13) para escoger
el coeficiente u:

m—2 uh m—3 Uh Uh
hy, 2 h i1 — Y n
(Du v VC; = e (9 — 1) + —— (Tip1 — 24)—
i—0 2 1 i—1 i+1 7
uh m—3 m—1
m—1 _ hoh h, h
—— U 1T — Tpp—1) = E Uip1Vi — E U (2.17)
Lm = Tm—1 =0 =2

Para transformar la primera suma en el lado derecho de (2.17) se introduce un nuevo
indice para la sumatoria i = 7 + 1, entonces se obtiene

m—3 m—2
E h h __ E h, h
=0 i'=1

Debido a que 7 es el indice de la sumatoria, éste se puede denotar como i de nuevo,
entonces desde la consideracion previa se obtiene

[\

m—

m—2
(Do) VO =Y ul(vfy — o).
=0 i=1

1=

Finalmente ésta ecuacion y el analogo de diferencia de la identidad integral (2.13), se
concluye que

vl — b
Dx h .= 7 i—1
(Do) VN,
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y usando la formula para V' NN;

b yh
(D) = — — 0l o m— 1
0,5(1‘1‘4_1 — ZL‘i_l)

La molécula para el operador D, contiene dos celdas: i e i — 1.
De ésta forma se puede construir dos operadores de diferencia D, y D, los cuales
corresponden a la derivada % que satisface la identidad (2.13).

Actualmente se considera el sub-espacio de H/N cuando las funciones discretas son
iguales a cero en la frontera.

Debido a que el dominio de un operador es el mismo como el rango de los valores del otro
operador, los analogos diferentes de la ecuacion diferencial de segundo orden pueden ser
construidos:

D.(D,) : HC—HN

D.(D,) : HN — HN. (2.18)

2.4. Meétodo de Diferencias Finitas de Castillo

Este nuevo método de diferencia finita conserva propiedades fundamentales de los
operadores diferenciales continuos y permiten a las aproximaciones discretas de las
ecuaciones diferenciales, imitan propiedades discretas criticas, incluyendo leyes de
conservacion y simetrias en la solucion del problema fisico fundamental. Los analogos
discretos de div, grad y rotor satisfacen las identidades y teoremas del calculo vectorial
y tensorial y proveen nuevos algoritmos seguros para una gran clase de ecuaciones
diferenciales.

Una de las partes centrales del analisis vectorial discreto es el analogo de la formula de
integracion por partes. Los operadores compatibles discretos de la divergencia (V.), y
gradiente (V) satisfacen a un analogo discreto del Teorema de la Divergencia.

/V.?deJr/?Vde:/ fvnds. (2.19)
Q Q 0N

Aqui 2 es cualquier region suave en un espacio Euclideo, 0f2 es la frontera de la region,
7. es un vector normal exterior a la frontera, f es una funciéon escalar suave definida
sobre la clausura de la region, y v es un campo vectorial suave definido sobre la region.
Para éstos dos operadores, hay tres ideas relacionadas: el Teorema de la Divergencia |,

18



la Conservacion Local y la Conservacion Global . La conservacion local es un caso
especial del teorema de la divergencia con f = 1y © una simple celda, mientras
la conservacion global es (2.19) cuando f = 1 aplicada a una regién. Se refieren a
discretizaciones, las cuales poseen propiedades analogas a éstas como Miméticos . Asi
el teorema de la divergencia o ley de conservacion local implican una ley de conservacion
global.

En un conjunto unidimensional, por ejemplo en el intervalo [0,1] (2.19) se simplifica
integrando por partes:

Ldv b q
/0 %fdx+/0 vd—fdx =ov(1)f(1) —v(0)f(0). (2.20)

Xz
En algunas aplicaciones, como las leyes de conservacion hiperbdlicas, el operador
gradiente no es necesitado, pero una divergencia si, donde la conservatividad significa
que la formula de integracién por partes, cuando f =1 es:

L
/O ——dz = (1) = v(0). (2.21)

2.4.1. Operadores Discretos de Segundo Orden

La divergencia discreta mas simple se define la siguiente manera:

Vi1 — VU;

(Dv)j1 = ————, 0<i<m—2, (2.22)
2 Tl — X
y el gradiente discreto se define como:
1_
l'% — X
fz’+l —Ji-1 .
it: T li-d
fm—l - frn—§
(Gfm—1 = =,
Lm—1 L3

donde la definicion de G en los puntos de frontera es estandar para la teoria de los
operadores de soporte. La divergencia D es de segundo orden. mientras el gradiente GG
tiene una precision de segundo orden en el interior del dominio y de primer orden en la
frontera.
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Usando tanto la regla del punto medio y la regla trapezoidal, se definen dos integrales
discretas para los nodos y los centros de celda de la siguiente manera:

m—2
Ie=h) fi1, (2.24)
=0
vy =2 v
0 m—1
I, v=nh (5 + ;‘ vi+ % ) . (2.25)

De ésta manera al desarrollar éstas dos sumatorias se obtiene:
[c(DU> = Um—1 — Vo,

1n(GF) = frot — fo (2.26)

Con lo cual se satisface el equivalente discreto de (2.21).

2.4.2. Esquemas de Discretizacion Miméticos (Método de Castillo-
Grone)

Cuando se usa un mallado uniforme , la funcién v da una (m + 1)-upla, y el operador de
divergencia es una matriz D de m por m — 1. Sea e = (1,1, ..., 1)! la m-upla del tamafio
de la aproximacion. Como la divergencia de v = 1 es cero, se desea que la matriz D
satisfaga la propiedad analoga:

De = 0; (2.27)

donde e es una (m + 1)-upla de unos. Esta condicién también puede ser expresada cOmo
la suma de los elementos de cada fila de D es cero.
Es conveniente expresar que la ley de conservacion global en términos de producto
interno es:

(V-v,1) =v(1) —v(0), (2.28)

el cual tiene el analogo discreto:
(Dv,e) =v(m —1) —v(0), (2.29)

donde e es una m-upla. Esta condicion también se puede expresar por la caracteristica
que la suma de columnas de D sea igual a —1,0,...,0, 1, lo que equivale a:

e'D = (-1,0,...,0,1). (2.30)
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Suponiendo una funcion w que es definida como w(z) = v(1 — z), 0 < = < 1. Entonces la
divergencia de w es el negativo de la divergencia de v. En términos algebraicos esto se
expresa como la siguiente condicion de simetria en D. Sea £, la matriz de permutacion:

0 01
0 0
0 0 100
P, = 0 0 0 (2.31)
01 0 0
01 0 0
1 00 0 0
Si D es de m por m + 1, entonces la version discretade V- w = —V - v €s
P,.DP, .1 =—D. (2.32)

La propiedad (2.32) implica que la matriz D sea Centro-skew-simétrica . Por todo lo
anterior se puede concluir que D tiene las siguientes propiedades:

1. La suma de filas de D da cero, lo que equivale decir que, De = 0, donde e¢ =
(1,1,...,1)%

2. Lasumade columnas de D es —1,0,...,0,1 lo que equivale, ¢D = (—1,0,0,...,0, 1).
3. D es una matriz en banda

4. D tiene una estructura de tipo de Toeplitz en las filas interiores y es definida
independientemente de m, del nUmero de puntos sobre el mallado.

5. D es Centro-skew-simétrica

El problema de hallar una version discreta mimética del gradiente es el mismo para hallar
una version discreta mimeética para la divergencia, si el producto interno es empleado,
Sea D una version discreta de m por m + 1 de la divergencia; entonces se tiene Dla
matriz D aumentada con dos filas, insertando una fila en la primera y otra en la ultima,
de ceros; y sea GG una version discreta del gradiente de m + 1 por m + 2. Si v €s una
m + 1-upla, f es la m-upla, (f%, f%, . fm%), y fes f con los puntos finales f, y f,, que
son adicionados a los extremos de f que es una m + 2-upla, entonces la ecuacion (2.20)
es equivalente a:

~ o~ ~

<D/07f> + <U7Gf> :/Umflfmfl _UOfO (233)
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o lo que es lo mismo

~

(Dv, f) + (G'v, f) = (Bu, f), (2.34)

donde B es la matriz m + 2 por m + 1

~1 0
0 0 00 0
B=|: Do (2.35)
0
0 0 .. .. 001

De tal manera, esto implica que D+ G! = B, de la cual se obtiene gue G deberia tener la
forma:

-1
0 0
G — L _pt o (2.36)
0 0
0 1

2.4.3. Productos Internos Generalizados

Para desarrollar los esquemas de diferencias, se va a necesitar entender los siguientes
productos internos, debido que a través de ellos, se utilizara el analisis matricial
conveniente para obtener esquemas de orden superior. Una generalizacion de producto
interno sobre m-uplas es:

(u,v)g = (Qu,v) = v'Qu, (2.37)

donde @@ es una matriz m por m definida positiva. Alternativamente, ésta puede ser
expresada de la siguiente forma:

(u,v)p = (Eu, Bv) = v'E'Eu, (2.38)

donde E es cualquier matriz en linea de m, la cual satisface E'E = Q; se refiere al
producto interno definido por £ o () como un producto interno generalizado . Cuando
la matriz Q o E es diagonal, se refiere al producto interno correspondiente como un
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producto interno pesado . Si se usa un producto interno generalizado, entonces las
ecuaciones como la (2.29) o (2.30) se pueden ver como

(Dv,e)g = Um—1 — Vg (2.39)

(@}

e'QD = (~1,0,...,0,1). (2.40)

Se mostrara que los objetivos de la divergencia miméticas de orden superior no pueden
logradas con respecto al producto interno estandar, pero puede ser lograda con un
producto interno generalizado. De hecho, la matriz ) resulta ser diagonal, centro-
simétrica e independiente de m.

2.4.4. Divergencias de Orden Superior

Sea D una matriz de m por m + 1 que representa a la divergencia discreta, se dice que D
es una aproximacion de orden superior  si D es exacta para polinomios de grado menor
o igual a k, pero no k + 1. Existe una matriz molécula natural, S, para las aproximaciones
de orden k. Por ejemplo si k = 4, entonces el tamafio de la banda de S es igual a 4, asi
como las filas internas de S tienen la forma

1

24
Suponiendo que m = 7y k = 5, usando la molécula dada por (2.41) y utilizando las
condiciones de la suma de columnas sobre S, se obtiene la matriz

[0,...,0,1,-27,27,—1,0, ..., 0]. (2.41)

- B L 0 0 0 0 0
= -2 2 L 0 0 0 0
0 &£ -2 2 —-L 0 0 0
S=|0o 0 5% -2 % —5 0 0 (2.42)
o 0 0 5 -2 2 —4 0
o o o o £ -2 2 -1
o o o o o L B =

Esta matriz tiene la mayoria de las propiedades requeridas, la suma de filas y columnas
son las deseadas. La matriz es de banda, con un tamafio de banda de b = 4, y ésta
es centro-skew-simétrica. La matriz puede ser descrita independientemente de m para
m > 5. Satisface las condiciones de cuarto orden de aproximacién en su parte interna,
pero no en la frontera. En la proxima proposicion se emplearan técnicas de andlisis
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matricial para modificar la matriz S, para que tenga aproximaciones de cuarto orden en la
frontera.

Proposicion

No se tiene una matriz de divergencia la cual es de k-ésimo orden para k£ > 2 cuando @
es diagonal con respecto al producto interno estandar.

Notese que la matriz molécula de m por m + 1, S, satisface las condiciones miméticas

1. Se=0,

2. rango(S)=m,

3. S es centro skew simétrica,
4. 'S =(-1,0,..,0,1).

Sea () una matriz diagonal arbitraria de m por m. Es imposible que tanto S'y Q.S satisfagan
la condicion @Q = I,,,. Se puede notar que S no soporta la condicion de k-ésimo orden en la
frontera para k > 2. Si 'S = ¢'QS, entonces €' (1, — Q)S = 0. Tomando el rango(S) = m,
e'(I,, — Q)S = 0, de ésta manera I,, — () es diagonal, y esto forzara que I,, — Q = 0.

La matriz S no puede tener caracterizaciones de orden superior en los puntos extremos
del intervalo con respecto al producto interno estandar. Deberia notarse que los pesos son
usados sélo en el producto interno generalizado y nunca son parte de los calculos. Esta
proposicion apoya los resultados, para mallados nodales. La aproximacion mas general
D(A), tendra casi éxito. Mas precisamente, cuando & es tomado, esto deberia ser posible
para hallar A de k por %k la cual satisface las condiciones miméticas.

En forma general, sea D(A) obtenida para reemplazar las ¢ primeras de S con la matriz
[A 0], donde A es de ¢t por . Sea la ti-tupla a = [fila;(A), filas(A), ..., filaz(A)]", donde
t=kyl= %k Las condiciones que se desea que D(A) satisfaga son las condiciones de
suma de filas, las condiciones de suma de columnas, y las demas condiciones (de orden
k). Estas son condiciones lineales, y se necesita la siguiente notacion para expresarlas
en términos matriciales. Para un entero positivo ny i, ..., z,, € R,sea V(n;xq,...,x,,) la
matriz de Vandermonde de (n + 1) por m.

1 1
x .« .. x

V(nyzy,...,zm) = .1 _2 (2.43)
Ty Ty,
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Las condiciones de orden y miméticas en D(A) pueden ser expresadas en la forma
Ma =, (2.44)

donde M es la matriz de (tk 4+t + [) por tl

Vi 0
0V, ... 0

M=|1: - (2.45)
0 0 ...V
L L ...

y Vi, ..., V; son las siguientes matrices de Vandermonde:
Vi=V(k;1,-1,-3,...,—1 — 2k),

Vo= V(k;3,1,—1,..,1— 2k),

Vs =V(k;5,3,1,...3— k),

V,=V(k2t —1,..,2t — 2k — 3).

Aqui la primera fila de V; corresponde a la condicion de la suma de fila i de D(A), las
ultimas & filas de V; corresponden a las condiciones de orden (k) en la fila i de A. Las
entradas en las matrices de Vandermonde son determinadas por las expansiones de
Taylor de las funciones usadas en la aproximacion. Las ultimas [ filas de M, o simplemente
la ultima fila bloque de M, corresponde a las condiciones de suma de columnas en D(A).
Sear una (tk +t +[)-tuplaen (2.44) y ¢ = (0,—2,0,...,0) € R**! se tiene que

c
c
r=1+41, (2.46)
c

d

donde d € R' es cambiado para la sumatoria de columna de (D(A)) sea —1,0, ..., 0, 1.
Ahora el problema se centra en la ecuacion (2.44). Es importante notar que la condicién
m > 2l —1 6 m > 3b — 1 asegure que las partes no nulas de Ay A en D(A) no se
sobresolapen, para que se pueda considerar A independientemente de A.
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2.4.5. Divergencia de Cuarto Orden

Para modificar la matriz S en (2.42) y para obtener la aproximacion de orden superior en

la frontera, se necesita solo modificar las esquinas superior izquierda y superior derecha

de S. Sea A una matriz de k por [y sea

A 0

0O ... 0

donde A’ = P, AP,y las filas intermedias de D(A) son justamente tomadas de S.

27 2 _ 1
24 24 24
_2r 2
24 24

(2.47)

Para encontrar esta, sea A una matriz de 4 por 6, la cual es la parte mas grande de S que

puede ser modificada y todavia permite que la sumatoria de columnas para que funcione

con Ay A’ no se sobresaltasen. Esto justifica que D sea de 11 por 12, la cual en un

ejemplo de m > 3b — 1, de ésta manera

ap; ag
ag1 A2
azy asz

Aq1 Q42

Sea a; = fila;(A)y

a3
ag3
ass3

43

Q14
Q24
34

Q44

[T
A5 Agp
ags ase

Qg5 Q46

a = [a17a27a’37a4] S R24

(2.48)

(2.49)

Las condiciones en A para que D(A) satisfaga la sumatoria de filas, la sumatoria de

columnas, y otras restricciones que son descritas para una ecuacion matricial como la

siguiente. Las condiciones en a; corresponde a la matriz

Vi=V(41,

con

V(4;1,—1,-3,—5,—7,—9) =

—_ = = = =

-1,

—1
1

26

-3, -9,

—27
81

—7,-9)

25
—125
625

49
—343
2401

81
—729
6561

(2.50)

(2.51)



Similarmente se aplica este proceso a:

Vo=V(4;3,1,—1,-3,—-5,-7), (2.52)

Vs =V(4;5,3,1,—1, -3, —-5), (2.53)

Vi=V(4;7,53,1,—1,-3). (2.54)

Aqui V; es una matriz de Vandermonde la cual satisface las condiciones deseadas en g,.

La ecuacion

0
—2

Via; =1 0 (2.55)

establece cinco restricciones en a;. La primera es que la sumatoria de a; sea cero. Las
proximas cuatro describan las condiciones en g; para obtener una aproximacion de cuarto
orden. Este enfoque se generaliza para cualquier orden de aproximacion.

Ahora se usa V1, Vs, V3, V, para formar una matriz de 26 por 24:

Vi 0 0 0
0 V» 0 0
M=10 0 V; 0 (2.56)
0 0 0 V
I Iy I I

Sea r € R? dada en (2.46) donde C" = (0,-2,0,0) y d' = (1,0,0,—5;, 13, —5;). Las
ultimas 6 filas de M y las ultimas 6 entradas de r se complementan con la necesidad de
cambiar A para que las primeras 6 sumatorias de columnas de D(A) sean -1,0,0,0,0,0.

La siguiente ecuacion matricial representa las propiedades requeridas:
Ma=r (2.57)

Sin embargo, este sistema es inconsistente para todas las M de orden correspondientes
mayores a uno. Esta conlleva el uso de la escala de las primeras cuatro filas de D(A). Es
importante notar que la nueva divergencia va a satisfacer las condiciones del esquema de
discretizacibn miméticos con la condicion de columna. Ahora se va a mostrar el enfoque
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que da las siguientes soluciones:

1 3 1 1 1
1 9 25 49 81
-1 =27 —125 —-343 -729
1 81 625 2401 6561

V(4:1,-1,-3,-5,—7,-9) = (2.58)

—_ = =

donde V y b son generadas eliminando la segunda fila de V' y b respectivamente, para

formar R
Vi 0 0 0
0 Vo 0 0
M=o o W o (2.59)
0 0 0 V,
I Is I Ig
y resolver
Ma=7 (2.60)

Y esto dara la divergencia. Para obtener los pesos, se necesita formar una matriz ), con
las filas borradas de M, y para multiplicar M, por a. Este enfoque produce una familia
tri-paramétrica de soluciones. Aqui se presenta una divergencia donde hay cambios solo
en la primera fila:

4751 909 6091 1165 129 25 O 0
5192 1298 15576 5192 2596 15576
1 27 27 1
51 —51 o7 —51 0 0 0 0
1 27 27 1
0 51 —51 o7 —51 0 0 0
1 27 27 1
O O 24 24 24 24 O 0 (2 61)
0 0 0 L2z 2 _1 '
24 24 24 24
1 27 27 1
0 0 0 34 T34 24 T
1 _2 2
O O O 0 O 24 24 24
12
o o o 0o 0 0 L =

2.4.6. Gradientes de Orden Superior

Usando la aproximaciéon cuando v = 1 de la divergencia discreta D1 = 0, la formula de
sumatoria por partes (2.19) se reduce a:

(LpGf) = fm1—fo (2.62)
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El operador GG dado en (2.23) satisface la condicion y es un gradiente de segundo orden
en el interior con un error de truncamiento de primer orden en la frontera. La matriz

gradiente para este caso es:

-2 2 0
-1 1 0
o 0 -1 1 0 0 0 0
G= (2.63)
0O 0 O 0 -1 1 0
0 0 O 0 0 -2 2
De esta misma forma utilizando la aproximacion estandar de cuarto orden
1 /1 27 27 27
Gf)i==|—f s —=—f 14+—f.,1——f 2.64
( f) h <24fzg 24fzf§+24fz+§ 24fz+g) ( )
se obtiene
_ 1152 10063 2463 3309 2099 _ 697
407 3256 9768 3256 3256 4884
G= 0 -4 : - 5 0 (2.65)
1 27 27 1
0 T T 0 0

24
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Capitulo 3

Desarrollo

3.1. Introduccion

En este capitulo se mostrara como se emplean los métodos de diferencias finitas
miméticas a la ecuacién diferencial general (1.9), y se obtendran los esquemas 1 —2 — 1,
2—2-2,4—4—-4y6—6— 6 para el problema de dispersién de onda acustica, luego se
justificara el uso del lenguaje MATLAB, y se ilustrara la Estructura de Datos utilizada para
resolver dichos esquemas, ademas se definira el analisis del orden de convergencia, que
sera parte del estudio de este trabajo para comparar éstos métodos en funcion del error
de norma de energia.

3.2. Aplicacion del Método de Operadores de Soporte

En ésta seccion se va a tomar el sistema de ecuaciones de Helmholtz (1.9) y (1.10),
evaluado en los siguientes puntos:

2 = p§ (3.1)
azi+ Bz + op; = f; (3.2)
Que estan sujetas a las condiciones de frontera
72(0) + &p(0) = Ky (3.3)
122(1) + &p(1) = Ko (3.4)

donde «, 3,0, f € L? v1,7,&,&, K, K, € C, y el problema se basa en hallar una
solucion aproximada para p y z que son las variables.

Se utiliza las siguientes aproximaciones para el gradiente

_hnm

7
Tr1 — X
: 0
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Piyl — D1
P = i 2 di=1,..m—2 (3.6)
2
Pm—1 — P38
el = ———2: i =m—1 (3.7)

LTm—1 — Ly 3
Donde m representa la cantidad de nodos sobre el dominio en el mallado.
Despejando todos los términos de la ecuacién (3.5) hacia al lado izquierdo se obtiene

<IE% - 900) 2 +po—pr=0 (3.8)
Tomando la la ecuacion evaluada en los siguientes puntos: x = z;
zi=p; i=1,.,m—2 (3.9)

Sustituyendo (3.6) en (3.9) y despejando todos los términos al lado izquierdo se obtiene
la siguiente ecuacion:

2

Despejando todos los términos de la ecuacion (3.7) hacia al lado izquierdo se obtiene

($m—1 - $m_%> Zm—1F Pp—3 — Pm-1 = 0 (3.11)

Y la aproximacion de la divergencia es la siguiente

2= Fitl T (3.12)
2 Tip1 — T
Ahora la ecuacion (3.2) se evalla en los puntos: x = Tip1il= 1,...m—1
ai+%zz{+% + 5@‘-‘,—%2@'4-% + 5¢+§pi+% = fi-i—% (3.13)
Donde %1 Se aproxima por
Zisl = 7ZH12+ & (3.14)
Sustituyendo (3.12) y (3.14) en (3.13) se obtiene la ecuacion en diferencias
o Zit1 — % ny Zit1 + 2 1 _ ¢ (3.15)
i+ T — i+ 5 i+iPitl = Jiyl .

De ésta forma agrupando términos en funcion de las variables, conjuntamente incluyendo
las ecuaciones (3.8), (3.10) y (3.11) ademas de las condiciones de frontera, el problema
a resolver es el siguiente sistema de ecuaciones

Mzo + §1po = Ky
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<IE% —5E0> 2 +po—pr=0

Bir1 QL Biy1 Oyl
( 22— 2 Zi + 22+ 2 Zi+1+5i+%pz‘+%:fi+%; 1=20,...

Tip1 — T
<$Z+l—$%%>zz+p%%—pz+%:0, 221,,777,—2
<xm71 - xm7%> Zm—1 _'_pmf% — Pm-1 = 0

YoZm—1 + EaPm—1 = Ko

Este sistema se puede representar mediante la siguiente forma matricial

Au=F
Donde A =
& " 0 0 0o o0 0 0 0 0
1 x4 —=z9 -1 0 0 0 0 0 0 0
0 p1 d1 P2 0 0 0 0 0
0 0 1 (13 7zl> -1 0 0 0 0 0
3 3
0 0 0 0 0o 0 p3 5m7% P4 0
0 0 0 0 0 0 1 (zm,l —x 3) -1
m=3
0 0 0 0 0 0 0 Y2 &2
donde
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20 0
Py fi
21 0
ps [
Z9 0
u = F =
Z 0
Diyl fH-%
Zit1 0
pmf% fmfg
Zm—1 0
Pm—1 KQ

3.3. Aplicacion del Método de Segundo Orden

(3.19)

Igual en la seccion anterior se comenzara tomando el sistema de ecuaciones (3.1) y (3.2)
de Helmholtz, con las condiciones de frontera (3.3) y (3.4), de tal forma problema consiste
en hallar una solucion aproximada para p y z que son las variables de dicho sistema.

Se utiliza las siguientes aproximaciones para el gradiente

~ —8po+9p1 —ps

 —8xo + 971 — x3
2 2

/

Po

;o para 1 =0

8Pm—1 = P38 TPy 5 : ]
; para i=m—
8Tm—1— 9,3 + X5 b

/ R
pmfl -

Donde m representa la cantidad de nodos sobre el dominio en el mallado.
Sustituyendo (3.20), (3.21) y (3.22) en (3.1), se obtiene

20 (—891;0 + 93:% — .zg) + 8pg — Qp% —i—pg =0

('ri-i-% - xi—%) Zitpict =Py =0

2

Zm—1 (85L‘m—1 - gl'm_% + fL‘m_g) - 8pm—1 + gpm—% _pm—g =0
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Y la aproximacion de la divergencia es la siguiente

P> ) (3.26)

o Tig1 — X

N

Ahora la ecuacion (3.2) se evalla en los puntos: x = Tip1il= 1,...m—1
/
Q2+ BH%ZH% + 5¢+§pi+% = Jiyl (3.27)

Donde %1 S€ aproxima por
Zit1 + 2

Zigl = 5 (3.28)
Sustituyendo (3.26) y (3.28) en (3.27) se obtiene la ecuacién en diferencias
Zit1 — Zi Zit1 + 2
@il m +5¢+% 9 + 5i+%pi+% = fz’+§ (3.29)

De ésta forma agrupando términos en funcion de las variables, conjuntamente incluyendo
las ecuaciones (3.23), (3.24) y (3.25) ademas de las condiciones de frontera, el problema
a resolver es el siguiente sistema de ecuaciones

Mzo + §1po = Ky

20 (—891;0 + 93:% — .zg) + 8pg — Qp% —i—pg =0

Biy1 Q1 Bis1 Q41 )

z — - zi+ 2+ - Zig1+0, ip. 1 =f_1 Para i=0,...,m—2

2 g 2 i1 T Y S Vit g it R
Tit1 — T Tit1 — T

(xl-Jr% —xi_%> zi+pi_% — Ditd =0 Parar=1,...,m—2

Zm—1 (85L‘m—1 - gl'm_% + fL‘m_g) - 8pm—1 + 9pm_§ _pm—g =0
Y2Zm-1 + §2Pm—1 = Ko (3.30)

Este sistema se puede representar mediante la siguiente forma matricial

Au=F (3.31)
Donde A =
&1 Y1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
8 ¢ -9 0 1 0 0 0 0 0 0
0 p1 &1 p2 O O 0 0 0 0 0
0 0 i ps —1 0 0 0 0 0 0
: : : : (3.32)
0 0 0 0 O 0 p‘4 § 1 p-g, O
0 0 0 0 0 0 —1 0 9 2 9 —8
0 0 0 0 0 0 0 0 0 Y2 &
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donde

Oy Oy
2 LTy — Tm—1
(= (—8900 + 911 — 965)
2 2

5
m72>

Y = <8xm,1 - 9xm,% +x

Po K,
20 0
Py fi
Z1 0
ps [
Z9 0
u=|  |F=]| ° (3.33)
Zi 0
piJr% fz+%
Zi+1 0
pm—% fm—%
Zm—1 0
Pm—1 K,

3.4. Aplicacion del Método de Cuarto Orden

Para éste método se utiliza las siguientes aproximaciones para el gradiente dado por
(2.64)

_ 1152 10063 2483 3309 2099 _ 697
, a0t Pot 56 PLt G7esP2 — 3s6P2 T 32561 T assall 334
pO - h 3 ( ' )
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5P+ 5ips + §ps — 311 + 54D

[S]e)

P = - ; (3.35)
1 27 27 1
2aDi—3 — oPi— 1 t 5Pyl — 54Dy 3
P = 247773 by - 2470 o +2; para i=2,..m—3 (3.36)
11 3 5 1
_pmf— - _pmf— §Pm—1 T 2qPm—2 — 3qPpm-1
g, = 12 24 8 : T 21 5 24 . (3.37)
1152 10063 2483 3309 2099 697
, 307 Pm—1 = 3356 Pm—3 ~ Gr68Pm—3 T 3256Pm—7 ~ 3256Pm-3 T assiPm-1L
pm,1 - h ) (338)
Donde m representa la cantidad de nodos sobre el dominio en el mallado.
Sustituyendo (3.34), (3.35), (3.36), (3.37) y (3.38) en (3.1), se obtiene
It 1152 10063 2483 n 3309 2099 n 697 (3.39)
Z - - : - = '
0T 407 0 3256 P2 T o768”: T 325675 T 32567F T 4884”3
11 17 3 5 1
by it st 2pi — —ps =0 3.40
AT TP T ogPe T gPE TP T gl T (3.40)
1 27 27 1 .
zih — 24]91__ oaPi-1 ~ 5Piti + o Pitd = 0; para 1=2,..m-—3 (3.41)
11 17 3 5 1
oh — —0; 3.42
Zm—2 12pm—— + 24pm—— + 8pm—§ 24pm—— + 24pm—£ ( )
L 1152 10063 2483 3309 2099 697 0
e = 3 s 7 o _u =0
T o7 Pt T 356 P8 T grestm- T 33568 T 325608 T amsal™
(3.43)
Y la aproximacion de la divergencia es la siguiente
—4751 909 6091 1165 129 25
o — 5192 20+ 159541 T 155767 h ~ 51023 T 550674 — Thsr6% (3.44)
1 27 27
;o 9gRi-1l T g%t g% — 24Zi+2‘ . )
Gl = . i=1,...,m—2; (3.45)
4751 909 6091 1165 129
o, , — B192%m—1 7 1p08%m-2 15576 °m—3 + 5193 2m—4 — 3506 %m—5 T Togrg m—6 (3.46)
3 "
Ahora la ecuacion (3.2) se evalla en los puntos: x = Tip1; 1= 1,. -1
C“iJr%Zz/‘-f—% + BH%ZH% + 5¢+§pi+% = fi+% (3.47)
Donde %1 S€ aproxima por
2= 52() + 1521 - 522 -+ 23’ (348)
2 16
—%i-1+ 9% 92 — %
gy = 21T Z+116+ % T Ziv2 (3.49)

36



9%m + 152m—1 — D2Zm—2 + Zm—3 (3.50)
16 ' '

De ésta forma agrupando términos en funcion de las variables, conjuntamente incluyen-

do las ecuaciones (3.39), (3.40), (3.41), (3.42) y (3.43) ademas de las condiciones de
frontera, el problema a resolver es el siguiente sistema de ecuaciones

zZ

m—

N

Y120 + &1po = K3
po U152 10063 o483 3309 2099 69T
Z JR— PR— —_—
0T 070 T 3056 U5 T 976873 T 325673 T 325603 T 4ssa’

56, 47510, 156, 9090, 58, 6091ay
6 sio2n )T\ 6 T1oosn | T\ T 1e T imsTen ) 2t
ﬁ% 1165&1 1290[1 25&5 5
6~ 31020 ) 2 25000 Tspmen = TPy =/
11 17 3 5 1

h PO 2,
Al 9Py — Py T QP T oaP T ol

Bi-i-l ai+l 951_’_1 270[1_’_1 951_’_1 27az+l
<_ 16 21 )T\ Te T2 )P\ e T o )T

Berl Qy 1 .
<_1—6_ 24h2 Z¢+2+5¢+%pi+% :fH% para i=1,...m —2

[V e}

NI

= 0;

1 97 27 1 ,
zih — 24]9@" 24]9@" ﬂpw% + ﬂpi% =0; para i=2,..m—3
1 17 L3 5 1 .
Zm— _3 _5 _7 _9 ,Q = Ui
2l = 9P T o Pm-g ¥ gPm-] T g Pm-g T 4 Pm
56, 3 A75la, s 156,y 9090, 4 56, 1 6091a,, s
6 “s102n )t T 1208h )T\ T 16 T T1ssmen | et
B,z 1165a,, s 129a,,, 3 250, 2 )
6 si02n ) mt T WZ’H ~ Ta570n om0 T Om-3Pm-g = Sy
. 1152 10063 - 2483 3309 | 2099 697 .
Zm— — T Am Pm— _3 _5 = _T ___— _1u = Ui
= o7 Pt T 5056 Pm-i T g76sPm-3 T 325605 T 325673 1gsaPm 4

Yozm—1 + E2Pm-1 = K> (3.51)

Este sistema se puede representar mediante la siguiente forma matricial

Au=F (3.52)
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&1 Y1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1152 10063 2483 3309 2099 697
407 h 3256 0 T 9768 0 3256 0 3256 0 4884 0 0 0
1290 1 250 1
2 2
0 S1 ‘5% 2 0 <3 0 4 0 35961 0 ms7or 0 O
1 17 3 5 1
0 0 i h 7 0 -5 0 1 0 — 37 0 0 0
0 S5 0 S6 é3 s7 0 S8 0 0 0 0 0 0
0 0 - 0 2_3 - S = 0 0 0 0o o0
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20 0
Py fi
21 0
ps [
) 0
u=| " |Fr=| ° (3.54)
Z 0
Diyl fi+%
Zit1 0
Pp—3 Jn—s
Zm—1 0
Pm—1 K

3.5. Aplicacion del Método de Sexto Orden

Para este método se utiliza las siguientes aproximaciones para el gradiente, obtenidas
en [2], donde se da una familia de 10 parametros de gradientes de sexto orden.

Cabe decir que la formula usual para éste gradiente es de sexto orden de aproximacion de
la derivada excepto en las fronteras y los dos primeros puntos interiores de cada frontera.

, 568557184 455704600 128042179 15911389 142924471
Po = 15083401547 8357952017 % ~ 41780760k % T 6964960k % ~ 117011328K0 % |
20331719 2688571 187529 6207 (3.55)
5014771278 ~ 33307280n" % T 41789760n"¥ T 278508400 %
496 811 149 29 11 13 37
Py = gaesnt ~ saonts T asanPd T osons  aasns T imsantt  ainoontye (856)
: 8 179 153 381 101 1 3
P2 = ~agsnP o000~ 1asnPt T so0nPt T tmaan’t T izsht  moaonPs G390
, 9 125 2250 2250 125
Pi= "Tooon" =3 T To20n % T Tozon’it T To2ont it T To20nliE T (3.58)
ﬁpﬁg; =3,...m—4
, 8 179 153 381 101 1
Pm-3 = 3853 Pm=t ~ TooopPm—4 * TogkPm-% T 3p0nPmF T T3aantm @pm}f ;9)
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3

7040R =%
, 496 811 149 29
P2 = ~5aesp Pt ¥ aopPm-2 T 33apPm3 T ggontmi T (3.60)
11 13 37
1ashPm=3 ~ Tisanfm5 T a1a0nPmY
, 568557184 455704609 128942179 15011380

Pn-1 = T50834915h "™ ~ 3579520n" % + I17s0760n" % ~ Gosaosontm-it (361
142924471 20331719 2688571 187529 6207

117011328K ™2~ 50147712 m**jLZ’)830728()hpm*§_41789760hpm7*+27859840h

Donde m representa la cantidad de nodos sobre el dominio en el mallado.
Sustituyendo (3.55), (3.56), (3.57), (3.58), (3.59), (3.60) y (3.61) en (3.1), se obtiene

268557184 455704609 128942179 15911389 142924471

D17

_ _ 3.62
200+ 1508320152 ~ 3579520 7% T a17s0760 P2~ 6964960 3 T Trmotizasts~ (362
20331710 2688571 187520 6207 »

5014771203 T 383072807 % T 117897607 F T 278598407

496 811 449 29 11 13 37
[ s —0. (363
ah = 2550 T 5a0P% T 384t T oooPs T st T Tiett Tonimobe — 0 (369)
8 179 153 381 101 1 3
By S 3 3l 101 - 1 _ 3.64
2l 5eePo ~ 199075 T 12873 T 32073 T 130aPE T 12878 T T0a0P¥ (3.64)
9 125 92250 2950 125
h 3.65
w0t 192073 7 102073 T 1020P %~ To20Pits T ToapPii (3.65)
9
=3 .. m—4
Togolies =0 1= 3 m
8 179 153 381 101 1
h— _ (3.66
am-sh = ggpPm1 ¥ Tg30Pm-3 ~ TagPn-i T 3agPm-3 T 3aaPm3 T iggPlm-y (360
3
=0
704073 =%
496 811 449 29
m_oh — 3 s r 3.67
Fm2ll S Pm1 G Pm-3 T 35y Pm-3 ~ ggoPm-3 (3.67)
11 L1 37 »
FV T A VT L S TE DT L S
58557184 | 455704609 128942179 - 15911389 3.68)
Zm-1h — ——————Pm1+ ———— P 3 — Py 5+ Py T— .

YT 1508349150 T 83579520 Y3 T 41789760 L™ 6964960 L3
142024471 20331710 2688571 187520 6207 »
11701132873 T 50147712Pm-% T 3830728075 T 4178976075 T 2785984085 T
Y la aproximacion de la divergencia es la siguiente

077307 95110610 4955527 25360793 3.69)
3 1273920h7° " 78983040h " T 39491520n "% 19745760h '
12220145 91334421 460217 101017 3359

15706608 4 ~ 780830400 ° T 0872880 3949152017 263276801
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31 687 129 19 3 21 3

%= 60 " saon T isn 2t 102 T 3 T 6aon® ~ 6a0n (3.70)

, 9 125 2250 2250 125 9
Yt = o200 72 T To20n ' T Toz0n 7 T Toaon - T Tooon -2 T Toon e 7Y

1=2,...m—4,
, 31 687 129 19 3 21

“n=3 = T 960 ™ T Ga0n ™2 T28h ™0 To2n ™ T 32 ™ Gaon 0 Gaon T
, 1077397 25110619 4955527 25369793 (3.72)
“m-4 = 12730000 ™' T 789830100 "2 ~ 3091520 "+ Torasroon T 873

12220145 21334421 460217 101017 3359
15796608% ™ 730830401 "~ 0872880h " T 30491520k "~ 26327680h "
Es necesario decir que se tuvo que sustituir el segundo término de la primera fila de la
matriz de la divergencia D para el caso 6 — 6 — 6, que se muestra en [2], debido a que la

suma de todos los términos de esa primera fila no fué cero, entonces se tuvo que sumar

todos los términos de esa fila menos el segundo que es (535552085 y se sustituyd por

H 4 (25110619 H H
el negativo de la suma que fué (Z55555), para que se pueda cumplir la propiedad que la
sumatoria de todos los elementos de cada fila de la matriz sean cero, y como también
se tiene que cumplir que la matriz tiene que ser centro — skew — simitrica, también se
sustituye el pendltimo de término de la dltima fila de la matriz de divergencia D por
25110619 A : H . .

(—Z2553010): con éste cambio si se puede llegar a un buen esquema de diferencias para
poder resolver el problema de Helmholtz con coeficientes en diferencias de orden seis.

Ahora la ecuacién (3.2) se evalla en los puntos: x = Ty i=1,. —1
H_12 1—|—ﬁl+7 i+l —}-(5Z+1pl+7 fH—% (3.74)

Donde z;_ 1 se aproxima por
2

784350 992250 210000 151200 60750 10150
Z1 = 20 + z] — 29 + 23 — 2y + ————2z5, (3.75)
5 T 16672000 T 16672007 16672002 " 16672000 16672001 " 1667200
25375 472815 675255 187005 30744 3000 376
23 = — Z Z1 — Zo — Z Z4 — y .
3 10133447° 710133447 101334477 10133447 " 10133447* 10133447
9 75 450 450 75 9
. = ——=Zi—9 — —=Ri— —Z; —Z; — % ——Z;+3, .:2,..., -3 (3.77
ity T 76852 T 7ag i T 7as % T 76g i T g7 T gg it ! m=3 (3.77)
25375 | 47815 675255 137095 378)
Fm=3 T T 1013344 ™ T 1013344 ™2 T 10133447 T 1013344 '
30744 3000

1013344 ™% ~ 1013344 ™
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784350 992250 210000 151200 60750 10150

23
m=3

(3.79)
Estas aproximaciones son obtenidas por expansiones de Taylor con siete puntos, todas
estas aproximaciones son de orden seis, basicamente se toma seis puntos sucesivos,
separados a una misma distancia h, y luego se juega con el punto, que va a estar en
medio de dos, es decir con distancia g primero se coloca el punto en medio de tres en
tres y se obtiene la formula centrada, después entre dos y cuatro, se obtiene la segunda
y penultima ecuacion, y por ultimo entre uno y cinco para obtener la primera y ultima
ecuacion.
Luego se va tener un juego o un conjunto de ecuaciones, basicamente seis, y con la
combinacion de ellas se obtienen estas aproximaciones.

La divergencia antes mencionada, es una aproximacion usual de sexto orden de la
derivada excepto en las fronteras y en el primer punto interior de cada frontera.

De ésta forma agrupando términos en funcion de las variables, conjuntamente incluyendo
las ecuaciones (3.62), (3.63), (3.64), (3.65), (3.65), (3.66), (3.67) y (3.68) ademas de las
condiciones de frontera, el problema a resolver es el siguiente sistema de ecuaciones

Mzo + §1po = Ky
568557184 455704609 128942179 15911389 142924471

0h + 1508320157° ~ 83579520 P4 T 41780760 P4~ 6964960 3 T 11701132875
20331719 2688571 187529 6207
5012771275 T 3830728074 ~ d17s9760" % T a7ssosa0Py — U
( 784350 1077397 ) ( 992250 25110619 )
—— 01— ————aa B1 + ar |z
16672002~ 1273920h '3 16672002 78983040h 2
<_ 210000 49955527 al) ( 151200 25369793 )
16672002  39491520% % 1667200 19745760h "%
60750 12220145 10150 21334421
<_1667200ﬁ 2 15796608hc“%) (1667200ﬁ 789830401 %)
460217 101017 3369
08728300 "4 ~ 30291520 "+ T 363276800 4% T 4P = Jus
496 811 449 29 11 13 37
2h — s Po + el = oo P8 A e Ds + e — Py + pu =0,

3465 640”3 7 384 960 148 115275 7 2112072
25375 8 + 3N 4728156 6T N,
10133442 " 960h 2 ) ° "\ 101334472  640n" 2 )
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10133443 " 19213 10133442 ~ 3213
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1013344~ 12803 ) : =3 “
3000 o, 21 3 ‘b
— ——a
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h b g AT 153 38 101 _L 3 L —0
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1920%," 2
450 5 92250 - 450 450, 2250 ).
76877~ 1920n it 768712 T 1920h it ) T
_Eﬁ _ 1% (2 I 5 L9,
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25375 p 31 L (A5 G s+ ST 687 .
_ 29900 . — o | Zme
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460217 101017 3369

T Norooonl m— P — m—8 _3Zm— 0 _3 _3 = _3,
08728800 " 37 T 390915200 “m 378 26327680 "3 0 T Om-iPmog = S

568557184 455704609 128942179 15911389
=1 = 1508329157t 83579520 P32 T 41789760 L% T 6964960 Lms
142924471 20331719 2688571 187529 6207
117011328 % T 501477128 % ~ 38307280P ™% T 117897607 % ~ 27850840 ™% = ¥
Y2Zm-1 + §2Pm-1 = K> (3.80)

3.6. Lenguaje de Implementacion

El Lenguaje de programacion escogido para implementar estos esquemas fue MATLAB.
MATLAB es el nombre abreviado de "Matrix LABoratory”, este es un programa para
realizar calculos numéricos con vectores y matrices como se observan en los esquemas
1-2-1,2—-2-2,4—4—4y6— 6 — 6. Como caso particular puede también trabajar
con numeros escalares, tanto reales como complejos. Una de las capacidades mas
atractivas de este programa es la de realizar una amplia variedad de graficos en dos
y tres dimensiones. MATLAB posee un entorno de programacion propio y a la vez una
interfaz propia de comandos que facilita la ejecucion de funciones ya establecidas en el
mismo programa o definidas por el usuario.

3.7. Estructura de Datos Fundamentales Empleadas

Para representar los esquemas anteriormente vistos (1-2—1,2—2—-2,4—4—4y 6—6—06)
se va necesitar de la siguiente estructura:

m = entero;

x = arreglo[2«m — 1] de real;

Donde m representa la cantidad de nodos sobre el mallado, y estos se encuentran en el
vector z, que puede ser uniforme, no uniforme suave y no uniforme no suave.

Luego se tiene un arreglo C' que contiene la informacion correspondiente de las constan-
tes v, &1, K1, 72, & Y Ko que representan las condiciones de frontera, que pueden ser de
tipo Robin, Dirichlet o de Newmann.

C = arreglo[6] de complejo,
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La matriz K la matriz principal del sistema de ecuaciones lineales a resolver, la cual
anteriormente se ha denominado A, esta matriz es de orden (2xm + 1) % (2% m + 1).

K =matriz2«m+1][2*xm + 1] de real, (3.81)

El Vector F va a contener los valores intercalados de la siguiente forma:
(Kl,o,f%,o,f%,...,fm_%,o,fm_%,O,KQ), y el vector v que va a contener la solu-
cion de la presion y su derivada y este se muestra de la siguiente manera
(po,zo,p%,zl,pg,...,pm,%,zm_l,pm_l), donde la presion va estar definida sobre los
centros de celda y su derivada sobre los nodos.

F =arreglo[2«m + 1] de complejo,

u=arreglo[2xm +1] de complejo

3.8. Analisis de Orden de Convergencia

Para hacer un analisis del orden de convergencia de los métodos desarrollados en este
trabajo, los mismos se aplican tomando en consideracion una discretizacion uniforme del
intervalo [0, 1] e ir incrementando la cantidad de subintervalos de forma sucesiva, para ello
en los programas hechos en MATLAB se define una variable a la que se denomindé factor,
asi el nimero inicial de intervalos n es factor y se va incrementando de factor en factor
hasta que alcanza el valor de orden — matriz — graficas al cuadrado por factor. Luego
se calculan los errores cometidos en la aproximacion para cada valor de n; pudiéndose,
a través de una regresion lineal, calcular la pendiente de dicha recta que representa el
orden de convergencia de cada uno de los métodos, esto es ya que el error esta acotado,
o sea |Error|| < Ch™, donde r es el denominado orden de convergencia. En este trabajo
la medida del error se calcula basandose en la norma dos (J|||;) de la diferencia entre la
solucion analitica y la solucién numérica.

En todos los métodos se presenta dos graficas de convergencia que corresponden a los
valores de k = 3y k = 9. También se presentan cuadros para diversos valores de factor
donde se muestran tanto el orden de convergencia para la variable primaria p como para
la variable secundaria z, para diversos valores de k.
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Capitulo 4

Conclusiones y Resultados

4.1. Introduccién

Después de haber hecho el estudio de los métodos miméticos de Shashkov 1-2-1 y
los de Castillo 2-2-2, 4-4-4 y 6-6-6, para aplicarlos a la ecuacién de Helmholtz donde
se obtuvieron esquemas para la solucion de dicha ecuacidon a través de una ecuacion
diferencial general (1.9), donde se obtuvieron aproximaciones con distintos datos de
entrada como k que es el numero de onda, m la cantidad de nodos sobre el mallado
y con los tres tipos de mallado utilizados en los esquemas 1 —2 — 1y 2 — 2 — 2; donde
4—-4—-4y6—6—6 solo se utilizd mallado uniforme; se hicieron pruebas con estos
métodos y diferentes valores de k& y m obteniendo como resultado las graficas de la
solucion aproximada, calculandose el error cometido, lo cual permite hacer el estudio
del orden de convergencia, asi como también del analisis de dispersion. En las proximas
secciones se tratan cada una de dichos aspectos.

4.2. Aplicacion de los Métodos

En las figuras 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5 y 4.6 se presentan tanto la curva obtenida por el
método de Operadores de Soporte para diversos valores de k& y m observandose que
a medida que se incrementa m, la solucién aproximada se acerca mas a la solucién
exacta, esto ocurrio en todas las pruebas realizadas para este método y también para los
métodos de Castillo, esdecir2—2—2,4—4—-4y 6—6—6. SOlo se presentan las graficas
para el método de Operadores de soporte porque no hay basicamente ninguna diferencia
observable a simple vista.

En todos los casos, cuando se aumenta el nimero de onda & es necesario incrementar
la cantidad de nodos para mantener el error en la misma magnitud. A medida que se
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aumenta k también se observa, cuando el valor de m no es lo suficientemente grande, el
efecto de contaminacién debido a la dispersion numérica, esto se puede observar en la
4.3.

T
eje x
nodo
aproximada
imagen
exacta

0.8

0.4

0.2

Figura 4.1: Aproximacion de la Ecuacion de Helmholtz con Mallado Uniforme con el
Esquema 1-2-1, k=3, m=15
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0.8 nodo
—— aproximada
imagen |
0.6 — excata
0.4}
0.2
0
_02 -
-0.4r
_06 -
_08 -
-1
0

Figura 4.2: Aproximacion de la Ecuacion de Helmholtz con Mallado Uniforme con el
Esquema 1-2-1, k=3, m=150
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0
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nodo
-0.5F —— aproximada I
imagen
— exacta
_1 - -
_15 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.3: Aproximacion de la Ecuacion de Helmholtz con Mallado Uniforme con el
Esquema 1-2-1, k=9, m=15
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— ejex
nodo
-0.4+ —— aproximada
imagen
— exacta
_06 -
_08 -
_l | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.4: Aproximacion de la Ecuacion de Helmholtz con Mallado Uniforme con el
Esquema 1-2-1, k=9, m=150
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— ejex
+ nodo
—— aproximada
1 - imagen
E A m —— exacta
0.5
0
_05 - —
-1t U U v u u U U U |
_15 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.5: Aproximacion de la Ecuacion de Helmholtz con Mallado Uniforme con el
Esquema 1-2-1, k=100, m=250

52



15
— ejex
1 + nodo n
—— aproximada
- imagen
— exacta
0.5
0
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.6: Aproximacion de la Ecuacion de Helmholtz con Mallado Uniforme con el
Esquema 1-2-1, k=100, m=1000
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k=3, m=15 |

|

| Uniforme | No Uniforme No Suave | No Uniforme Suave |
[ 121 222 444 666 121 2-22| 1-2-1 2-2-2 |
‘ 0.0535 0.0533 0.0548 0.05566 ‘ 0.0657 0.066 ‘ 0.075 0.0749‘

Cuadro 4.1: Comparacion entre el Método de Shashkov 1-2-1, de Castillo 2-2-2, 4-4-4 y
6-6-6 con los tres tipos de mallado para k=3, m=15

| k=3, m=150 |
| Uniforme | No Uniforme No Suave | No Uniforme Suave |
[ 121 222 444 66-6] 121 2-22| 1-2-1 222
‘ 0.0051 0.0051 0.0051 0.0053 ‘ 0.0063 0.0063 ‘ 0.0073 0.0073 ‘

Cuadro 4.2: Comparacion entre el Método de Shashkov 1-2-1, de Castillo 2-2-2, 4-4-4 y
6-6-6 con los tres tipos de mallado para k=3, m=150

4.3. Calculo de Errores

En esta seccién se presenta en cuadros el valor del error cometido al aplicar los
métodos 1 —2—-1,2—-2—-2,4—4—4y6—6— 6 al problema de dispersion de onda
unidimensional utilizando mallados uniformes z; = ih donde h = % no uniforme suave
x(&;) = sin (151)' 1=0,. — 1y no uniforme no suave con los nodos espaciados segun
laregla z(&) = & + (— )Z 1" . Para calcular el error se uso la norma de energia dada por

error(u;) \/ > (wi — ugp)?

Para un numero de onda k£ = 3, con una cantidad de nodos m = 15 como puede obser-
varse en el cuadro 4.1, cuando se emplea el mallado uniforme la solucién aproximada se
acerca mas a la solucién real, que al utilizar los otros tipos de mallado. se usa mallado
uniforme el minimo error cometido se observo para el esquema 2 — 2 — 2 pero sin mucha
diferencia en relacion con los otros métodos. Al usar mallados no uniformes se obtienen
soluciones més alejadas a la solucion real. Luego al aumentar m = 150 en el cuadro 4.2,
el error disminuye significativamente en todos los casos, y la mejor solucion la comparten
los métodos 1 —2—1,2—2—2y 4 —4 — 4, sin mucha ventaja con respecto al método
6 — 6 — 6, manteniéndose el mallado uniforme como el mejor para usar en este caso.

Luego al variar el nimero de onda k£ = 9, y usando m = 15 en el cuadro 4.3 se puede
observar que el error aumento6 con respecto a cuadro 4.1, al aumentar k£ se observé que
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| k=9, m=15 |

| Uniforme | No Uniforme No Suave | No Uniforme Suave |
1-2-1 2-2-2 4-4-4 6-6-6 1-2-1 2-2-2 1-2-1 2-2-2
0.1303 0.1254 0.1647 0.1643 | 0.1609 0.1603 | 0.1533 0.1499

Cuadro 4.3: Comparacion entre el Método de Shashkov 1-2-1, de Castillo 2-2-2, 4-4-4 y
6-6-6 con los tres tipos de mallado para k=9, m=15

| k=9, m=150 |
| Uniforme | No Uniforme No Suave | No Uniforme Suave |
[ 121 222 444 666] 121 2-22| 121 2-2-2]
‘ 0.0151 0.0151 0.0154 0.0158 ‘ 0.0195 0.0195 ‘ 0.0204 0.0204‘

Cuadro 4.4: Comparacion entre el Método de Shashkov 1-2-1, de Castillo 2-2-2, 4-4-4 y
6-6-6 con los tres tipos de mallado para k=9, m=150

se mantuvo el mallado uniforme como el que permite calcular la mejor solucion, en este
caso método 2 — 2 — 2 posee el minimo error, pero también se puede apreciar que en
el caso no uniforme suave da mejor solucién que para no uniforme no suave, luego al
aumentar la cantidad de nodos a 150, los métodos 1 —2 — 1y 2 — 2 — 2 dan el mismo el
error al usar mallado uniforme, pero en éste caso el mallado no uniforme no suave vuelve
a ser mejor que al usar mallado no uniforme suave.

Para el caso donde k£ = 100 y 250 se refleja que el menor error fue para el esquema
4 — 4 — 4, pero sin muchas diferencias significativas con respecto a los demas métodos
de esta investigacion a excepcion del mallado no uniforme suave, ya que presenta un
error muy alto con respecto a los demas mallados para los métodos 1 —2 -1y 2 —2 — 2,
al aumentar m = 1000, los errores disminuyen significativamente siendo los mejores los
esquemas 1 —2—-1y2—-2—-2.

| k=100, m=250 |
| Uniforme | No Uniforme No Suave | No Uniforme Suave |
[ 121 222 444 666] 121 222 121 2-2-2 |
‘ 0.1228 0.121 0.0977 0.1008 ‘ 0.15 0.148 ‘ 0.4424 0.4424 ‘

Cuadro 4.5: Comparacion entre el Método de Shashkov 1-2-1, de Castillo 2-2-2, 4-4-4 y
6-6-6 con los tres tipos de mallado para k=100, m=250
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k=100, m=1000 |

|

| Uniforme | No Uniforme No Suave | No Uniforme Suave |
121 222 444 666] 121 222 121 2-2-2 |
‘ 0.0158 0.0158 0.0251 0.0257 ‘ 0.023 0.0232 ‘ 0.0269 0.0269‘

Cuadro 4.6: Comparacion entre el Método de Shashkov 1-2-1, de Castillo 2-2-2, 4-4-4 y
6-6-6 con los tres tipos de mallado para k=100, m=1000
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4.4. Orden de Convergencia

Como es sabido, el error cometido al calcular las aproximaciones a la solucion de las

ecuaciones diferenciales, esta acotado por |[error|| < Ch", donde h es la medida de la

discretizacion, r es el orden de convergencia y C' una constante mayor que cero. Para

calcular » se acostumbra hacer el siguiente procedimiento:

1.

Se escribe la desigualdad anterior como una igualdad
y=Ch"
Se aplica logaritmo obteniendo
log(y) = log(C) + rlog(h)
Como —log(y) y —log(h) son negativos, se multiplican por —1 obteniendose
—log(y) = —1log(C) — rlog(h)

Se gréafica —log(y) contra — log(h) basandose en los datos obtenidos del error y h
para diversos niveles de discretizacion.

En las figuras 4.7 y 4.8 se presentan como ejemplo dos regresiones lineales para
esquema 6—6—6, para los niumeros de igual atres y nueve. Luego en los cuadros 4.7y 4.8

se presentan los valores del orden de convergencia para todas las pruebas realizadas. En

estos cuadros las penultima fila corresponde a la variable primal y la Gltima a la derivada.
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3.2

Orden de Convergencia
T T T
3
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2.4 25 2.6 2.7 2.8 29 3.1 3.2 3.3
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Figura 4.7: Regresion lineal para el esquema 6-6-6, con & = 3 y con m desde 150 hasta




Orden de Convergencia
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2.8

2.6
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—— regresion de la derivada
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—log(error)

Figura 4.8: Regresion lineal para el esquema 6-6-6, con & = 3 y con m desde 150 hasta
1200
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| Uniforme | No Uniforme No Suave | No Uniforme Suave |

| 121 222 444 666] 121 2-22| 121 2-2-2]
[0.9984 0.999 1.0 0.9989 | 0.9988 0.9988 [ 0.7498  0.7493]
[0.9986 0.999 1.0 0.9981] 1.002 1.002| 0.7498  0.7498 |

Cuadro 4.7: Orden de Convergencia de los métodos , con k£ = 3, con m variando de 150
a 1200

| Uniforme | No Uniforme No Suave | No Uniforme Suave |
[ 121 222 444 666 121 222 121 222
‘ 0.9904 0.9904 1.0001 0.9916 ‘ 0.9898 0.9898 ‘ 0.7418 0.7418 ‘
‘ 0.9912 0.9912 1.0001 0.987 ‘ 0,9926 0.9926 ‘ 0.7433 0.7433 ‘

Cuadro 4.8: Orden de Convergencia de los métodos , con k£ = 9, con m variando de 150
a 1200

Es necesario decir que todos estos resultados se obtuvieron gracias a un equipo
PENTIUM IV, de un procesador de 2100 Mhz, con una memoria RAM de 256 Mb, cuando
se probaron los métodos, todos tardaron en valores casi idénticos de tiempo segun la
cantidad de nodos, como se puede ver en el siguiente cuadro 4.9:

K=3 K=9 K=100
m=15 | 0.5seg | 0.75 seg -
m=150 | 3seg | 4.5seg -
m=250 - - 7 seg
m=1000 - - 5 min
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4.5. Analisis de Dispersion

En esta seccion se hara un analisis de la diferencia entre el nimero de onda de la solucion
analitica y el de la solucion numérica que no es mas que el comunmente denominado
error de contaminacion por efecto de dispersion. El error total es la suma del error
de interpolacion mas el error debido al efecto de contaminacion. En las figuras 4.1 y
4.3 se puede observar claramente el efecto de contaminacién. Para calcular el nimero
de onda de la solucion numérica se utilizaran las ecuaciones en diferencias obtenidas
previamente. En cada caso se utilizan diferentes ecuaciones, para la presionen 1 —2 — 1
se necesitaron la dos ultimas ecuaciones, para la derivada, en z, 1 — 2 — 1 se necesitaron
las tres Ultimas y para z en 2 — 2 — 2 se necesitaron las cuatro Ultimas, para z tanto de
1—2—1como de z 2—2—2 ya estos calculos han sido abordados por [14], siendo el estudio
para p 1 — 2 — 1 novedoso en éste trabajo. Todos estos procedimientos se pueden ver en
el Apéndice B, utilizando el programa M APLE V. Para la presion en 2—2—2, se obtuvo
nameros complejos cuyas expresiones fueron muy complicadas, donde era indispensable
calcular la parte real y no se pudo obtener. Se intento hacer el mismo procedimiento para
el esquema 4 — 4 — 4, donde se obtuvo una ecuacion polinébmica de grado nueve, donde
no se puede calcular sus raices.

Ahora se presenta el procedimiento para resolver sistemas de ecuaciones en diferencias.
Sea el conjunto de ecuaciones en diferencias:

f(n7 xn7xn+l7 ---7xn+7“7yn7yn+17yn+2) = O (41)
(4.2)
G(N, Ty, T 1, ooy Ty Yny Y15 Yng2) = 0 (4.3)

Luego, estas ecuaciones se combinan en una para eliminar las variables segun el caso,
Z's 0 p's y luego se hace el cambio de variables:

zp = X\ (4.4)

Con lo cual se obtiene una ecuacion polindbmica en )\, donde se procede a extraer sus
raices.
Como es sabido A = || exp(ii@h), donde se considera la parte real y despejando k se

k= %arc cos {Rr;‘)\)} (4.5)

obtiene
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donde K = kh aproximado y k£ el nimero de onda, y el cos(K) = Re(\)
Y luego se obtiene el error relativo que es el siguiente:

k—k
E,j = — (4.6)

Utilizando este analisis se obtuvieron los siguientes resultados:
Para calcular la presion p en el esquema 1 — 2 — 1 se tomaron las tres ultimas ecuaciones
del sistema que conforman dicho esquema:

1 1
(—E) Zm—2 Ezm,1 + kzpmfg =0= —2z,—2+ 2Zp_1 + thpmfg =0 4.7)
h
melg T Pm-2 —Pm-1= 0 (4.8)
Zm—1 — ik?pm_l =0= Zm—1 = ik?pm_l (49)
Al sustituir (4.8) en (4.7)
kh

(% - 1) Pt + Py =0 (4.10)

Y al hacer el cambio de p; = yA\* y despejando )\ se obtiene la siguiente ecuacion:

2

A= 4.11
2 —ikh ( )

Para luego al desarrollar (4.11) en series de Taylor se puede decir que el error relativo de
penl—2—1eselsiguiente:

1 3
E,.; = ——(kh)*+ = (kh)* 4.12

K 12(%) + 2( ) ( )
De la misma forma que la anterior, para obtener z en 1 —2 — 1 se toma (4.9) y despejando

Pm_1 S€ tiene que:

Zm—1
o1 = 4.13
Pm—1 ik ( )
Y al sustituir (4.18) en (4.8), se puede decir que:
h 1
N = 4.14
(2 ik)zml Pm—3 4-14)
Después al sustituir (4.14) en (4.7) se obtiene:
h%k?  hk
(1 — + —) Zm—1 — "fm—2 — 0 (415)
2 1
Y al hacer el cambio z; = y\?, y despejando ) se tiene que:
1
A= — (4.16)

_ %2 | bk
1 2 + %
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Al desarrollar (4.16) en series de Taylor se obtiene que el error relativo parazen1—-2—1
es:
1 2 4
E. = 6(kh) — 3(kh) (4.17)

Para conseguir z en 2 — 2 — 2 se toman las cuatro ultimas ecuaciones en diferencias:

2m2h + Py = Py =0 (4.18)
1 1 9 9
— 5 Am-ay +k P8 = 0= —2Zmo+2m1+Ek hpm_% =0 (4.19)
3hzm—1 — 8Pm—_1 + 9pm_% — Pz =0 (4.20)
Zet = ikpt = 0= Py = (4.21)
Al sustituir (4.21) en (4.20) se tiene que:
8
Sh— = ) Zm-1+ g =Dz =0 (4.22)
y al despejar Ppn—3:
1 h 8
pmfg = §pm7% - (g - 92—1{:) Zm—2 (423)
al sustituir (4.23) en (4.19):
922 9 8
Pm-§ = 25, ~ (th —3h+ E) Zm—1 (4.24)
y a su vez (4.24) en (4.18):
8 8 8
que al luego haciendo el cambio de variable z = y\' y despejando )\ se obtiene:
_ 21,2 Qs
)= 8 — 3k*h* — 8ikh (4.26)

k2h% — 8
Y al igual que las anteriores, se desarrolla (4.26) se obtiene el error relativo para z en

2—-2-2:

1 33
ARSY 4
En las figuras (4.9), (4.10) y (4.11), se presentan graficamente la parte real de \ al mismo

E, (kh)? + == (kh)* (4.27)

tiempo que la curva cos(kh), observandose que para kh — 0 las curvas son similares, esto
es lo que se esperaba. Un dato imoportante es que no aparece la frecuencia de corte
como ocurre con los métodos de elmentos finitos tanto Galerkin Mixto como Minimos
Cuadrados en [4].
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Legend

funcian aproximada
cos(k)

Figura 4.9: Comparacion entre la funcion cos(kh) y su funcion aproximada obtenida por
analisis de dispersion bajo el esquema 1 —2 — 1
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Legend

funcian aproximada
cos(k]

Figura 4.10: Comparacion entre la funcion cos(kh) y su funcién aproximada de la derivada
obtenida por andlisis de dispersiéon bajo el esquema 1 —2 — 1
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-‘I_
0.5
0] 1 5
-0.54
1 —
Legend
cosik)

funcidn aproximada

Figura 4.11: Comparacion entre la funcion cos(kh) y su funcion de la derivada aproximada
obtenida por analisis de dispersiéon bajo el esquema 2 — 2 — 2
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4.6. Conclusiones y Recomendaciones

Después de haber estudiado éstos métodos a través de diversos articulos a partir del
afno 1995 hasta el presente, principalmente los de Shashkov y Castillo, aplicando la
metodologia propuesta que plantea lan Sommerville que es el ciclo de vida, con una
ligero cambio en el analisis, en este trabajo se obtuvieron resultados interesantes que
no se esperaban segun la teoria formulada por sus autores en todas las medidas que
se utilizaron cémo el error de norma de energia, el célculo del orden de convergencia, y
el andlisis de la dispersion; pero aunque éstos resultados objetivamente son buenos, no
son eficientes al compararlos con otros métodos empleados para resolver este problema,
como los métodos de elementos finitos, volumen finitos y diferencias diferencias finitas,
no obstante se puede decir lo siguiente:

= Segun el estudio hecho, se reafirma que el uso de mallados uniformes da resultados
mas eficientes que usando los otros dos tipos de mallado segun por el error de
norma (||||.) de energia.

= No hay diferencias significativas, segun los datos en cada método para el caso de
mallado uniforme.

= E| orden de convergencia de todos los métodos es aproximadamente uno, excepto
para el caso de mallado no uniforme suave que es alrededor de 0.7.

= El andlisis de dispersién en todos los casos estudiados dieron orden (kh)?, siendo
un poco menor 2 — 2 — 2

Como estos métodos son recientes, todavia hace falta mucho que desarrollar tanto la
parte tedrica, como hacer el estudio en casos de ecuaciones en diferencia de orden
mayores a dos para mallados no uniformes, hacer la teoria para el caso de mallados
no estructurados en 2D y 3D; y en la parte practica aplicar éstos métodos a muchos
problemas de la vida real como dinamica de fluidos, campos eléctricos, ecuaciones de
temperatura, sistemas de simulacion de medios fisicos, etc, aunque estos métodos son
recientes sus resultados a ciertos problemas han sido satisfactorios cémo en [7], [9] v
[10].
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4.7. Recomendacion

Revisar los coeficientes de tanto la matriz de divergencia y gradiente del método 6 — 6 — 6
en [2], debido a que la primera fila de la matriz de divergencia en este método no
cumple con las propiedades segun la teoria estudiada, se tuvo que cambiar uno de los
coeficientes para que se pueda cumplir con la misma.

4.8. Trabajos Futuros

1. Hacer el estudio de estos métodos utilizando ecuaciones en diferencia mayores a
seis.

2. Estudiar este problema con estos mismos métodos empleados para el caso 2 — D.

3. Aplicar estos métodos a otros conjunto de problemas que requieren el uso de
ecuaciones diferenciales.

4. Desarrollar la teoria para mallados no uniforme para los casos de orden superior en
1D.

5. Desarrollar la teoria que soporte mallados no uniformes en 2D.

6. Desarrollar una interfaz de usuario para hacer mas amigable el interaccién entre el
programa y el usuario.
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Apéndice A

Codigo Fuente de la Implementacion

sPrograma Principal para resolver la ecuacion de Helmholtz, de orden dos,
%usando el metodo de operadores de soporte que plantea Shashkov
function p = principal()
clear all;
band = 1;
while band ==
disp(’ ?);
m = leer_nodos; %0btencion de la cantidad de nodos sobre el espacio
%hque se desea trabajar
disp(’ ?);
c =comp; %En esta funcion se obtiene los valores de las constantes
%xi’s, gamma’s y K’s
disp(’ ?);
%0btencion de las funciones alpha, betha, delta y f
disp(C’ ?);
disp(’Lectura de las funciones alpha, betha, delta y f’);
disp(’ ?);
disp(’Por favor, inserte el valor de la funcion alpha ’);
alpha = leer_funcion;

disp(’ ?);
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disp(’Por favor, inserte el valor de la funcion betha ’);
betha = leer_funcion;

disp(’ ?);

disp(’Por favor, inserte el valor de la funcion delta ’);
delta = leer_funcion;

disp(C’ ?);

disp(’Por favor, inserte el valor de la funcion f ’);

f= leer_funcion;

disp(® ?);
ban = 0;
b_met = 0;

%En este ciclo se escoge el tipo de mallado que puede ser uniforme, no
Juniforme suave y no uniforme no suave
while (b_met==0)
disp(’Metodos: ’);
disp(’ ?);
disp(’Escoga solo uno de los Metodos: ’);
disp(’1: Metodo 1-2-17);
disp(’2: Metodo 2-2-27);
disp(’3: Metodo 4-4-4’);
disp(’4: Metodo 6-6-6);
disp(’ ?);
op_met = input(’£Cual elige?: ’);
if (op_met>0 & op_met<5)
b_met = 1;
end
end

while (ban==0)
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if op_met == 3 | op_met == 4
x=mallado_uniforme (m) ;
h = x(2) - x(1);
ban = 1;
else
disp(’Tipos de Mallado:’)
disp(C’ ?);
disp(’Escoga entre las siguientes opciones: ’);
disp(’1 : Mallado Uniforme’);
disp(’2 : Mallado No Uniforme no Suave’);
disp(’3 : Mallado no Uniforme Suave’);
disp(’ ?);
op = input(’£Cual elige?: ’);
if (op>0 & op<4)
ban = 1;
if op==
x=mallado_uniforme (m) ;
h = x(2) - x(1);
end
if op==2
x=mallado_no_uniforme_no_suave(m) ;
h = x(3) - x(2);
end
if op==3
x=mallado_no_uniforme_suave (m) ;
h = x(2*m-1) - x(2*m-2);
end

end
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end
end
%Aqui se obtiene el vector F
F=sparse(2*m+1,1);
F=generar_F(c,x,m,f);
A = sparse(2*m+1,2*m+1) ;
%0btencion de la matriz A
if op_met ==
A=generar_K(c,alpha,betha,x,delta,m);
end
if op_met ==
A=generar_K_2_2_2(c,alpha,betha,x,delta,m);
end
if op_met ==
A=generar_K_4_4_4(c,alpha,betha,x,h,delta,m);
end
if op_met ==
A=generar_K_6_6_6(c,alpha,betha,x,h,delta,m);
end
ud = A\F;
%la siguiente funcion nos permite observar las aproximaciones de la
hpresion y su derivada con respecto a la funcion original
up = graficar(ud,x,m,h);
disp(’ ?);
disp(’Entre las siguientes opciones solo escoja una: ’);
disp(’ ?);
disp(’1:s8i?);

disp(’0:no’);
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band = input(’£Desea continuar con otra ecuacion?: ’);

while band<0 or band>1
disp(’ ?);
disp(’Por favor vuelva a teclear con los valores predertiminados’);
band=input (’£Desea continuar con otra ecuacion?: ’);

end

function m = leer_nodos()
m=0;
while m <= 3
m = input(’inserte la cantidad de nodos: ’);
if m ==
disp(’ ?);
disp(’Por favor vuelva a teclear un numero mayor de tres’);

end

function c=comp()
c(2) = input(’Inserte el valor de gamma_uno: ’);
c(1) = input(’Inserte el valor de xi_uno: ’);
c(3) = input(’Inserte el valor de k_uno: ’);
c(5) = input(’Inserte el valor de gamma_dos: ’);
c(4) = input(’Inserte el valor de xi_dos: ’);

c(6) = input(’Inserte el valor de k_dos: ’);

function f = leer_funcion()

f = input(’Inserte el valor de la funcion: ’,’s’);
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function x = mallado_uniforme (m)
x(1) = 0;
for i=2:2*m-2
x(i) = (i-1)/(2*m-2);
end

x(2%m - 1) = 1;

function x = mallado_no_uniforme_no_suave (m)

e = mallado_uniforme(m);

h = 1/(2*m-2);
x(1) = 0;
for i=2:2%m-2
x(1) = e(i) + ((-1)~(@E-1))*(h/4);

end

x(2xm - 1) =1;

function x = mallado_no_uniforme_suave (m)
e = mallado_uniforme(m);
for i=1:2%m - 1

x(i) = sin(pi/2*e(i));

function F = generar_F(c,x,m,f)
fe = fenchk(f);
F(1,1) = c(3);
for 1i=2:2:2*m

F(i,1) = 0;
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if (i < 2xm)
F(i+1,1) = feval(fe,x(1));
end
end

F(2*m+1,1) = c(6);

function K = generar_K(c,alpha,betha,x,delta,m)
al = fcnchk(alpha);
be = fcnchk(betha);

dele = fcnchk(delta);

K(1,1) = c(1);

K(1,2) = c(2);

K(2,1) = 1;

K(2,2) = x(2) - x(1);
K(2,3) = -1;

for 1 = 1:m-1
K(2%i+1,2*xi) = feval(be,x(2%i))/2 -

feval(al,x(2xi))/(x(2*i+1)-x(2%i-1));

K(2%i+1,2%i+1) feval(dele,x(2%1));

K(2%i+1,2%i+2)

feval(be,x(2%1i))/2 +
feval(al,x(2xi))/(x(2*i+1)-x(2%i-1));
end
for i = 1:m-2
K(2%i+2,2xi+1)= 1;

K(2%i+2,2%i+2)

x(2*i+2) - x(2%i);

K(2%i+2,2%i+3) -1;

end

K(2*m,2*m-1) = 1;
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K(2%m,2*m) = x(2*m-1) - x(2*m-2);
K(2*m,2*m+1) = -1;
K(2*m+1,2*m) = c(5);

K(2*m+1,2*m+1) = c(4);

function K = generar_K_2_2_2(c,alpha,betha,x,delta,m)

al = fcnchk(alpha);

be

fcnchk (betha) ;
dele = fcnchk(delta);

K(1,1)

c(1);

K(1,2) = c(2);

K(2,1) = 8;

K(2,2) = -8*x(1) + 9xx(2) - x(4);

K(2,3) = -9;

K(2,5) = 1;

for i = 1:m-1
K(2*xi+1,2*%i) = feval(be,x(2*i))/2 -
feval(al,x(2#1))/(x(2xi+1)-x(2%i-1));

K(2xi+1,2%i+1)

feval (dele,x(2xi));

K(2xi+1,2%i+2) feval (be,x(2xi))/2 +
feval(al,x(2x1))/(x(2%i+1)-x(2%i-1));

end

for i = 1:m-2

K(2%i+2,2xi+1)= 1;

K(2%i+2,2%i+2)

x(2*%i+2) - x(2%i);

K(2%xi+2,2%i+3) -1;
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end
K(2*m,2*m+1) = -8;

K(2*m,2*m) = 8*x(2*m-1)-9%x(2*m-2)+x(2*m-4) ;

K(2*m,2*m-1) = 9;
K(2*m,2*m-3) = -1;
K(2*m+1,2*m) = c(5);

K(2%m+1,2*m+1) = c(4);

function K = generar_K_4_4_4(c,alpha,betha,x,h,delta,m)
h = 2%*h;
al = fcnchk(alpha);
be = fcnchk(betha);

dele = fcnchk(delta);

K(1,1) = c(1);

K(1,2) = c(2);

K(2,1) = 1152/407;

K(2,2) = h;

K(2,3) = -10063/3256;

K(2,5) = -2483/9768;

K(2,7) = 3309/3256;

K(2,9) = -2099/3256;

K(2,11) = 697/4884;

K(3,2) = (5/16)*feval(be,x(2)) -
(4751/5192) *feval(al,x(2)) /h;

K(3,3) = feval(dele,x(2));

K(3,4) (15/16) *feval (be,x(2)) +

(909/1298) *feval(al,x(2)) /h;
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K(3,6) = (-5/16)*feval(be,x(2)) +
(6091/15576) xfeval(al,x(2))/h;
K(3,8) = (1/16)xfeval(be,x(2)) -

(1165/5192) *feval(al,x(2))/h;

K(3,10) = (129/2596)*feval(al,x(2))/h;
K(3,12) = (-25/15576)*feval(al,x(2))/h;
K(4,3) = 11/12;

K(4,4) = h;

K(4,5) = -17/24;

K(4,7) = -3/8;

K(4,9) = 5/24;

K(4,11) = -1/24;
for 1 = 2:m-2

K(2%i+1,2%1i-2)

-feval(be,x(2%i-2))/16 +
(1/24)*feval(al,x(2*i-2))/h;
K(2xi+1,2%i+1) = feval(dele,x(2%i-2));
K(2%i+1,2%i) = (9/16)*feval(be,x(2%xi-2)) -
(27/24) xfeval (al,x(2%i-2))/h;
K(2xi+1,2%i+2) = (9/16)*feval(be,x(2%i-2)) +
(27/24) *feval (al,x(2*i-2)) /h;
K(2xi+1,2%i+4) = -feval(be,x(2%¥i-2))/16 -
(1/24)*feval(al,x(2*i-2))/h;

end

for i = 2:m-3

K(2%i+2,2%i-1)= -1/24;

K(2xi+2,2*%i+1) = 27/24;
K(2%i+2,2%i+2) = h;
K(2xi+2,2%i+3) = -27/24;

78



K(2xi+2,2*%i+5) = 1/24;

end

K(2*m,2*m+1) = -1152/407;
K(2*m,2*m) = h;
K(2#m,2*m-1) = 10063/3256;
K(2#m,2*m-3) = 2483/9768;
K(2#m,2*m-5) = -3309/3256;
K(2#m,2*m-7) = 2099/3256;
K(2#m,2*m-9) = -697/4884;

K(2*m-2,2*m-1) = -11/12;

K(2*m-2,2*m-2) = h;

K(2*m-2,2*m-3) = 17/24;

K(2*m-2,2*m-5) = 3/8;

K(2*m-2,2*m-7) = -5/24;

K(2*m-2,2*m-9) = 1/24;

K(2x*m-1,2*m) = (5/16)*feval(be,x(2*m-2)) +
(4751/5192) *feval(al,x(2*m-2))/h;

K(2*m-1,2*m-1)

feval(dele,x(2*m-2));

K(2*m-1,2*m-2) (15/16) *feval (be,x(2*m-2)) -
(909/1298) xfeval(al,x(2*m-2)) /h;

K(2*m-1,2*m-4) = (-5/16)*feval (be,x(2*m-2)) -
(6091/15576) xfeval(al,x(2*m-2)) /h;

K(2*m-1,2*m-6) = (1/16)*feval(be,x(2*m-2)) +
(1165/5192) *feval(al,x(2*m-2)) /h;

K(2*m-1,2*m-8) = (-129/2596)*feval(al,x(2*m-2))/h;
K(2*m-1,2*m-10) = (25/15576)*feval(al,x(2*m-2)) /h;
K(2*m+1,2*m) = c(5);

K(2xm+1,2*m+1) = c(4);
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function K = generar_K_6_6_6(c,alpha,betha,x,h,delta,m)

al fcnchk (alpha) ;

be

fcnchk (betha) ;

dele = fcnchk(delta);

h = 2xh;

K(1,1) = c(1);

K(1,2) = c(2);

K(2,1) = 568557184/150834915;
K(2,2) = h;

K(2,3) = -455704609/83579520;
K(2,5) = 128942179/41789760;

K(2,7) = -15911389/6964960;

K(2,9) = 142924471/117011328;
K(2,11) = -20331719/50147712;
K(2,13) = 2688571/38307280;
K(2,15) = -187529/41789760;
K(2,17) = 6207/27859840;

K(3,2) = (784350/1667200) *feval(be,x(2)) -
(1077397/1273920) *feval(al,x(2))/h;

K(3,3)

feval(dele,x(2));

K(3,4) = (992250/166700) *feval (be,x(2)) +
(25110619/78983040) *feval(al,x(2)) /h;
K(3,6) = (-210000/1667200) *feval (be,x(2)) +
(49955527/39491520) *feval (al,x(2)) /h;
K(3,8) = (151200/1667200)*feval(be,x(2)) -
(25369793/19745760) *feval(al,x(2)) /h;

K(3,10) = (-60750/1667200)*feval(be,x(2)) +
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(12220145/15796608) *feval(al,x(2)) /h;
K(3,12) = (10150/1667200) *feval(be,x(2)) -

(21334421/78983040) *feval(al,x(2))/h;

K(3,14) = (460217/9872880)*feval(al,x(2))/h;
K(3,16) = (-101017/39491520)*feval(al,x(2))/h;
K(3,18) = (3369/26327680)*feval(al,x(2))/h;

K(4,1) = -496/3465;
K(4,3) = 811/640;
K(4,4) = h;

K(4,5) = -449/384;;
K(4,7) = 29/960;
K(4,9) = 11/448;

K(4,11)

-13/1152;

K(4,13) = 37/21120;

K(5,2) = (-25375/1013344) *feval(be,x(4)) +
(31/960) *feval(al,x(4)) /h;

K(5,4) = (472815/1013344)*feval (be,x(4)) -
(687/640) *feval (al,x(4))/h;

K(5,5) = feval(dele,x(4));

K(5,6) = (675255/1013344)*feval (be,x(4)) +

(129/128) *feval (al,x(4))/h;

K(5,8) = (-137095/1013344)*feval (be,x(4)) +
(19/192)xfeval (al,x(4)) /h;

K(5,10) = (30744/1013344)*feval (be,x(4)) -

(3/32) *feval(al,x(4))/h;

K(5,12) = (-3000/1013344)*feval (be,x(4)) +

(21/640)xfeval (al,x(4))/h;

K(5,14) = -3/640xfeval(al,x(4));
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K (6,
K (6,
K (6,
K (6,
K (6,
K (6,
K (6,

K(6,

for

end

for

K(i,
K(i,
K(i,

K(i,

1) = 8/385;

3) = -179/1920;
5) = 153/128;
6) = h;

7) = -381/320;
9) = 101/1344;
11) = -1/128;
13) = 3/7040;
1= 7:2:2*%m-5

K(i,i-5) = (9/768)*feval(be,x(i-1)) -
(9/1920) *feval(al,x(i-1)) /h;

K(i,i-3) = (-75/768)*feval(be,x(i-1))
(125/1920) *feval(al,x(i-1)) /h;
K(i,i-1) = (450/768)*feval(be,x(i-1))
(2250/1920) *feval(al,x(i-1))/h;
K(i,i) = feval(dele,x(i-1));

K(i,i+1) = (450/768)*feval(be,x(i-1))
(2250/1920) *feval(al,x(i-1))/h;
K(i,i+3) = (-75/768)*feval(be,x(i-1))
(125/1920) *feval(al,x(i-1)) /h;
K(i,i+5) = (9/768)xfeval(be,x(i-1)) +

(9/1920) *feval(al,x(i-1))/h;

i=8:2:2%¥m-6
i-5) = 9/1920;
i-3) = -125/1920;
i-1) = 2250/1920;
i) = h;
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K(i,i+1) = -2250/1920;

K(i,i+3) = 125/1920;

K(i,i+5) = -9/1920;

end

K(2*m,2*m+1) = -568557184/150834915;

K(2*m,2*m) = h;

K(2#m,2*m-1) = 455704609/83579520;
K(2*m,2*m-3) = -128942179/41789760;
K(2#m,2*m-5) = 15911389/6964960;
K(2*m,2*m-7) = -142924471/117011328;
K(2#m,2*m-9) = 20331719/50147712;
K(2*m,2*m-11) = -2688571/38307280;
K(2#m,2*m-13) = 187529/41789760;
K(2#m,2*m-15) = -6207/27859840;

K(2*m-1,2*m) = (784350/1667200)*feval (be,x(2*m-2)) +

(1077397/1273920) xfeval(al,x(2*m-2)) /h;

K(2*m-1,2*m-1) feval(dele,x(2*m-2));

K(2*m-1,2*m-2)

(992250/166700) *feval (be,x (2*m-2)) -
(25110619/78983040) *feval (al,x(2*m-2)) /h;
K(2*m-1,2*m-4) = (-210000/1667200) *feval (be,x(2*m-2)) -
(49955527/39491520) *feval (al,x(2*m-2)) /h;
K(2#m-1,2*m-6) = (151200/1667200)*feval (be,x(2*m-2)) +
(25369793/19745760) *feval (al,x(2*m-2)) /h;
K(2*m-1,2*m-8) = (-60750/1667200)*feval(be,x(2*m-2)) -
(12220145/15796608) *feval (al,x(2*m-2)) /h;
K(2#m-1,2+%m-10) = (10150/1667200) *feval (be,x(2*m-2)) +
(21334421/78983040) *feval (al,x(2*m-2)) /h;

K(2#m-1,2*m-12) = (-460217/9872880) *feval(al,x(2*m-2)) /h;
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K(2*m-1,2*m-14)

(101017/39491520) *feval (al,x(2*m-2)) /h;

K(2*m-1,2%m-16)

(-3369/26327680) *feval (al,x(2*m-2)) /h;

K(2*m-2,2*m+1) 496/3465;
K(2*m-2,2*m-1) = -811/640;
K(2*m-2,2*m-2) = h;

K(2*m-2,2*m-3) = 449/384;;
K(2*m-2,2*m-5) = -29/960;
K(2*m-2,2*m-7) = -11/448;

K(2*m-2,2*m-9)

13/1152;

K(2#m-2,2*m-11) = -37/21120;

K(2*m-3,2*m) = (-25375/1013344)*feval(be,x(2*m-4)) -
(31/960) xfeval(al,x(2*m-4)) /h;

K(2+m-3,2+m-2) = (472815/1013344)+feval (be,x(2*m-4)) +

(687/640)*xfeval(al,x(2*m-4)) /h;

K(2*m-3,2*m-3) feval(dele,x(2*m-4));

K(2*m-3,2*m-4)

(675255/1013344) *feval (be,x(2*m-4)) -
(129/128)xfeval(al,x(2*m-4)) /h;

K(2*m-3,2*m-6) = (-137095/1013344) *feval(be,x(2*m-4)) -
(19/192) xfeval(al,x(2*m-4)) /h;

K(2#m-3,2+%m-8) = (30744/1013344)+*feval(be,x(2*m-4)) +
(3/32)*feval(al,x(2*m-4))/h;

K(2*m-3,2*m-10) = (-3000/1013344) *feval (be,x(2*m-4)) -
(21/640) *feval (al,x(2*m-4)) /h;

K(2*m-3,2*m-12) = 3/640xfeval(al,x(2*m-4));

K(2*m-4,2*m+1) = -8/385;
K(2*m-4,2*xm-1) = 179/1920;
K(2*m-4,2*m-3) = -153/128;

K(2*m-4,2*m-4)

h;
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K(2*m-4,2*m-5) = 381/320;
K(2*m-4,2*m-7) = -101/1344;
K(2*m-4,2*xm-9) = 1/128;

K(2*m-4,2*m-11) = -3/7040;
K(2*m+1,2*m) = c(5);

K(2xm+1,2*m+1) = c(4);

function up = graficar(ud,x,m,h);

for i=1:m-1

p(i) = real(ud(2*xi-1));

z(1)

real (ud(2*i));

xp(i) = x(2*%i-1);

xz(1) = x(2*1);
end
p(m) = real(ud(2*m-1));
xp(m) = x(2*m-1);
for i=1:m
v(i) = 0;
end
P =P
y=0:0.001:1;

fun = input(’Inserte la funcion exacta: ’,’s’);
fu=fcnchk (fun) ;
for i=1:1001
up(i) = real(feval(fu,y(i)));
end

for i=1:m

upaprox(i,1) = real(feval(fu,x(2xi-1)));
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end

error = norm(p - upaprox,2)*sqrt(h)
up = up’;
figure(1);

plot (xp,v,’bla-’,xp,v,’bla.’,xp,real(p),’r-’,xp,p,’r.’,y,up,’b-2);

%En el siguiente trozo de codigo se muestra como se calcula
%el orden de convergencia

for i=1:m-1

p(i) = real(ud(2*i-1));
z(i) = real(ud(2*i));
xp(i) = x(2%i-1);
xz(1) = x(2%1);

end
p(m) = real(ud(2*m-1));
xp(m) = x(2*m-1);
for i=1:m
v(i) = 0;
end
P=P
y=0:0.001:1;

for i=1:1001

up(i) = real(feval(fu,y(i)));

dp(i) = real(feval(de,y(i)));
end

for i=1:m
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upaprox(i,1) = real(feval(fu,x(2*i-1)));
end
for i=1:m-1

dpaprox(i) = real(feval(de,x(2*i)));
end;
error = norm(p - upaprox,2)*sqrt(h);
errord = norm(z - dpaprox,2)*sqrt(h);

W(band,1)

-logl0(error);

Z(band,1) = -logl0(h);

Wd(band,1) = -loglO(errord);
Zd(band,1) = -logl0(h);
band;

hAqui se observa la pendiente de la recta dada por la regresion
if band ==
b = reglineal(Z,W);
bd = reglineal(Zd,Wd);
b(1)
bd (1)
end
clear p, upaprox;
clear d, dpaprox;
band = band + 1;
m = 2*m;
figure(2);
plot(Z,W,’red’,Z,W, ’blue.’,Zd,Wd, green’ ,Zd,Wd, blue.’);
xlabel(’-log(error)’);
ylabel(’-log(h)’);

title(’0Orden de Convergencia’);
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end
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Apéndice B
Calculo de la Dispersion

%Calculo de la Dispersidn para p en 1_2_1
> restart:Digits:=10:

> _EnvExplicit:=true:

>

>

>

> xl:= (4 - k~2)/sqrt(16 +8*k~2 + k~4);

22 1/2
(4 +k))

> errol:=evalf (taylor (arccos(x1),k=0,20));

3 5

errol := 1. k - .08333333333 k + .01250000000 k - .002232142857
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7 9 11

k + .0004340277778 k - .00008877840909 k  +
13 -5 15 -6
.00001878004808 k - .4069010417 10 k + .8975758272 10
17 19
k + 0k )

> errol:=1.xk-.8333333333e-1*k~3+.1250000000e-1%k~5;

3 5

errol := 1. k - .08333333333 k + .01250000000 k

>

> error_rel:=(errol-k)/k;

3 5
-.08333333333 k + .01250000000 k

error_rel = ——-—-mmmmm -

%#Célculo de la Dispersidn para z en 1_2_1
> restart:Digits:=10:

> _EnvExplicit:=true:
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> x1:= (2-k~2)/sqrt(4+k~4);

> errol:=evalf (taylor (arccos(x1),k=0,20));

3 5 7
errol := 1. k + .1666666667 k - .05000000000 k - .01785714286 k
9 11 13
+ .006944444444 k + .002840909091 k - .001201923077 k
15 17 19

.0005208333333 k  + .0002297794118 k + 0(k )

> errol:=1.xk+.1666666667*k~3-.5000000000e-1xk~5;

3 5

errol := 1. k + .1666666667 k - .05000000000 k

> plot([x1,cos(k)], k=0..3);

>

> error_rel:=(errol-k)/k;
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.1666666667 k - .05000000000 k

error_rel = -

%Calculo de la Dispersidn para z en 2_2_2
> restart:Digits:=10:

> _EnvExplicit:=true:

>

>

>

> x1:= (8 - 3xk~2)/sqrt(9xk~4 + 16*%k~2 + 64);

(9 k + 16 k + 64)

> errol:=evalf (taylor (arccos(x1) ,k=0,7));

3 5 7

errol := 1. k + .04166666667 k - .03437500000 k + O(k )
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> errol:=1.%k+.4166666667e-1*¥k~3-.3437500000e-1%xk"~5;

3
errol := 1. k + .04166666667 k - .03437500000 k
> plot([x1,cos(k)], k=0..2%Pi);
>
>
>
> error_rel:=(errol-k)/k;
3 5
.04166666667 k - .03437500000 k
error_rel = ———-mmm e
k
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