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INTRODUCCION

Muchos fenémenos en la naturaleza, ya sean biol6gicos, geologicos o mecanicos pueden
ser descritos mediante las leyes de la fisica, usando ecuaciones diferenciales o integrales
que relacionan los factores de interés. Por esta razon, es necesario plantear modelos
matematicos para dichos fenémenos y tener métodos para resolverlos. La gran mayoria
de las veces una soluciéon analitica no es posible, ya sea porque no existe dicha
solucién o porque resulta muy complejo su calculo. Asi, la solucién obtenida mediante
métodos numéricos resulta fundamental y de suma importancia. Esto nos conduce a
la busqueda de herramientas computacionales eficientes que nos permitan resolver

dichos problemas.

El método de elementos finitos es un método numeérico general usado para hallar
una aproximacion a la solucion de ecuaciones en derivadas parciales sobre geometrias

complicadas, y muy utilizado en diversos problemas de la ingenieria y la fisica.

Desde su aparicion en el ano 1943 hasta la actualidad, se ha convertido en una de
las mejores herramientas usadas para resolver ecuaciones en derivadas parciales con
muchas ventajas sobre métodos anteriores, tales como el facil manejo de condiciones
de contorno generales y geometrias complejas, la posibilidad de obtener de forma
concreta el error de estimaciéon en la soluciéon dada por el método, su soélido
fundamento tedrico y, debido a su clara estructura y versatilidad, el método de

elementos finitos hace posible el desarrollo de softwares generales para aplicarlo a



Introduccion

problemas especificos.

Esta pasantia tuvo como objetivo, contribuir al desarrollo de herramientas
computacionales que faciliten la implementaciéon del método de elementos finitos a
ecuaciones en derivadas parciales generales; esto, estudiando el método, aplicindolo
a una ecuacion en derivadas parciales en 2D y con términos de difusién, conveccion y
reaccion, y obteniéndose rutinas en Lenguaje C que permiten hallar las matrices in-
volucradas en el esquema semi-discreto de 3 casos de ecuaciones en derivadas parciales,

una parabolica, una eliptica y el caso general.

Con el fin de resumir y dar una idea global de las tareas realizadas en dicha pasantia,
se estructuro este informe de la forma siguiente: en el capitulo 2, se describen las tareas
realizadas por el alumno, desde la revision bibliogréafica hasta la implementacion de
los algoritmos desarrollados; en el capitulo 3 se explica brevemente la tarea técnica
més relevante, que en nuestro caso es la formulacion del método de elementos finitos
para los 3 casos antes mencionados y la obtencion de expresiones que permitan la
implementacion computacional del método; Por tltimo, en el capitulo 4, se hace una

breve descripcion de algunos algoritmos desarrollados en la pasantia.
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Capitulo 1

Descripcion de la empresa

1.1. Nombre y Ubicacién de la Empresa

Departamento de Matematicas, Universidad de Carabobo ubicada en el sector de

Barbula, al norte de la ciudad de Valencia.

1.2. Mision

Forma Matematicos con conocimientos sélidos, con capacidad de comunicacién para
el trabajo interdisciplinario y preocupado por su medio social. Capaz de adaptarse a
los cambios tecnologicos y de conocimientos significativos en sus areas de aplicacion.
El Departamento de Matematicas garantizara la ejecucion de un plan de estudio en
continua revision curricular y adaptado a las necesidades del entorno productivo,
bajo la conduccion de docentes debidamente capacitados, con instalaciones dotadas

con tecnologia de punta.

Realiza investigaciéon en areas prioritarias para el desarrollo del pais tales como:
Biomedicina, Aplicaciones Matematicas al Sector Petrolero, Ingenieria Didéactica,

entre otras; interactuando con organismos nacionales e internacionales.

El Departamento de Matematicas participa activamente en la formacion de

profesionales de las carreras de la FaCyT (Quimica, Computacion, Fisica, Biologia y
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Matemaéticas) mediante un servicio de docencia en areas propias de su competencia

y apoyo a la investigacion.

El Departamento de Mateméticas se vincula con la comunidad a través del diseno
y desarrollo de proyectos sociales, de igual forma divulga resultados de estudios que
permitan el crecimiento econémico y tecnologico del pais. Por otra parte, colabora
con instituciones educativas en la realizaciéon de proyectos de iniciacion cientifica y

tecnologica.

1.3. Visién

El Departamento de Matematicas serd un ente modelo, de referencia a nivel nacional
e internacional, en la formaciéon de mateméticos con una estrecha relaciéon con el

entorno productivo y de generaciéon de conocimientos.
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Capitulo 2

Descripcion general de las tareas

realizadas por el alumno

1. Seleccién del lenguaje de programacion a utilizar

Se decidi6 implementar los programas relacionados con la generaciéon de
las matrices de conectividades y coordenadas de los dominios estudiados,
generacion de los puntos de Legendre- Gauss-Lobatto en 1D, integraciéon numérica
y construccion de las matrices involucradas en el esquema de elementos finitos,
en Lenguaje C debido a su potencia y su comprobada eficiencia en el manejo
de matrices, rapidez de cémputo, disponibilidad de rutinas disenadas para
manejar matrices sparce y resolver sistemas de ecuaciones lineales sparce en
dicho lenguaje y por los conocimientos y experiencias previas del pasante sobre

el mismo.

Por otra parte, las rutinas relacionadas con el grafico de las mallas rectangulares
y triangulares, se implementaron en Matlab debido a las facilidades que pre-

senta el mismo en el manejo de las herramientas de graficacion.

En el apéndice se podra encontrar un resumen para cada algoritmo desarrollado

que incluye: entradas, salidas, y una sinapsis del cuerpo central del algoritmo.
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2. Estudio y discusion del método de Elementos Finitos (MEF)

El método de los elementos finitos es un método numérico general para
la aproximacién de soluciones de ecuaciones en derivadas parciales sobre
geometrias complicadas, muy utilizado en diversos problemas de la ingenieria y

la fisica.

El MEF permite obtener una solucién numérica aproximada sobre un dominio
(medio continuo), sobre el que estan definidas ciertas ecuaciones diferenciales en
forma débil o integral que caracterizan el comportamiento fisico del problema,
dividiéndolo en un nimero elevado de subdominios no-intersectantes entre si
denominados elementos finitos. El conjunto de elementos finitos forma una
particion del dominio también denominada discretizacion. Dentro de cada
elemento se distinguen una serie de puntos representativos llamados "nodos".
Dos nodos son adyacentes si pertenecen al mismo elemento finito; ademas,
un nodo sobre la frontera de un elemento finito puede pertenecer a varios
elementos. El conjunto de nodos considerando sus relaciones de adyacencia se

llama "malla".

Los célculos se realizan sobre una malla de puntos (llamados nodos), que sirven
a su vez de base para la discretizacion del dominio en elementos finitos. De
acuerdo con estas relaciones de adyacencia o conectividad se relaciona el valor
de un conjunto de variables incognitas definidas en cada nodo, denominadas
grados de libertad. El conjunto de relaciones entre el valor de una determinada
variable y los nodos se puede escribir en forma de sistema de ecuaciones
lineales. La matriz de dicho sistema de ecuaciones se llama matriz de rigidez del
sistema. El ntimero de ecuaciones de dicho sistema es proporcional al nimero

de nodos.

El método de los elementos finitos es muy usado debido a su generalidad
y a la facilidad de introducir dominios de calculo complejos (en dos o tres

dimensiones). Una importante propiedad del método es la convergencia; si

6 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matematicas
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se consideran particiones de elementos finitos sucesivamente més finas o se
aumenta el grado de los polinomios de aproximacion, la solucién numérica
calculada es una mejor aproximacion y, ademas, converge rapidamente hacia la

solucién exacta del sistema de ecuaciones.

Formulacién débil

La formulacién débil (o formulacién variacional) de un problema definido
mediante ecuaciones diferenciales es una forma alternativa en que dichas
ecuaciones se escriben en forma integral, dando lugar a ecuaciones tratables
mediante los métodos del algebra lineal sobre un espacio vectorial de dimensiéon

infinita o espacio funcional.

Consideremos una ecuacion diferencial y unas condiciones de contorno de la

forma:

Lu)—f = 0
ulp = u u:Q—MR T'=00

Donde L es un operador diferencial, u es la funcién incognita en la ecuacion

diferencial y f es una funcién conocida.

Sea v € L?*(2). Si multiplicamos la ecuacién diferencial por la funciéon v, que se

denomina funcién de prueba, obtenemos:

(L{u) = flv =0

e integrando sobre el dominio €2 tenemos la forma integral:

7 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matematicas
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[ 2w = proax=o

La solucién de la ecuacion diferencial original también es solucion de la forma
integral anterior para todas la funciones v € L%*(f). Esto se resume de la

siguiente manera, debemos encontrar u tal que

/Q(L(u) ~ Pudx =0 Vo e LX(Q)

A este problema se le denomina formulacion variacional o formulacion débil y

su solucion es equivalente a la solucion del problema original.

Sea u ~ u = Z?il a;p; con ; en el espacio de Sobolev. En otras palabras,
estamos aproximando u con un funcién @ que pertenece a un subespacio de
dimensién finita V), de un espacio de Sobolev H! y que tiene como base el
conjunto: fy, = {p;,i € {1,..., M}}. Y por lo tanto el problema se reduce en
hallar o;,7 € {1,...M} tal que

/Q(L(ﬂ) — flvjdx =0 Yv; € L*(Q) con j € {1,..., M}

Otra manera de plantear este problema es a través del método de Residuos
Ponderados. Como @ es una aproximacion de u y esta cumple con L(u) — f =0,
si llamamos L(u) — f = R # 0 (R es el Residuo), entonces el método de residuos
ponderados requiere que los pardmetros «;, i € {1,...M} sean determinados de

tal forma que se satisfaga

/wRdx: 0 Vjed{l, ..M}
Q

8 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matematicas
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donde la funcién w es una funcion de peso arbitraria. Notemos que la expresion
encontrada es la misma que la formulacion variacional (con w = v).

Dicha funcién de prueba puede ser elegida de muchas maneras obteniéndose
distintos métodos. Si tomamos w € V},, es decir, w = Z]]Vi1 Bjp; entonces el

problema se convierte en:

>S5 [ (L) = esix =0

y como este requerimiento lo debe satisfacer cualquier funciéon v € V}, entonces se
debe cumplir para todas las posibles elecciones de los escalares 3;,7 € {1,...M}.

Luego, en particular

/Q(L(a) — Psdx =0 j e {l,..M) 2.1)

Asi cuando las funciones de forma son iguales a las funciones de prueba
entonces el método se denomina Método de Galerkin (el método de Elementos

Finitos es un método de Galerkin).

Una vez fijadas dichas funciones, que tienden a tomarse como una familia de
polinomios completos, entonces para cada j € {1,...M} se obtiene una ecuacion
(de la ecuacion (2.1)) con incognitas a;,i € 1,..., M, armando un sistema de
ecuaciones lineales para cada uno de los elementos. Luego dichos sistemas
se ensamblan en un sistema de ecuaciones que involucra todos los elementos
del dominio. Al resolver dicho sistema se hallan los escalares «a;,7 € 1,..., M
de la combinacion lineal de las funciones de [y, y, por lo tanto, a la funcién

aproximacion de u, u.

9 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matematicas
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3. Generacion de mallas
a) Elaboraciéon de un codigo para generar mallas rectangulares uniformes en
dominios rectangulares y tipo L

b) Elaboracion de un cédigo para generar mallas triangulares uniformes en

dominios rectangulares y tipo L
c) Elaboracion de una rutina para graficar las mallas rectangulares y

triangulares

4. Elaboracion de rutinas para hallar los puntos de Legendre-Gauss-Lobatto en
el intervalo [—1,1] y los respectivos pesos para integrar usando cuadratura

gaussiana
5. Elaboraciéon de rutinas para las matrices del elemento de referencia

a) Matrices de Masa, Conveccion y Reaccion en el elemento de referencia
rectangular

b) Matrices de Masa, Conveccion y Reaccion en el elemento de referencia
triangular

6. Elaboracion de rutinas para las matrices en un elemento genérico

a) Elaboracion de rutinas para los jacobianos de las transformaciones

b) Matrices de Masa, Conveccion y Reaccion en un elemento genérico para

mallas rectangulares

¢) Matrices de Masa, Conveccion y Reaccion en un elemento genérico para

mallas triangulares
7. Elaboracién del informe

8. Elaboracion de la presentacion

10 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matematicas



Capitulo 3

Descripcion técnica de la tarea mas

relevante

En este capitulo se describirda el método de elementos finitos para tres ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, las cuales separaremos en tres casos: parabolico,
eliptico y general. En la secciéon 3.1 se desarrollara la formulaciéon semi-discreta
para cada uno de los casos mencionados anteriormente. Bésicamente el objetivo de
dicha formulaciéon es la discretizacion de las variables espaciales en cada uno de los
problemas y la aplicacion del método de Elementos Finitos para hallar los términos
genéricos de las matrices involucradas en los esquemas. En el caso eliptico, tal y
como se vera mas adelante, obtendremos un esquema totalmente discretizado, debido
a la ausencia de la derivada parcial de la funcién incognita con respecto al tiempo, lo
que reduce el problema al sistema de ecuaciones lineales que se obtiene al aplicar el
método de Elementos Finitos. En los dos casos restantes el esquema hallado con la
formulacion semi-discreta es continuo en el tiempo y por lo tanto es necesario usar
un método para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias (Euler, Crank-Nicholson,
Runge-Kutta, etc.) para discretizarlos completamente. En la seccién 3.2 se explica

coémo usar el método implicito de Crank-Nicholson al caso parabdlico.

En las siguientes secciones conseguiremos expresiones que nos permitan resolver

numéricamente los elementos genéricos de las matrices encontradas en los esquemas
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anteriores, desarrollando en cada uno de los casos las matrices de Rigidez, Masa y
Conveccion. Asi, en la seccién 3.3 se obtendrén las Jacobianas y Jacobianos de las
transformaciones que se usaran para facilitar el célculo numérico de las integrales
en cuestion. Y por tltimo, en la seccion 3.4, se obtendran dichas expresiones en el

elemento de referencia triangular.

En el caso rectangular se obtienen expresiones mas simples ya que s6lo es necesario
un cambio de variable que viene dado por una transformaciéon lineal de un elemento

rectangular cualquiera al elemento de referencia.

3.1. Formulaciéon Semi-discreta

En esta seccion plantearemos la formulacion semi-discreta para los casos parabodlico,
eliptico y general. En los casos parabodlico y general la formulacion se denomina
semi-discreta ya que en el esquema matricial obtenido al usar elementos finitos en la
discretizacion espacial, resultara en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer
orden en la variable temporal. Para resolver este tipo de problemas después de hallar
el esquema semi-discreto, es necesario usar un esquema de Crank-Nicolson, Euler o
Runge Kutta, que se explicard con mas detalle en la préoxima seccion. En el caso elip-
tico, la funciéon que acompana a la primera derivada temporal es la funcién nula. Por

lo tanto el esquema que se halla usando elementos finitos esté totalmente discretizado.

En esta pasantia se consider6 la siguiente ecuacion diferencial:

0
<I>8—It)—v-(k:Vp)—|—b-Vp+cp:f Q%] (3.1)
sujeta a p = 0 sobre I' x J y p(+,0) = py en ©, donde Q C IR? es un dominio acotado
con frontera I', J = (0,T](T > 0) es el intervalo de tiempo de interés, ¢, k,c, f y po

son funciones continuas de IR* en IRy b = (by(z,y),ba(x,y)) con by y by funciones

12 Universidad de Carabobo, FaCyT-Mateméticas
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continuas de IR? en IR.

Considerando casos especiales para las funciones ® y k en la ecuacion (3.1) se
obtendran los primeros dos casos. A continuacién se encontrard una expresion para

fQ (A - v)dx que sera util en las siguientes subsecciones.

ov

, 81, Y by continuas a trozos y acotadas en

Consideremos V' = {v : v continua en )
Qyv=0enTl}C H!

Sip = (m,n2) es un vector unitario normal a I' tenemos, por el teorema de la

divergencia lo siguiente:

/Q(V-b)dx:/r(b-n)dl

Asi, si hacemos v,w € V, bl = (88” L0y v = (0, 88—;2w)T, por el teorema de la

divergencia entonces

[ Wix= [ (w0 ma

T

[ #ix= [ (05w ma

Luego, para b' y b* obtenemos:

dx + ———dx =

@ ov Ow / Ov
o) 8x%w 8[)’21 8x1

@ N ov Ow / O

13 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matematicas
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respectivamente.

Sumando miembro a miembro las ecuaciones obtenidas

0% 0% v Ow v Ow v ov
dxt | Clwdnt | LD guy [ LU0 g At [ w2l
Q 0x1w X+ 85L‘2w X+ 8271 8$1 X+ 8@ 8$2 *= (‘9xlm +/Fwal‘2n2
*v 0% ov Ow ov Ow ov ov
d dx = dl
/((‘3131 022 53 X+ /(axl amr Oy 00y X / Wt o, ™)
ov

y como - = 61177 1+ aw =1y tenemos:

/ w(A -v)dx = /w@dl /(Vv - Vw)dx
Q r on Q

Expresion que usaremos al plantear los esquemas semi-discretos en cada uno de los

casos siguientes.

3.1.1. Caso parabdlico

Consideremos la ecuacion diferencial:

9
a—];—Aerb Vptep=f

Que se obtiene de la anterior haciendo ® =1y k=1 Seav € V = H}(Q) = {v €

H'(Q) : v |[p= 0}. Al multiplicar v por la ecuacién anterior obtenemos:

v%—v&p—%thp—l—cpv:fv

ahora, integrando sobre €2 y haciendo dx = dxdy:

/Qv%dx—/Qv(Ap)dx—l-/Qv(b-Vp)dx+/9(cp)vdx:/vadx

/v(Ap)dX:/v@dl—/(Vp-Vv)dx
Q p Ox Q

14 Universidad de Carabobo, FaCyT-Mateméticas
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y v € V(v =0 en I') entonces, por la expresion encontrada en la secciéon anterior

/Q v(Ap)dx = — / (Vp - Vv)dx

Q

Asi que si consideramos la siguiente notaciéon compacta:

a(p,) = /Q (Vi Vib)dx

(o, 1) = /Q(W)dx

Y el problema queda planteado en su forma variacional:

(2.0) +at0.0)+ 690)+ (.0) = (10 52

Yo e V.t eJconp(x,0) =po(z) Vrel

Si V}, es el subespacio de V de elementos finitos, es decir, que tiene como base

Bv, ={pi:i€{l,...., M}} ysipy:J—V, el planteamiento resulta en:

(%

5 v) +alon ) + 0V v) + (epv) = (70) (33)

Yo € Vi, t € J con (pu(-,v)) = (po(x),v) Vv eV,

Como este sistema esté discretizado en espacio pero es continuo en tiempo entonces

se denomina esquema Semi-discreto.

Ahora consideremos fy, = {¢; : i € {1,..., M'}} que es la base del espacio de elemento

finito y

pr(w,t) = Zpi(t)goi(x), (x,t) € Q2 xJ

15 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matematicas
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entonces si para j = 1,..., M hacemos v = ¢, en (II)y considerando que:

O ~— api(t) agol z)
b Seir sz e,

resulta para j=1,. M yte
(f%(m)a@;ﬁ%) + a(fwm@,%)
+ (bv(imtw@) i)+ Zp, e

(ipi(o)%%) = (po; ;)

y simplificando se tiene, para cada j € {1,...M}:

> 20 (@) + Yombate)ei@)

-
—_
-
Il
—

M M

+ Zpi(t)<b Vi, p5) + Zpi(t)(c%,%) =

i=1 i=1

> pi0)(i, ) = (po, ;)

i=1

que en forma matricial se expresa:

Md];—stt)—F(K—i-C—i-E)p(t) = f(t),t €]

y Mp(0) = pg Donde K, M, C y E son M x M y p, f, pg son:

= (/f, SOJ)

(fs )

16 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matematicas
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K = (ki) kij = alpi, ;)

M (m;), M (i, ;)

C (Cij)a Cij (b (Vey), 90]')

E (€35), eij = (cpi ;)

f (), i = (fi¢5)

p = (p;t), po = ((po);) = (po,¥j)

3.1.2. Caso eliptico

Supongamos ® = 0 y k no constante con condiciones no homogéneas, sobre el mismo
dominio y condiciones iniciales y de frontera; entonces la ecuacion diferencial se reduce

a:

—V .- (kVp)+b-Vp+ep=f en Q

Multiplicando por v e integrando en 2 resulta:

—/QUV-(Wp)dxjt/gv(b-Vp)dXJr/QU(CP)dXZ/Q(fv)dx

Luego, por el Teorema de Green sabemos que:

_/vi-(kVp)dx:/Qk:(Vv-Vp)dX—/CIn(kU)dS

r

donde g, es el término de flujo definido por:

=n @—l-n@
n = oz Yoy

_ T
y n = (ng,ny,)" es normal a €.

Notemos que aparece el término de flujo ya que estamos suponiendo que las

condiciones de contorno no son homogéneas en el dominio 2, a diferencia del caso

17 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matematicas



Capitulo 3 Formulaciéon Semi-discreta

anterior donde suponifamos p € V.

Sustituyendo p = Zf‘il pigi ¥ v = @; en la expresion anterior, tenemos:

VkVM d—M kVVdM k %2i , 001\
—/Q¢j ( (;pm» X—;pi/ﬂ (V;-Vr) x—;pi/r %(nxa +n yay> s

Sabiendo esto y los términos obtenidos en el caso 1 tenemos que la ecuacion diferencial

considerada se transforma en:
M
0 i
% K3 d 7 k j €T d
;p/ﬂ (Vo; - Ve)dx — Zp/¢j<na+yay>s
+ sz/ b V% @dx#—Zp,/ ¢z§0j dX—/ngJdX
i=1

Lo cual podemos escribir en notaciéon matricial como:

(K—H+C+E)p=f

donde:
K = (kyj), ki = (k, Vi V)
H = (hy), hij = fr kg; (”w 90 T ”y%%>d5
¢ = (CZJ)J Cij = (b (Vei), ‘Pj)
E (i), e = (cpi, )
f (), fi = (fi¢5)
p = (pj)

3.1.3. Caso general

Si suponemos ® no nula, £ no constante, sobre el mismo dominio, condiciones
iniciales y condiciones no homogéneas en la frontera, estamos considerando la siguiente
ecuacion:

dp

@a——v (kVp)+b-Vp+cp=f
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Capitulo 3 Esquemas completamente Discretizados

Notemos que para hallar el esquema semidiscreto en este caso debemos ver el aporte

de CIDBP y agregarlo al esquema anterior. Asi, si p = Zl 1 Pi(t)pi v v = p; se tiene:

/Q(q)v)@pd _ /q)a(zylpiwi)%dx

ot
$on()
_ p /¢”

1= 1

= Z a%iit) (9, 0i)e;

= Mp/

donde

M = (my) mi; = (dpi, ;)

Vo= whe)  p= 2

Luego, el esquema queda expresado en notacion matricial de la forma siguiente:

Mp+(K—H+D+E)p=f

donde:
M = (my), Mi; = (dpi, ;)
K (ki) kij = (k, Vi Vo)
H (hij), hij = Jpkeoj(ne 52 +n, %) ds
C (cij), cij = (b-(Vi),»;)
E (€ij), eij = (cpi ;)
f (f5), fi = (f.9))
vo= @), p = 20
p = (p;i(1)),
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Capitulo 3 Matrices Jacobianas y Jacobianos de transformaciones

3.2. Esquemas completamente Discretizados

En esta seccion se desarrollard el Método de Crank - Nicholson para el esquema

hallado anteriormente en el caso parabélico.

El método de Crank-Nicholson para (3.3) se define como: hallar p} € Vj, con
n=1,..., N tal que:
n __ ,n—l1 n n—1 n n—1
<%,U) Ta (%ﬂ)) = (f 2f ,U) Yv eV, (3.4)
(p?u U) = (p07 U) Vv € Vh (35)

donde, para nuestro caso (p} — pi~')/At" reemplaza al promedio (9p(t")/0t +
Op(t")/0ot)/2. La discretizacion en el tiempo tiene un error O((At")?). Y asi,

sustituyendo este método en el esquema matricial obtenido en el caso parabdlico

resulta:
() v o (B < (B
<M+Atn(K+C+E)>pZ+(—M+A2tn(K+C+E))p’g1 = (JMJFTJM)M"

Mpo = po

Paran =1,..., N. El resultante es un método implicito. Para el espacio de elementos
finitos lineal V},, para cada n el error p" — pf en la norma L? es O((At)* + h?).
Para estudiar con mas detalle otros métodos usados para discretizar totalmente
los esquemas semi-discretos, tales como Euler hacia atras o Euler hacia adelante,

consultar [4].
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Capitulo 3 Matrices Jacobianas y Jacobianos de transformaciones

3.3. Matrices Jacobianas y Jacobianos de las trans-

formaciones a los elementos de referencia

Una vez triangulado el dominio sobre el que resolveremos la ecuacion diferencial,

es necesario calcular las matrices de los esquemas encontrados anteriormente en

cada uno de los elementos. Para ello definiremos una transformacion lineal desde

cada elemento (con coordenadas (x,y))hasta el elemento de referencia triangular: el

triangulo de vértices (—1,1), (=1, —1) y (1,—1) en coordenadas (r,s).

(V21’v22) A
S

(v, v )Lg V3 Va)

11'712

(-1.1)

i

B

(-1-1)

-1

Figura 1: Cambio de coordenadas al elemento de referencia triangular

Asi, si los vértices de un elemento triangular cualquiera son: (v11,v12), (Va1,v92) ¥

(v31,v32) vy si definimos:

V21 — U1
T Ty

U2 — V12
s Ty

Uz — U1
T T

_ Us2 — V12
ys 2

La Jacobiana de dicha transformacion es:

T, T
JA =
Yr Ys
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Capitulo 3 Matrices Jacobianas y Jacobianos de transformaciones

Y su Jacobiano:

|JA|:xT'ys_ms'yr

Mientras que la Matriz Jacobiana y el Jacobiano de la transformacion inversa son:

Donde:
Ly
ry =
BN
I 7
Y PN
Ts
S g
* BN
o — Y
Y PN

Notemos que el Jacobiano |Ja| es constante para cada elemento.

A continuacion definiremos una nueva transformacion desde el triangulo de referencia
(en coordenadas (r,s)) hasta el rectangulo de referencia (en coordenadas (u,v)) con
vértices en los puntos (—1,1),(—1,—1),(1,—-1),(1,1).
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Capitulo 3 Calculo de matrices en elemento de referencia

(=11 (11 (1,1)

B 4
v

(-1-1) -y (-1-1) -1

Figura 2: Cambio de coordenadas al elemento de referencia rectangular

Como nos interesa expresar r y s como funciones de u y v (a efectos de los cambios

de variable al integrar) entonces trabajaremos con la transformacion inversa.

Dicha transformacién se define como:
r = =—[u—1—v(u+1)]
8 =

a(r(u,v),s(u,v)) =

A~ < N =
[\

l[u —1—v(u+ 1)],U>

Que con el fin de simplificar la notacion llamaremos o(u, v).

La matriz Jacobiana de dicha transformacion inversa es:

2 2(14v)
-1 _ 1-v  (1-v)2
A W

Y el Jacobiano de la transformacion original:

1—w
2

|Jo| =
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Capitulo 3 Calculo de matrices en elemento de referencia

3.4. CAalculo de las matrices en el elemento de
referencia triangular

Ahora encontraremos expresiones que nos permitan calcular numéricamente, y para
el elemento de referencia triangular, las matrices halladas en el Caso Parabdlico
y en el Caso General (recordemos que las matrices del Caso Eliptico aparecen
también en el Caso General). Dado que el procedimiento es similar para todas las
matrices de cada caso, entonces s6lo mostraremos como se obtienen las matrices de
Rigidez y Conveccion. Para ello es necesario resolver numéricamente las integrales que
intervienen en el elemento genérico de cada matriz y lo haremos usando cuadratura

gaussiana con nodos en los puntos de Legendre-Gauss-Lobatto.

3.4.1. Resoluciéon numérica de los elementos genéricos de las

matrices del Caso Parabdlico
Matriz de Rigidez K = (k;;), con k;; = a(y;, ;)

Recordemos que el elemento genérico de la matriz de rigidez se define como:

by = algn ;) = / (Vi - Vip,)dx

donde €2 en un dominio acotado, que en nuestro caso seria un elemento triangular de la
discretizacion espacial. Para facilitar la representacion de los dominios de integracion
denotaremos con f A la integral sobre un elemento cualquiera de la discretizacion;
i) , la integral sobre el triangulo de referencia ya descrito, y fDr la integral sobre el

rectangulo de referencia.

9¢;
[wevenis=[ (5 5)( £ )
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Capitulo 3 Calculo de matrices en elemento de referencia

Al hacer un cambio de variable al tridngulo de referencia con la transformacion Ja

mencionada anteriormente y tomando dr = drds, obtenemos:

o

1 . . ys _yT‘ ys _Is 7
3 " . d = — % Ipi " J d
/A(VQO VSDJ) X ’JA|2 /AT< or ds ) ( —Z X, > ( _yT‘ Ty ) ( % >| Al '

ds
Llamando
A:( vitur —(ys-:veryr-xr))
—(Ys - Ts + Yo - 1) i+ )
haciendo un cambio de variable al rectangulo de referencia (con dr = drds)y

simplificando, tenemos:

1 o o 2 0 = 2 %
Vo Vo )dx = —— (ﬂ ﬂ) — Al T T v ar
/A ( 2 ‘PJ) | JA‘ o, ou v ?1(1_-4;1)2) 1 0 1 [

ov

Si du = dudv

. ‘ 1 2 2a \ Op; 0p; 1 2a(1 +v) \9pi 0y,
/A(V% Vis)dx = |JA|/DT 1—1}[(1—1}) Ju Ou +<1—v>< 1—w b) Ju Qv
2a(1+v) \ Opi dyp; 2a(1+v)*>  bd(1+v)  c(l—=v)
+ <(1—v)2 )81} ou <(1—v)3 1—v * 2
b(1+v)\ Op; 0p,
1—w >8v 8v]du

Donde a =92+ 4%, b=ys x5+ ¥y, -2, y c = 22 + 22

Y por tltimo, usando cuadratura gaussiana con pesos w; € © € 1,...,n se obtiene

. . 15y 2 2 0pilug, vi) O (g, i)
[T Teix = 5SS o [2al -

I=1 k=1 ou ou
F[20(1 + ) — b1 — )] (1 ) 22 1) D5 s )
+ 2a(l+v) = b(1—v)?)(1 - Ul)awi%‘;w”l) 3%(8“;7%)
b aa( 40 + 260 — w1 w) + o1 - )

2
— 2b(1 + Ul)(l — ’Ul)

2 5%(%:%)5%(%7%)]
ov ov
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Calculo de matrices en elemento de referencia

Capitulo 3

Matriz de Conveccion C = (¢;;), con ¢;; = (b- (Vi), ¢;)

Recordemos que el elemento genérico de la matriz de rigidez se define como

ey = (b (Vi) ) = / (b (V)py)dx

donde €2 en un dominio acotado, que en nuestro caso seria un elemento triangular de

la discretizacion espacial. Asi,

Opi

Jo-@eepix = [ (e b2<r,s>)J:( % )w(r,s)wdr

A'ref

y haciendo un cambio de variable para integrar sobre el rectdngulo de referencia

resulta:

0 eepix= [ (natu)) natwo) )

Dref
Opi
Ys —Ts _ u
( ) JDI < & ) @;(u,v)|Joldu

—Yr Ty 5o

de manera anéloga al caso anterior, usando cuadratura gaussiana con n nodos

finalmente obtenemos:

/(b (Veoi)p;)d :Z

=1 k=1

1 —
%‘(Uk, Uy )wWiwy

donde,
(3.6)

£ 0508 o) -t )

Q - [ — U u
(9},02-(1%, v) ’ 2ys(1 4+ vy)
—(bl(a(uk,vz))<w— 3)

* ov
+  bo(a(ug,vy)) <W - W))]
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Capitulo 3 Calculo de matrices en elemento de referencia

3.4.2. Resolucién numérica de los elementos genéricos de las

matrices del Caso General
Matriz de Rigidez K = (k;;), con k;; = (kV;, V;)

Esta matriz es muy parecida a la matriz de masa del Caso Parabdlico a diferencia de
que aparece una funcion k(x,y). Asi, el elemento genérico de la matriz de rigidez esta

vez se define como:

by = (Wi, Vip,) = / k(s - Vipy))dx

donde 2 en un dominio acotado, que en nuestro caso seria un elemento triangular de

la discretizacion espacial.

dp;
[ e e veix = [ ke (% %) ( 3 )dx

s —Yr s —Ts
a_( v Y
—Ts Ly —Yr Ly

Al hacer un cambio de variable al triAngulo de referencia con la transformacion Ja

Si llamamos

mencionada anteriormente obtenemos:

%
[ 60 Teix= s [ baro.vema (2 4 )A( x ) A

B — 211T2v 0 y? + y? _(ys “Ts + Yy - {L‘T) 131) ?fl_—‘;q)}g)
(f———zl)}Q 1 _<ys'x3+yr'xr> x§+$12" 0 1
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Capitulo 3 Calculo de matrices en elemento de referencia

haciendo un cambio de variable al rectangulo de referencia y simplificando, tenemos:

téwww%wwmwzzﬁi/kme»(% %)B(%iymm

v
B / 2a )&pi 0y,
B |JA] 1—v ou Ou
2a(1+v) \0pidp;  2a(l+wv)  Op; dp;
* (l—v)( 1—w b)au v ((1—1))2 b)av Ju
20(14v)2  b(1+v) c(l—v) b(l+wv) dyp; dp;
* ((1—1))3  1-vw T T 1—0)80 Gv]du
Y al simplificar y agrupar, resulta
2a 6 18 i
(A@mxv% Vis))dx :|Lq/‘ (a(u,v) 1—0)51;3
2a(1+v)  NOpidp; | r2a(l+v) \0Op; Oy,
+ (1—v)< 1—v b)@ué% +<(1—UP b)@véh
<2a(1 +v)? b(1+w) c(l-v) b1 —|—v)> i a%}du
(1—wv)3 1—w 2 1—v / Ov Ov

Donde: a = 42 + y2, b = ys2s + yp, vy ¢ = 2% + 22

Y por tltimo, usando cuadratura gaussiana con pesos w; € © € 1,...,n se obtiene

1 2 0i(ug, v1) Op;(up, vy)
— |JA|ZZ<UM1J€ (Uk’Ul))mPa(l_ w)? 81]: : 8: l

=1 k=1

© 2001+ v) — b(1 — )] (1 — oy 2200 95 (e, )

du ov
Dpi(ug, v;) O (uy,
+ [2a(1 ) — b1 — )1 ) 22 ) D25 s 1)
1
3 [4a(1 +u)* +20(1 =)’ (L + ) +e(1 —w)’
Opi(ug, vi) Opj(ug, v)
— o 2 j
2b(1 + v))(1 — v) ] - o

Que es la expresion analoga que se buscaba.
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Capitulo 3 Calculo de matrices en elemento de referencia

Finalmente, como la matriz de Conveccion tiene el mismo término genérico que en el

caso general, no se desarrollaréd de nuevo.
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Capitulo 4

ALGORITMOS DESARROLLADOS
EN LA PASANTIA

Ahora se mostrara una breve resena de los algoritmos més importantes desarrollados

en la pasantia. Dividiremos los algoritmos por grupos de la siguiente forma:

1. Generacion de mallas. Se elaboraron rutinas en los lenguajes C y Matlab para

elaborar mallas de dominios rectangulares y en L con elementos triangulares.

(i) Malla rectangular.
principal malla.c: Se encarga de llamar al resto de las rutinas y de declarar
las variables que se usaran. Recibe por pantalla las coordenadas de los
extremos del dominio rectangular y la cantidad de nodos que se quieren
horizontal y verticalmente. La salida es la matriz de coordenadas y de

conectividades, escribiéndola en un archivo llamado conectividades.txt.

(ii) Malla en L.
main.c: Recibe por pantalla las coordenadas de los extremos del dominio en
L y la cantidad de nodos que se quieren horizontal y verticalmente. Genera
un archivo, al igual que en la malla rectangular, llamado conectividades.c
que contendra el ntmero de nodos, la matriz de coordenadas y la matriz

de conectividades.



Algoritmos

(iii) Gréafico de las mallas.
Los graficos se realizan en matlab y hay un programa por tipo de malla,
estos son plot mesh L.m y plot mesh rectangle.m. Se pide lo mismo
que en los programas anteriores, triangulariza el dominio rectangular o en
L y en cada nodo aparece niimero de nodo que le corresponde. El siguiente

es un ejemplo de mallado triangular en un dominio en L:

5514 5 76 T8

4564 5 16 7 8

h
&

&
8
4
&

3
a3

(6 #8 B0 62 4
35F

FS
&
Fi

F.S
B
g

FS
kS
&

10 1 12 i (L6 8

~
*=
d

b

P

~
=~

Figura 3: Ejemplo de mallado en dominio en L. Grado del polinomio de

aproximacion: 2

2. Puntos de Legendre-Gauss-Lobato y pesos de la cuadratura.
El programa ptos_legendre lobatto pesos.c tiene como entrada el grado de
aproximacion de la cuadratura y como salida dos vectores. El primero son los
puntos de Legendre-Gauss-Lobatto de -1 a 1 y el segundo son los pesos de la

cuadratura por cada punto.

3. Matrices en el elemento de referencia triangular y rectangular.

(i) Declaracion de funciones involucradas en la ecuacion diferencial.

En los programas func c.c, func_ f.c, func_partial phi.c, func_phi.c y
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(i)

phi_x_ phi.c se evalian la funciones c(z,v), f(z,v), g—i(:ﬁ,y), g—“;(:v,y),

o(z,y) v (wi(z,y))(pj(r,y)), respectivamente. Las primeras 2 rutinas
reciben solo los puntos (z,y) donde se evaluaran las funciones c(z,y) y
f(z,y), respectivamente. Los programas func_partial phi.c y func phi.c,
reciben, tanto el indice ¢ que indica la funciéon ¢; a trabajar, como el punto
(x,y) donde se evaluara dicha funcion o su derivada parcial. Por tltimo,
phi_x_phi.c recibe dos indices j e i, y el par (x,y), debido a que se desea
evaluar (p;(x,y)p;)(z,y). Estos programas son los mismos en el caso de

elementos de referencia triangulares o rectangulares.

Calculo de las integrales. De acuerdo con los calculos del capitulo anterior,
cada matriz esta determinada por una integral sobre un dominio triangular
o rectangular, segiin sea el caso. Con este fin se elaboraron rutinas que
resuelven dichas integrales utilizando cuadratura Gaussiana con los puntos
de Legendre-Gauss-Lobatto que mencionamos anteriormente. Si el elemento
de referencia es triangular, se realiza un cambio de variable para integrar
sobre el elemento de referencia triangular y luego otro cambio para integrar
sobre el elemento de referencia rectangular, esto con el fin de simplificar la
integracion. Los programas que realizan dicha integracion sobre elementos
triangulares sélo toman en cuenta el Jacobiano de la transformacion del
triangulo de referencia al rectangulo de referencia, debido a que el mismo no
es constante. Después de integrar, en el programa que genera las matrices,
se toma en cuenta el Jacobiano restante.

En caso contrario, cuando los elementos son rectangulares, sélo se realiza
un cambio de variable para integrar sobre el elemento de referencia
rectangular. Se elaboré un programa por cada integral distinta a realizar,

entre ellos se tienen los siguientes:

a) integral ¢ phi x phi.c: calcula la integral de la funcion
c(z,y)pi(z,y)p;j(r,y) en el elemento de referencia correspondi-
ente.

b) integral f phi.c: calcula la integral de la funcion f(z,y)e;(x,y) en el

elemento de referencia correspondiente.
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(iii)

c) integral grad phi2.c: calcula la integral de la funcion (V) - (Vy,)

en el elemento de referencia correspondiente.

d) integral phi_x_ phi.c: calcula la integral de la funcion (y;p;)(x,y) en

el elemento de referencia correspondiente.

e) integral Po_phi.c: calcula la integral de la funcion Py(x, y)e;(x,y) en

el elemento de referencia correspondiente.

Calculo de los Jacobianos.

Entre los programas correspondientes al elemento de referencia triangu-
lar, encontramos los algoritmos correspondientes al calculo de los Jaco-
bianos de las dos transformaciones involucradas en este caso. El primero,
jacobiano triang.c, corresponde a la transformaciéon que lleva un trian-
gulo cualquiera al triangulo de referencia; y el segundo, jacobiano rec.c,
corresponde a la transformacién que manda al tridngulo de referencia al
rectangulo de referencia.

En el caso de que tengamos elementos rectangulares, el algoritmo jaco-
biano_rec.c, calcula el jacobiano de un elemento rectangular cualquiera al

elemento de referencia rectangular.

Programas principales.

Para cada tipo de elemento tenemos 2 programas principales, uno con
extension .c y otro con extension .h. El primero se encarga de llamar a
todas las otras rutinas, tiene como entrada el grado de la cuadratura y
el grado del polinomio de aproximacion. En él;se declaran las matrices y
otras variables usadas, se calculan los puntos de Legendre-Gauss-Lobatto
y los pesos correspondientes, se obtiene la matriz de adyacencia y la
de coordenadas del elemento de referencia, se calculan cada una de las
entradas de las matrices involucradas en el esquema semidiscreto (se
calculan las integrales correspondientes) y se escriben por pantalla. Entre
las matrices mencionadas tenemos: la matriz de Masa (M), Rigidez (K),
Conveccion (C), E, fy p, cuyos elementos genéricos podemos encontrar en
3.1.3.
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En el segundo programa, int doble triang.h, se declaran todas las

funciones y procedimientos que llama el programa principal.
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CONCLUSIONES Y
RECOMENDACIONES

Al plantearnos la formulacion débil de una ecuacion diferencial cualquiera, se estudio
el método de Galerkin y en especial el método de elemento finitos. Se estudiaron tres
ecuaciones diferenciales que posefan términos de conveccion, reaccion y difusion: una
ecuacion parabolica, una eliptica y un caso general. Para las tres se obtuvo el esquema
semi-discreto correspondiente (en el caso de la ecuacion eliptica, como s6lo depende
de las derivadas parciales de la funciéon incognita con respecto a las coordenadas
espaciales, se obtuvo directamente el esquema completamente discretizado). En los
otros dos casos se aplicod el método de Crank-Nicolson para discretizar por completo
el esquema. Usando el método de elementos finitos se encontraron los elementos
genéricos de las matrices involucradas en los esquemas para los tres casos, en especial

las matrices de Rigidez, Convecciéon y Masa.

Con el fin de implementar algoritmicamente dicho método, se estudiaron diversas
formas de generar mallas en dominios rectangulares y tipo L, elaborandose rutinas
en el lenguaje C con este fin. La generacion de mallas incluye la discretizacion del
dominio, ya sea en elementos triangulares o rectangulares, la numeracion de los

nodos, la obtencion de la matriz de coordenadas y de adyacencia.



Conclusiones y recomendaciones

También se estudi6 la teoria de integraciéon numérica sobre subconjuntos del plano.
Entre los métodos que se estudiaron se encuentran lo citados en [1], [2], [3], [12]
y [13]. Se us6 cuadratura Gaussiana con los puntos de Legendre-Gauss-Lobatto
para resolver las integrales planteadas. Se elaboraron programas para obtener dichos
puntos en el intervalo [—1,1] y sus respectivos pesos. Estos programas fueron
validados, comparando los resultados obtenidos al integrar una funcién con ellos y

usando MAPLE.

Se elaboraron programas con el fin de obtener las matrices en el elemento de refer-
encia, encontradas al aplicar el método de elementos finitos. Para ello, fue necesario
estudiar transformaciones en el plano con la finalidad de facilitar y simplificar la

integracion. Todo esto para elementos rectangulares y triangulares.

Se recomienda continuar con el trabajo realizado en la pasantia calculando los
elementos genéricos de las matrices de los elementos frontera, donde se involucran
las condiciones de contorno; Una vez armado el sistema lineal correspondiente,
elaborar un programa que permita su solucién eficientemente y hacer las pruebas

correspondientes al post-proceso.

Se pueden encontrar todos los algoritmos y gran parte del material bibliografico usado
en esta pasantia, junto con una copia digital de este informe, en un CD anexado a

este tomo.
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