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Capitulo 1

Preliminares

Muchas de las ecuaciones que surgen al ser aplicadas las leyes fisicas o de
la utilizacion de métodos de discretizacién a modelos mateméticos son
no lineales; en general para este tipo de ecuaciones no se puede encontrar
una expresion explicita para su solucién. Por ello es necesario cierto co-
nocimiento de las herramientas béasicas para su resolucién aproximada,
las cuales no son mas que algoritmos numéricos convergentes, estables
y precisos de un punto y multipuntos, con y sin memoria. En este cur-
so se presentard la teoria y desarrollos recientes en el area, incluyendo
la construccion e interpretacién geométrica de los métodos, familias y
clases de métodos de uno y varios puntos. El participante aplicard las
técnicas de creacién de algoritmos para resolver ecuaciones no lineales,
desarrollando la teoria relacionada con la convergencia y dinamica de
los métodos presentados a problemas matematicos especificos.

1.1. Objetivos Especificos

Al finalizar este breve curso el participante debe:

= Conocer los conceptos bésicos relacionados con la soluciéon numéri-

ca de ecuaciones no lineales.

= Conocer los conceptos bésicos relacionados con la dindmica com-
pleja de métodos iterativos para resolver ecuaciones no lineales.
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Identificar los métodos iterativos basicos y su orden de convergen-
cia.

Calcular el orden de convergencia de un método iterativo para
resolver ecuaciones no lineales.

Conocer y aplicar estrategias para adaptar métodos para raices
simples a raices multiples.

Identificar los diversos criterios de parada en la resolucion de ecua-
ciones no lineales.

Resolver problemas aplicados que utilicen algoritmos de resolucién
de ecuaciones no lineales.

Identificar la cuenca de atraccién como un elemento de compara-
cién entre métodos iterativos.

Identificar las familias de métodos béasicos de tercer orden, esta-
bleciendo sus propiedades fundamentales.

Construir diversas familias de métodos de un punto de tercer orden
para la resolucién de ecuaciones no lineales.

Diferenciar entre métodos optimales y no optimales, de dos puntos
y de tres puntos.

Construir diversas familias de métodos optimales y no optimales.

Conocer el estado del arte en la resolucién de ecuaciones no lineales
con raices multiples.

Construir diversas familias de métodos optimales para raices multi-
ples.

Describir diversas construcciones geométricas para métodos de un
punto y dos puntos, tanto para raices simples como multiples.

Identificar los métodos multipuntos béasicos con memoria.
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= Construir métodos multipuntos con memoria.

= Adaptar los métodos de resolver ecuaciones no lineales a sistemas
de ecuaciones no lineales.

1.2. Requisitos

Es recomendable un curso béasico de analisis o métodos numéricos. De
todas maneras en virtud de la caracteristicas de los participantes se
intentara que sea autocontenido.

1.3. Recursos audiovisuales o computacionales
para dictar el curso.

Video Beam y una computadora personal. Se necesita de una Sala de
Computacién, donde los equipos deben tener instalado los programas
Maple y/o MatLab (esto puede ser modificado).

1.4. Limitaciones

En las tardes se realizardn précticas en el laboratorio (Sala de Compu-
tacién). Como maximo dos estudiante por computadora personal. Por
ello, en principio, la cantidad de estudiantes depende de estos recursos.
Esta condicién puede ser suavizada de acuerdo a la disponibilidad de

recursos.

1.5. Evaluacion

La evaluacion estara dividida en dos partes: 1.- Presencial: evaluacién
continua tomando en cuenta las actividades realizadas en las préacticas
de laboratorio (al menos tres evaluaciones). 2.- Asignaciones de ejercicios
y/o problemas para entregar el dia viernes en la manana. La ponderacién

serd de 60 % la primera parte y 40 % la segunda.






Capitulo 2

Introduccion.

Este capitulo presenta una clasificacion de métodos iterativos para re-
solver ecuaciones no lineales y algunos conceptos relacionados con la

convergencia.

2.1. Fundamentos teoricos

El fundamento teérico que se presenta en esta seccidon se basa en los
libros de Traub [79] y Petkovié¢ et al [67] asi como en la la tésis doctoral
de Artidiello [6] y diversos articulos los cuales se irdn citando donde
corresponda.

2.1.1. Clasificacion de los métodos iterativos

A continuacién se presenta una clasificacién de diferentes métodos ite-
rativos utilizados para resolver ecuaciones no lineales basandose en la
cantidad de puntos a utilizar en cada iteracién. Dicha clasificacion se
basa en el libro de Traub [79] y en el libro de Petkovi¢ et al [67].

Sea xgy1 = P(xx),k =0,1,---; donde xj, es una aproximacién a un cero
simple o de f, zp4+1 es la siguiente aproximacion y ® es una funcién
suficientemente continua. Esta ecuacién de iteracion define los métodos
iterativos mas sencillos con sélo una aproximaciéon previa zjp requeri-
da en la siguiente iteracién. Tal esquema iterativo es llamado Método

5
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Iterativo de Un Punto sin Memoria.

Sean los numeros reales xy_,,- - ,Tp_1, L aproximaciones de «, se de-
fine la ecuacién de iteracion xgy; = P(zg; k1, - ,Tk—pn), donde P
es llamada Funcién de Iteracion de un Punto con Memoria, donde la
aproximacion zp41 es determinada por ® sobre la base de las n + 1
aproximaciones previas. Se destaca el hecho de que sélo zj es una nue-
va informacién, mientras xy_, ,--- ,Tr—1 es informacién reutilizada, lo
cual es indicado por el punto y coma. Tal esquema iterativo es llamado
Método Iterativo de un Punto con Memoria.

® definida como zp11 = ®(z, w1 (xg), -, wy(xg)) es llamada la funcién
de iteracién de los Método Multipunto sin Memoria, donde x; es
el argumento comin y la nueva aproximacién es obtenida por el uso de
la aproximacién previa xj, pero a través de n expresiones w;.

En el caso de los Métodos Multipunto con Memoria la ecuacién de
iteracién se puede representar de la forma general

Try1 = P2k 2615 2k—n),
donde los argumentos zj,j = k—mn,--- , k representados por n+1 canti-
dades z;,wi(x;), - ,wn(z;);j =k—mn,--- ,kyn > 1. En este caso ® es

llamada Funcién de Iteracién Multipunto con Memoria. Se puede obser-
var que en cada iteracién se debe preservar la informacién de las ultimas
n aproximaciones xj,j = k —n,--- ,k — 1, y para cada aproximacion se
debe calcular n expresiones wi(x;), - ,wp(x;), para j = k—n,--- , k—1.

2.1.2. Conceptos relacionados con la convergencia

A continuacién se senalan los conceptos de orden de convergencia, la
constante asintética del error, el indice de eficiencia, eficiencia informa-
cional y la conjetura de Kung-Traub.
Sea @ : R — R una funcién de iteracién dada por los procesos iterativos
presentados con anterioridad. Si existe un niimero real r y una constante
mayor que cero K tal que

lim ’(I)n - Oé‘ — 1 ‘xn—i-l - Oé‘ _

n—00 ’xn — a’r T nSoo ‘l'n — a"r B

(2.1)



Introduccion a la solucidn numérica de ecuaciones no lineales. 7

donde r es llamado el orden de convergencia y K es la constante asintéti-
ca del error. No es necesario que r exista, y cuando sucede, no necesa-
riamente es un entero.
En 1960 Ostrowski [65] introdujo la definicién de Indice de Eficiencia y
en 1964 Traub [79] presenta el concepto de Eficiencia Informacional, las
cuales se dan a continuacion:
Sea r el orden de convergencia y d el nimero de evaluaciones funcionales
que requiere un método por iteracion se define el Indice de Eficiencia
como

E = Tl/d

y la Eficiencia Informacional al cociente

r

La conjetura de Kung-Traub [58] establece que los métodos iterativos
multipuntos sin memoria que utilizan n+ 1 evaluaciones funcionales por
iteracién, tienen a lo sumo orden de convergencia 2.






Capitulo 3

Métodos y familias de un
punto sin memoria y su
construccion geométrica

En este capitulo se presentan los métodos clasicos de Newton, Chebys-
hev, Halley y Super-Halley, entre otros. Luego se presentan algunas fa-
milias de métodos las cuales pueden ser obtenidas junto con el término
de error desde el teorema de Gander extendido. Después de esto, se d4 la
construccion geométrica para dicha clase de métodos, asi como algunos
ejemplos.

3.1. Meétodos clasicos

3.1.1. Método de Newton

El método de Newton o de Newton-Raphson [73], que se utiliza en la
actualidad es el resultado de la investigacion de muchos anos y de varios
matematicos como Joseph-Louis Lagrange, Jean Baptise Joseph Fourier,
Augustin Louis Cauchy, E. Schroder, A. Cayley, ademds de los que se le
atribuye su nombre, entre otros. Este es un método de segundo orden
6ptimal (segin la Conjetura de Kung-Traub), su indice de eficiencia es
de V2 =1,414--- y su eficiencia informacional es de uno.

9



10 Carlos E. Cadenas R.

Si f es continuamente diferenciable en una vecindad de un cero «, el
método de Newton puede ser obtenido a partir de la linea recta tangente
a la curva y = f(x) en un punto P(zy,, f(z,)) de la misma. Asi, si se
reemplaza en la ecuacién

Yy = f(wn) + f/(wn)(w - xn) (3'1)

x por xn+1 v y por 0 la ecuacion de iteracion del método de Newton es
obtenida:

ntl = Tp — ; =0,1,2,---; dad 3.2
Tpy1 = F(n) n ado xg (3.2)

Esta ecuacién de iteracién también puede ser obtenida a partir del uso
de la expasién de Taylor.

3.1.2. Meétodos de tercer orden

Garcia [40] hace una revisién de las fuentes histéricas donde aparece el
método de Chebyshev por primera vez y ademds Gutiérrez [44] hace un
estudio de dicho método para el cédlculo de las raices de ecuaciones no
lineales; el método de Chebyshev esta dado por la siguiente ecuacién de

iteracién:

n 1
Tnt1 = Tp — ;/((Z )) <1+2Lf($n)) ;. n=0,1,2,---; dado xg
(3.3)
donde L¢(x) = W es denominada la funcién de convexidad lo-

garitmica, vea [48] .
La ecuacién de iteracién del método propuesto por Halley [46] viene
dada por:

f(zn) 1
ntl = Tp — ; =0,1,2,---; dad 3.4
Tpil =T ) 1= 32 (o) n ado x9 (3.4)

Para el método de Super Halley [48] se tiene

Tyq = 2, — f(zy) 2_Lf($n) .
T ) 201 = Ly(wn))

n=0,1,2,---; dado xzy (3.5)
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y para el método de Ostrowski [65]

f(zn) 1

T+l = Ty — ;o n=0,1,2,---; dado x5 (3.6

3.2. Familias de métodos

Cadenas [13] presenta una familia uniparamétrica tipo Newton-Chebyshev
para hallar raices simples de la ecuacién f(z) = 0, asi como el estudio
de su dindmica para polinomios de grado dos. Dicha familia esta dada
por la funcién de iteracion:

T T )
n

(1+AL¢(zy)); n=0,1,2,---; dado xz¢ (3.7)

Esta familia es de orden dos excepto para el caso A = %, obteniéndose
asi el método de Chebyshev, que es de orden tres.

Cadenas [14] también presenta una familia uniparamétrica tipo Newton-
Halley para hallar raices simples de la ecuacién f(x) = 0, asi como el
estudio de su dindmica para polinomios de grado dos. Dicha familia esta
dada por la funcién de iteracion:

f(zn) 1 .
f(xn) 1 — ALg(xp)’

esta familia es de orden dos excepto para el caso A = %, obteniéndose

Tptl = Tn — n=0,1,2,---; dado =z (3.8)

asi el método de Halley, que es de orden tres.

Cordero, Torregrosa y Vindel [35] presentan la dindmica de la familia
Chebyshev-Halley para polinomios cuadraticos. La ecuacién de iteracién
de esta familia estd dada por:

f(zn) ( Ly(xn) >
Tptl = Ty — 1+ ;o n=20,1,2,--- 3.9
= ey R = AL () &)
dado xg.
Hansen y Patrick [47] presentan una familia uniparamétrica de funciones
de iteracion para encontrar raices de ecuaciones no lineales. Su ecuacién
de iteracion viene dada por:
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N _f(%z) 1+a
n+ n f'(xn) a+\/1—(1+a)Lf($n>

Amat, et al [2] presentan la familia (o, c) y Campos, et al [27] hacen el
estudio inicial de la dindmica el cual es continuado por Campos, et al
[28]. Dicha familia estd dada por la ecuacién de iteracion:

) () o
s == 05 (14 1 ey € Brton) )

si C =0y a=1, se obtiene el método de Super-Halley.

3.2.1. Teorema de Gander Extendido

En 1985 W. Gander [39] presenta un teorema que permite generar méto-
dos de un punto sin memoria para resolver ecuaciones no lineales con
raices simples basado en una funciéon de peso H, dando las condicio-
nes sobre ella para que la clase de métodos sea de tercer orden. Luego
A. Cordero, C. Jordan, J. R. Torregrosa [36] asi como C. Cadenas [12]
de manera independiente dan una expresién explicita para la constante
asintotica del error, pudiendo ser escrito dicho teorema en forma exten-
dida de la siguiente manera:

Teorema 3.2.1. Sea a una raiz simple de f y H cualquier funcién con
H(0)=1, H() = sy |H(0)| < oc. La iteracion dada por

Tyl = Ty — ff/((zz))H(Lf(xn)) (3.10)

donde L(z) = W, es de orden tres y el error viene dado por

) " 2 "
entl = <(1 — H(0) (f (a)) lf (a)) 62 +0 (Gﬁ)

2 fi@)) 6 fa)
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3.3. Construcciéon geométrica de la Clase de Gan-
der

La contruccién geométrica de algunos métodos o familias de métodos de
tercer orden pueden ser encontradas en [53], [63] y [78].

Usando las ideas de Amat, Busquier y Gutiérrez [1], Cadenas en [12]
reemplaz6 f(x,) por f(z,)—y en la ecuacién de iteracion zy,+1 = G(xy,)
para obtener el siguiente resultado:

Teorema 3.3.1. Sea a un cero simple de f y H cualquier funcion con
H(0) =1, H(0) = Ty |H(0)| < oo. La iteracion dada por T,i1 =
G(zp), con G(z) = x — ;((Z))H(Lf(x)) donde Ly(x) = %, puede
ser construida desde la curva que tiene por ecuacion

y — f(wn) (f(zn) —y) " (2n)
o) H ( ()’ ) (3.11)

xr=2x,+

la cual cumple con las siguientes tres condiciones de tangencia
1. y(zn) = flan)
2.y (zn) = f'(2n)
3.y (xn) = f"(xn)

Demostracion. Vea [12] O

3.4. Ejemplos de familias y métodos obtenidos
a partir de la clase de Gander

En esta seccién se presentan sélo algunas de las funciones de peso H que
satisfacen las condiciones del teorema de Gander, lo cual permite obtener
las curvas dadas por la estructura (4.11) desde las cuales se pueden
obtener las iteraciones de los métodos de tercer orden mencionados.
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3.4.1. Familia de Hansen-Patrick [47]
Al utilizar el teorema de Gander con la funcién de peso H dada por

a+1
H(t):a—i- 1—(a+1)t (a7 ~1)

se obtiene la ecuacién de iteracion

B f(ajn) (a + 1)
f'(@n) (a+ /1= (a+1)Ly(zn))

Tpyl = Tn (3.12)

la cual puede ser construida desde la curva

y_f(xn) (a+1)

/ Tn)— 17 Tn
f(@n) (“ /1= (ot UG )

xr =Ty +

que cumple las condiciones de tangencia dadas en el teorema 3.3.1.
Utilizando el teorema de Gander extendido se puede obtener la constante
asintética del error.

1 — " 2 1
Koy~ =) [F@)] _1f"()
8 [ f(e) 6 f'(c)
Esta familia de métodos iterativos de tercer orden incluye, como casos
particulares, los siguientes métodos

» Cuando a = 0, se obtiene el método de Ostrowski [65].
» Si se utiliza a = 1, se obtiene el método de Euler [79].

= En el caso de que a — 00, se puede obtener el método de Newton
(3.2).

3.4.2. Familia del tipo Chebyshev-Halley [42]

La ecuacion de iteracién de la familia Chebyshev-Halley

— f(@n) Ly(xn)
= S () 9
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puede ser obtenida por medio de la funcién de peso H dada por

t

Ht) =1+ 57— o

y puede ser construida a partir de la curva

(f(zn) =) f" (zn)

y— f(zn) (F'(@n))?
=Ty Z < 7 1
T ) +2(1_a(f(wn)y)f”(zn)>
(f'(wn))Q

que cumple las condiciones de tangencia dadas en el teorema 3.3.1.
Para esta familia la constante asintética del error viene dada por

(1-a) [f”(a)} * 1)
2 [ fa) 6 f'(c)

La familia Chebyshev-Halley incluye, como casos particulares, los si-

K(a) =

guientes métodos

= Cuando o = 0, se obtiene el método de Chebyshev dado por la

ecuacion (3.3).
= El método de Halley (3.4) es obtenido si o = 3 [46].

= Cuando se utiliza @ = 1 se obtiene el método de Super-Halley
(3.5), vea [48].

» Si @ — %00 se obtiene el método de Newton (3.2).

3.4.3. Familia 6 — C [4]

t
Sea la funcién de peso dada por H(t) = 1+ m + Ct%. Si se
considera la curva
(f(@n) =) " (@n)
y — flan) (/' (@n))’
=, + 22"
S T B R (1 - pUlen) o))
(f"(xn))?

) - 9) F () \?
C )
i ( (') > )
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entonces por el teorema 3.3.1 las condiciones de tangencia se satisfa-
cen. Asi la ecuaciéon de iteracién de la familia § — C' viene dada por

st = @y — L) <1 + ;(Lf(:””) + CLf(xn)2> (3.14)

f/(xn) 1- eLf(xn))
1020 [/@)]? 1)
vy K= [ff(aJ 6 Fl)

Esta familia de métodos de tercer orden incluye a las siguientes familias

» Cuando (0 = 0), se obtiene la familia C' [38] que tiene por ecuacién

de iteraciéon

_ f(an) 1
Tpil = Tp— F(wn) (1 + §Lf(33n) + CLf(xn)2> (3.15)

» Cuando (C = 0) se obtiene la familia Chebyshev-Halley (4.16).

= Cuando C = 17_9 la siguiente familia es obtenida

S (L L) (-0
ot == s (1 Ty 7 )

3.4.4. Una combinacion de los métodos de Halley y Chebys-
hev

Usando una combinacion convexa de las funciones de peso que permiten
obtener los métodos (3.3) y (3.4) se obtiene la siguiente funcién de peso

A 1
H(t):(_iét)jL(l—A) <1+2t>

Ahora, si se considera dicha funcién de peso para obtener la curva

f'(zn) (1 _ %W)
+(1-A) <1 + ;(f(x?}’zxi)); (xn)>> 7
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entonces por el teorema 3.3.1 se satisfacen las condiciones de tangen-
cia. Asi, la ecuacion de iteracion es

" — f(@n) A
n+1 n f/(wn) (1 — %Lf(xn))

(- A) <1 + ;Lf(xn)>> (3.16)

v K(a)= 24 [f”(cwr 1 f"(a)

4 @] 6 f(e)

Si A = 0, se obtiene el método de Chebyshev (3.3). Si A = 1, se obtiene
el método de Halley (3.4). Cuando A = 2 en (3.16) se tiene el siguiente
método

@) 2 1
T ) (1—§Lf<xn> e ”)> o
lﬂa%——éééi) (3.18)

3.4.5. Una familia pentaparamétrica
Sea H la funcién de peso que depende de cinco pardmetros

_ 4+2(A+1)t+ Dt? + B

D—-—A-B
H(t) = — _
(*) 4+ 2At + Bt?2 + Ct3

= H(0) 5

Si consideramos la curva que tiene por ecuacién

B f(zp) 4+ 2(A+ 1)r + Dr? + Er?
" f(xn) 44 2Ar + Br?2 4+ Or3

r =X

donde
(f(zn) —y) f"(20)

(f/(xn))2

entonces por el teorema 3.3.1 se satisfacen las condiciones de tangen-

9

cia. Asi, la ecuacién de iteracién es
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Tn41 =
f(zn) 4+2(A+1)Le(zn) + DLs(z,)* + ELf ()3
f(xn) 4+2ALg(xp) + BLf(2,)% + CLg(2y)3

Ty —

(3.19)

y K(a)

C24A+B-D[f'(@)]* 1f"(a)
=T Fl)] "6 fla)

Si se utiliza D = 2 + A 4 B, entonces H(0) = 1 y asf se obtiene la
siguiente familia de métodos

Tn41 =

o f@n) 4+ 2(A+ 1) Ly(@n) + (2+ A+ B)Ly(wn)* + ELy(2n)°

f’(ﬂjn) 4+ 2ALf(fL‘n) + BLf(xn)Q + C'Lf(xn)3
B _lf”/(a)
con K(a)= 6 Fla)

Con la excepcién de la familia Hansen-Patrick’s (3.12) las otras familias

y/o métodos presentados en esta seccién pueden ser obtenidos desde
(3.19).



Capitulo 4

Métodos y familias de un
punto para raices multiples
y su construccion
geométrica.

4.1. Meétodos tipo Newton

Es bien sabido que al utilizar el método de Newton para calcular raices
multiples de ecuaciones no lineales, el orden de convergencia se degrada
de cuadratico a lineal. Para evitar ese problema Schroder genera dos
métodos a los cuales se les denomina método de Newton modificado y
método de Newton para raices multiples. En esta seccién se presentan
los fundamentos béasicos de las ideas utilizadas por €l para obtener dichos
métodos, no sin antes dar una de las definiciones de raiz multiple de una
ecuacion no lineal que se utiliza con mucha frecuencia.

Un valor « es una raiz de f con multiplicidad m > 0 si
fx) = (z — a)™g(x), donde lim g(x) # 0.

Sim =1, se dice que « es una raiz simple de f.

19
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Schroder en [75] utiliza las siguientes funciones Fi(x) = R/ f(z) y Fa(x) =
% para generar dos métodos tipo Newton. Se puede observar facilmen-
te que si a es una raiz de f con multiplicidad m, entonces « es una raiz
simple tanto de Fj(x) como de Fa(x).

Cuando se aplica el método de Newton a la funcién Fj, se obtiene el

siguiente método

}f/((ﬂ;n)), con xg dado, (4.1)

el cual es denominado método de Newton modificado. Obsérvese que

Tptl = Tp — M

este método depende de la multiplicidad de la raiz. Por ello para poder
aplicarlo esta debe ser conocida o estimada a priori.

De manera similar si se aplica el método de Newton a la funcién Fs, se
obtiene el método de Newton para raices multiples, el cual viene dado
por la ecuacion de iteracién

f(@n) 1
] = Ty — : dado, 4.2
TSI (T L)’ 0 o (42)
1"
donde L¢(x) = ‘W, la cual ya se ha mencionado varias veces

con anterioridad. En ambos métodos se recupera el segundo orden de
convergencia que se habia perdido en el método de Newton cuando se
utiliza para aproximar raices con multiplicidad mayor que uno.

4.2. Construccion geométrica del método de New-
ton modificado

En esta seccién se presentan las dos construcciones geométricas del méto-
do de Newton modificado dadas por Cadenas en [16].

4.2.1. Primera contruccién geométrica

Se puede observar que al sustituir z por x,+1 y ¥ por 0 en la ecuacion

v ) = TE (4.

de la recta
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se obtiene la ecuacion de iteraciéon del método de Newton modificado.
Por ello se puede presentar el siguiente resultado:

Teorema 4.2.1. Sea f: D C R — D suficientemente diferenciable en
el intervalo abierto ® y « una raiz multiple de f con multiplicidad m.
Entonces la iteracion (4.1) puede ser construida desde la recta definida

por la ecuacion (4.3) la cual cumple las siguientes condiciones: y(x,) =
F(@a) vy () = Lnd.

Demostracion. Véase [16]. O

De esta manera la linea recta (4.3) es secante a la curva y = f(z) y su
pendiente es la m-ésima parte de la pendiente de la recta tangente a la
curva y = f(x) en el punto P(xy, f(z,)).

4.2.2. Segunda construccion geométrica

La segunda construccién geométrica que presentamos para el método de
Newton modificado es dada por el siguiente resultado del autor en [16].

Teorema 4.2.2. Sea o una raiz multiple de f con multiplicidad m.
Entonces la iteracion (4.1) puede ser obtenida desde la curva

f(@n) (@ — xn)>m
mf(n)
que cumple con las condiciones de tangencia

y(zn) = f(@n) y ¥ (2n) = f'(zn).

Se destaca el hecho de que si m € N entonces (5.17) representa la

v= 1) (14 (a4

ecuacion de un polinomio de grado m tangente a la curva en el pun-

to P(xn, f(zn)).
4.3. Construcciones geométricas del método de
Newton para raices miiltiples

En esta seccién se presentan las dos construcciones geométricas del méto-
do de Newton para raices multiples (4.2), dadas por Cadenas en [16].
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4.3.1. Primera construccion geométrica

La ecuacion de iteracién (4.2) puede ser obtenida desde la linea recta
dada por la ecuacién

y = f(an) + f'(@n)l = Ly(zn)](z = zn) (4.5)

La pendiente de esta linea es 1 — Ly(x,) veces la pendiente de la recta
tangente a la curva y = f(z) en el punto cuya abscisa es x,. De esta
forma se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.3.1. Sea f : © C R — D suficientemente diferenciable
en un intervalo abierto ® y o una raiz multiple de f con multiplicidad
m. Entonces la iteracion (4.2) puede ser obtenida desde la curva que
tiene por ecuacion (4.5) y cumple con las siguientes dos condiciones:

y(xn) = f(-rn) ) y/(-rn) = f/(xn)[l - Lf(xn)]'

Demostracion. Véase [16]. O

4.3.2. Segunda construccién geométrica

La segunda construccién geométrica que presentamos para el método
de Newton para raices multiples es dada por el siguiente resultado del
autor en [16].

Teorema 4.3.2. Sea f : ® C R — D suficientemente diferenciable
en un intervalo abierto ® y a una raiz multiple de f con multiplicidad
m. Entonces la ecuacion de iteracion (4.2) puede ser obtenida desde la
curva definida por la ecuacion

[f/(xn)P(x — Tp)
f'(@n) — f"(zn)(x — 20n)

Y= f(xn) + (4'6)

la cual satisface las siguientes condiciones

y(xn) = f(xn)ay/(xn) = f/(xn) Y y//(xn) = 2f//(33n)'
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4.4. Meétodos de un punto para raices multiples
con tercer orden de convergencia

En esta seccion se presentan dos clases de métodos de un punto para
resolver ecuaciones no lineales con raices miltiples cuando la multiplici-
dad es conocida y que tienen tercer orden de convergencia. La primera
desarrollada en 2014 por Rjni Sharma y Ashu Bahl en [74] y la segunda
desarrollada en 2017 por Petkovic and Herceg en [68].

De la construccion de la primera clase los autores mencionados presentan
el siguiente resultado

Teorema 4.4.1. Sea o € I una raiz con multiplicidad m para f : I — R
suficientemente diferenciable sobre un intervalo abierto I. Si xqy esta
suficientemente cercano a «, entonces el método iterativo definido por

f@i) [ (@e)\ ()
=xp— H 4.7
o =1 (Pl ) S o
tiene orden de convergencia tres, donde H € C*(R), con
I _ o _ m? I _m—1
Cht1 = [ T A7 - m] i+ O(er), (4.8)
mlfm ) () .
donde e, = x, —a y A; = (m+ ™ (a) para i € N.

A la segunda clase que presentamos los autores la denominan clase de
Traub-Gander. Esta clase se basa en funciones de peso que satisfacen las
condiciones del teorema de Gander (para raices simples). El resultado
de convergencia para la clase de Traub-Gander se puede resumir en el
siguiente resultado.

Teorema 4.4.2. Si H(0) =1, H(0) = iy |H(0)| < oo, entonces

f(zn)

Tptl = Tp — M H((1—m+mL(x,)), (4.9)
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con Ly(x) = f[(;,)(];)](f),

ent1 = K(a)e, + O(ep),

es de tercer orden y el error viene dado por

donde la constante asintdtica del error K(«) es dada por

K(a) = % [(m +3- 41'{(0)) A2 2mA2] , (4.10)
m! fmHR) ()

A = CERI f(m)(a) ,k=1,2 y« es raiz de f con multiplicidad m.

4.5. Construccion geométrica de métodos de ter-
cer orden para raices miltiples

En esta seccién se presenta una contruccién geométrica de métodos de
tercer orden para resolver ecuaciones no lineales con raices multiples
cuando la multiplicidad es conocida y que estan basados en la clase de
Traub-Gander. Esta construccién geométrica es dada por Cadenas en
[17] y se resume en el siguiente resultado:

Teorema 4.5.1. Sea a una raiz miltiple de f con multiplicidad m y H
cualquier funcidn que satisface las condiciones H(0) = 1, H(0) = % y
|H(0)| < co. La iteracion dada por x,41 = G(xy,), con

Glz) =z — mff,(é))ﬂ(l — m +mL(z))

donde L¢(x) = ff}ﬁ/){;;}(f), puede ser obtenida desde la curva que tiene

POT ECUACLON

y que cumple las condiciones de osculancia
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1. y(xa) = flan)
2. y'(zn) = f'(zn)
8.y (xn) = ["(zn)
Demostracion. Véase [17). 0

Si m = 1, el caso de raices simples, basado en el teorema de Gander,
coincide con el dado en [12].

4.6. Ejemplos de familias y métodos obtenidos
a partir de la clase de Traub-Gander

En [17], Cadenas presenta algunas familias y/o métodos que pertenecen
a la clase de Traub-Gander. Algunos de ellos se presentan en esta seccién.

4.6.1. Familia de tipo Hansen-Patrick para raices multi-

ples [47]
Sea la funcién de peso H dada por
a+1 .. a+3
H(t) = a # —1) donde H(0) = .
) a+ 1—(a+1)t( # 1) © 4

Asi la ecuacion de iteracién es

e _mf(xn) (a+1)
n+ n f/(l'n) (a_|_ \/1 — (a—|— 1) (1 - m—{—mLf(xn)))

con K(a) = ﬁ ((m — a)A} — 2mAy), la cual puede ser obtenida desde

la curva

w1 Vi)
a+1

a+\/1—(a+1)(1—m+m/3f($n)) (1— "\/%)

Algunos casos particulares de esta familia pueden ser mencionados

(4.12)
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= Cuando a = 0, un método tipo Ostrowski para raices miltiples

_mf(l'n) 1
f(zn) \/m (1= Ly(xn))
con K(a) = ﬁ (A2 —24,).

(4.13)

Tp41 = Tn

= Cuando a = 1, obtenemos un método tipo Euler para raices multi-

ples
f(xn) 2
Tpa] = Tp — M 4.14
! fi(@n) (14 /2m (1 = Ly(z,)) — 1) (4.14)
con K(«a) = ﬁ ((m —1)A% — 2mA,).
= Cuando a = m, obtenemos
1
Tpil = Tp —M f(@n) mt (4.15)

f'(@n) m+ /m2 —m(m + 1)L (x,)
con K(«a) = —%.
4.6.2. Familia tipo Chebyshev-Halley para raices multi-
ples

Utilizando la funcién H dada por

Hay_y+%1wa

se obtiene la familia tipo Chebyshev-Halley para raices multiples

= H(0) = A,

fxn) 1—m+mLg(xy,)
=xp—m-—-= 1|1 4.1
et == S\ S0 A —m iy @y) 4O
con K(a) = 555 ((m + 3 — 4a) A} — 2mAy), la cual puede ser construida

desde la curva
- f(n) Y
T T i) (1 B f@fn)) )

2 (1 — A(1—m+mLg(zy)) (1 -3 f(zn)»

Se pueden mencionar los siguientes casos particulares

1+
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= Cuando A = 0, obtenemos un método tipo Chebyshev para raices

multiples

Tpgl = Ty — ?JJ:’((ZZ)) (3—m+mLs(xy)) (4.17)

con K(a) = ﬁ [((m +3) A7 — 2mA,)].

= Cuando A = %, obtenemos un método tipo Halley para raices

multiples
f(xn) 2m

Inl = f(xn) 1 +m —mLg(xy) (4.18)

con K(a) = 5= [(m+ 1) A? — 2mA,].

2m

= A =1, obtenemos un método tipo Super-Halley para raices multi-

ples
f(xn) 1+m —mLjs(xy)

Tptl] = Ty — M 4.19
: Pl 20 Lye)
con K(a) = 515 [(m — 1) A} — 2mAy].
= Si A= mT*'?’, obtenemos el método
f(xn) m*+2m+9+m(m+5)Ls(x,)
il = T — 4.20
Tntl = mf’(xn) m? +4m+7—m(m + 3)Ly(xy) (4.20)
con K(a) = —%.

4.6.3. Familia tipo 6-C para raices miiltiples

Utilizando la funcién H

H(t)—1+;(1_’59t)

+Ct* = H(0) =0+ 2C

se obtiene

Tntl = Ty — mf’(;]jn)

1—m+mLg(x,) it L ()2
O+2u—eu—m+mwum»+cﬂ *’L“"”>
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con K(a) = 55 [(m+3—4(0 +2C)) A} — 2mAs] la cual puede ser

2m?2
obtenida desde la curva

f(zn) (1 e ) (1 n %1 (1=mtmLy(an)) (1= 3/ 7))

—m
() Fzn) —9(1—m+mLf(xn))(1— m f(;‘n))

+Cwl—nw+mLﬂ%Jf(1—7Jﬂi02>.

Entre los casos particulares vale la pena destacar los siguientes

T =,

e 0 =0, familia tipo C para raices multiples
Tptl = Ty — M X
n+1 n f/(xn)

<3 —m+mLy(xy)
2

+C(1-m+ mLf(xn))2> (4.21)

con K(a) = 525 [(m+3 — 8C) A} — 2mA,)|

2m?

¢« =0y (C=mis

Tptl1 =2 fmf(mn)x
" " f'(wn)

con K(a) = —%
e C' =0, se obtiene la familia del tipo Chebyshev-Halley, (4.16).

e Con C = %‘49 se obtiene la siguiente familia

f(xn) (1+2( 1—m+mL¢(zy,) N

T 0(1—m+mLy(,))
m+ 3 — 460

3 (1 —m+mLf(xn))2)
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4.6.4. Una combinacién convexa de los métodos de Halley
y Chebyshev para raices multiples

Sea la funcién de peso

A 1 . A
entonces
B f(zn)
T4l = Ty — mf’(a?n) X

< 24 (1- A)

14+m—mLy(xy,) T (3—m+mLf(xn))>

con K(«) L [(m+ 3 —24) A} — 2mA,].

= om?
Esta ecuacién de iteracion puede construirse desde la curva

B f(xn) m
r=Tn — mf/(l‘n) (1 N f(il))
A
1—3(1—m+mLg(zy)) (1_ K %)

(o me e - 25)

Entre los casos particulares de esta familia podemos mencionar los si-

+(1—A)

guientes

e Cuando A = 0 se obtiene el método de tipo Chebyshev para raices
multiples (4.17).

e Cuando A =1 se obtiene el método de tipo Halley para raices multi-
ples (4.18).

e Cuando A = 2 se obtiene el siguiente método para raices multiples

oy = 2 _ o d @)
4 1
(1 +m —mLy(z,) T3 (B=m+ mLf(x"”) (4.23)
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con K(a) = 525 [(m — 1) A? — 2mA,].

2m

e Cuando A = mTJr?) se obtiene el siguiente método para raices multiples

Tyl = Tp — mff,(é’;)) X
m—+3 (m_|_ 1)
<1+m—mLf(xn) 4 (3—m+mLf(xn))> (4.24)
con K(a) = _%,

4.6.5. Combinacion convexa del método de Newton con
un método del tipo Newton-Halley

Dada la funcién de peso

entonces

P (G 24— 1)
e =an =G (4 s )

— 2m?2
rada desde la curva

B (- )

A+

con K(a) = 515 [(%) A2 — 2mA2] La cual puede ser gene-

2(A—1)2
2(1— A) — (1 —m+mLj(z,)) (1 -

=)
f(zn)
Entre los casos particulares se pueden mencionar

e A =0: método del tipo Halley para raices multiples (4.18).

o A= % : método del tipo Super-Halley para raices multiples (4.19).
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e Para A = ™E5 ge tiene
m+3

— _Lf(xn)
P i 1 3) ()
4
<m+5_4+(m+3)(1—m+mLf(xn))

> (4.25)






Capitulo 5

Métodos y familias de dos
puntos sin memoria y su
construccion geométrica.

Una gran cantidad de familias y /o métodos de orden tres con dos puntos
han sido presentados en diversos trabajos, entre los que se pueden men-
cionar los métodos de Traub y de Potra-Ptak ([79], [71]). Por otro lado,
es bien sabido que el primer método de dos puntos con cuarto orden de
convergencia es debido a Ostrowski [65]. Entre las primeras familia de
dos puntos con cuarto orden de convergencia se pueden mencionar la de
Jarrat [50] y la de King [55]. Muchos métodos de dos puntos pueden ser
vistos en [67] y las referencia que se encuentran en el. En [29] y [30] se
presentaron otros métodos de dos puntos con cuarto orden de convergen-
cia basados en unas clases de métodos. En [67] se da una interpretacién
geométrica del método de Ostrowski. En estos y otros trabajos es que
se centra éste capitulo, haciendo énfasis en la construccién geométrica.

5.1. Formas equivalentes a la clase de Chun

En 2008 Changbum Chun [29] presenta la siguiente clase de métodos
iterativos de dos puntos para resolver ecuaciones no lineales con raices

33
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simples con cuarto orden de convergencia

- g f(mn)
Yn = n f/($n)
Toil = Yn— f(yn)
" " f'(@n)h(tn)

donde t,, = #¥}, h(0) = 1, (0) = =2 y [h(0)] < oo,
En [7] dicha clase es presentada en otra forma. Sin embargo a efectos
de seleccionar funciones de peso que satisfagan las hipétesis del teorema
de Gander (métodos de un punto para ecuaciones no lineales con raices
simples) se utilizard la clase de Chun en las siguientes formas equivalen-

tes.

Teorema 5.1.1. Sea a una raiz simple de f y H cualquier funcion que
satisfaga H(0) = 1, H(0) = 1 y H(0) < co. La ecuacidn de iteracion
dada por

o f)
T )
_ f(l'n) 2f(yn)
= = et () 51)
es de tercer orden y el error es dado por
it = 2(1 — (0) 436+ 0 () ; )

y si ademds H(0) =1 y |F1(0)| < oo, entonces es de cuarto orden y

enql = ((5 — ;LH(O)) A3 — A3> Aser + 0 (D). (5.3)

En caso que FH(0) =12 y |H™(0)| < oo, entonces
ent+1 = —AQAgei + O (62) .

Demostracion. Esta prueba es similar a la presentada en [29] y por lo
tanto omitida. O
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Teorema 5.1.2. Sea a una raiz simple de f y H cualquier funcion con
H(0) =1, y H(0) < co. La iteracion

- g f(xn)
Un = I mes
_ o S (2 ()
. ( I )) (5.4)

es de tercer orden y el error es dado por
ent1 = 2(1 = H(0))AJey, + O (en)
y si ademds H(0) =1 y |F1(0)| < co entonces es de cuarto orden y
ent1 = ((5 - QH(O)) A2 - Ag) Aged +0 (e3) .
En el caso que H(0) = >y |H(0)| < oo, entonces
entl = —AgAge;lL + O (62) .

Demostracion. Esta prueba es similar a la presentada en [29] y por lo
tanto omitida. O

fyn)

Comentario. La utilizacion de F(on) COMO uUN argumento de la funcién
n

de peso H es debido al hecho de que
2f(yn)

Ly(zn) = F(an)

véase [67] y [84]. Es por ello que si en la clase de Gander Ly(zy) es

reemplazada por la aproximacién mencionada recientemente, entonces
las dos clases de métodos dadas por (5.1) y (5.4) son obtenidas.

5.2. Ejemplos de familias y métodos de orden
tres obtenidos a partir de las formas equi-
valentes a la clase de Chun

En esta seccion se presenta un grupo de familias y métodos de dos pun-
tos y orden de convergencia tres basados en algunas funciones de pesos
clésicas, con su respectiva constante asintética del error K («) las cuales

son obtenidas utilizando (5.1) y (5.2). En todos los casos y, = x,— ]{C,(é’;)) :
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5.2.1. Método de Potra y Ptk [71]

El método de Potra y Ptak puede ser obtenido utilizando la misma
funcién de peso utilizada para obtener el método de Chebyshev. Su
ecuacion de iteracion viene dada por z,41 = x, — W y constante

asintética del error K (o) = 243.

5.2.2. Método de Newton-Secante [67]

El método de Newton-Secante puede ser obtenido utilizando la misma

funcién de peso utilizada para obtener el método de Halley. Su ecuacién

de iteracién viene dada por x,+1 = x, — ]{,(éz)) i f(x,{ )(f’})(yn)) y constante

asintética del error K (a) = A3.

5.2.3. Familia tipo Chebyshev-Halley [19]

Como su nombre lo indica la familia de dos puntos tipo Chebyshev-
Halley puede ser obtenida utilizando la misma funcién de peso utilizada
para obtener la familia de Chebyshev-Halley . Su ecuacién de itera-
s 4 : _ fl@n) ( flEn)+(1-24)f(yn)
cién viene dada por xp11 = xpy — Py ( Flom)—2AF (yn)

asintética del error K (a) = 2(1 — A)A3.

) y constante

5.2.4. Método tipo Ostrowski [19]

Este método de dos puntos puede ser obtenido utilizando la misma fun-

cién de peso utilizada para obtener el método de Ostrowski. Su ecuacién

de iteracién viene dada por x,+1 = T — f,(é’;)) f(a;nf)(—x;}(yn) y constante

asintética del error K (o) = $A32.

5.2.5. Familia tipo Hansen-Patrick [19]

Como su nombre lo indica la familia de dos puntos tipo Hansen-Patrick
puede ser obtenida utilizando la misma funcién de peso utilizada para
obtener la familia de Hansen-Patrick. Su ecuacion de iteracién viene
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f(zn) (a+1)
F'(wn) (ay/1-2(a+1) $22})

f(zn)
del error K(a) = @A%

dada por xp41 = Ty —

y constante asintética

5.2.6. Familia tipo 0 — C [19]

La familia de dos puntos tipo § — C' puede ser obtenida utilizando la
misma funcién de peso utilizada para obtener la familia 8§ — C' . Su
ecuacién de iteracién viene dada por

— f(@n) f(yn) f(yn) 2
=T i) (” +4O< >>

f@n) =20 (yn) f(@n)

y constante asintética del error K(a) = 2(1 — 6 — 2C) A3.

5.2.7. Familia tipo combinacién convexa de los métodos
de Halley y Chebyshev [19]

Esta familia de dos puntos puede ser obtenida utilizando la misma fun-
cién de peso utilizada para obtener la familia combinacién convexa de
los métodos de Halley y Chebyshev. Su ecuacién de iteracién viene dada
por

) [ AfG) )+ F )
Tt = ) (f(xn>—f<yn>+“ D ) )

y constante asintética del error K (o) = (2 — A)A3.

5.3. Ejemplos de familias y métodos de orden
cuatro obtenidos a partir de las formas equi-
valentes a la clase de Chun

En esta seccién se presenta un grupo de familias y métodos de dos puntos
y orden de convergencia cuatro basados en algunas funciones de pesos
clésicas, con su respectiva constante asintética del error K («) las cuales

son obtenidas utilizando (5.1) y (5.3). En todos los casos y, = x,,— ]{C,(é’;)) :
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5.3.1. Método de Ostrowski [65]

El método de Ostrowski puede ser obtenido utilizando la misma funcién

de peso utilizada para obtener el método de Super-Halley. Su ecuacién
: . : _ _ f(@n) f(zn)—F(yn)

de iteracion viene dada por z,4+1 = xp o) Tl =2 @)y ¥ constante

asintética del error K (a) = (A2 — A3)As.

5.3.2. Familia de King [55]

La familia de King puede ser obtenida utilizando la funcién de peso
H(t) = 44+2(B—1)t+pt2

D TORNEETII Su ecuacién de iteracion viene dada por

P + (B V@) ) + B )
mem (f(@n) + (B = 2)f (ya)) ' (2n)

y constante asintética del error K (o) = ((28 + 1) A3 — A3) As.

5.3.3. Familia tipo 6 [19]

Esta familia de dos puntos puede ser obtenida utilizando la misma fun-
cién de peso utilizada para obtener la familia 6. Su ecuacién de iteracién
viene dada por

_ o f) f(@n) L—0 (fly)\®

y constante asintética del error K (o) = ((5 — 40%) A2 — A3) As.

Si 0= :I:é se obtienen dos métodos de dos punto de orden cuatro
con constante asintética dada por K(«a) = —A3As, cuyas ecuaciones de

iteracién son:

) (o) 2 VB [ )’

y

— _f(l‘n) f(zn) 2++/5 f(yn) 2
T ) (H (Pl + Vi) | 4 (f(:vn)) )
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5.3.4. Otros métodos de dos punto y orden cuatro con
K(Oé) = —A3A2

En esta subseccion se mencionan algunos métodos de dos puntos con
cuarto orden de convergencia cuya constante asintética del error es
K(a) = —AsAs, debido a que la funcién de peso utilizada satisface
la condicién F(0) = 12.

Familia de Zhao-Wang-Guo [85]. En este caso la funcién de peso es

844t +2(b— 3)t2 + bt
B = ——=aro-n®

y la ecuacién de iteracién viene dada por
Tpl = Tn — Fan) + £2(@n) f(yn) + (0= 3) f (@) f*(yn) + bf° (yn)
. " (f*(zn) + (b= 5)f2(yn)) f' (2n)
Uno de los métodos obtenidos desde la familia de King, vea la seccién
5.3.2, con B =—3

2w = 3 @) ) = ()
me 2f () — 5 () [ (2n)

5.4. Construcciones geométricas de la clase de
Chun

Ahora presentamos dos resultados dados en [19] que permiten obtener
algunas curvas para las cuales pueden deducirse las ecuaciones de itera-
ci6n de las familias y/o métodos obtenidos a partir de la clase de Chun.
El primer resultado es:

Teorema 5.4.1. Sea a una raiz simple de f y H cualquier funcion
inwertible con H(0) =1, H(0) = %, H(0) =1y |H(0)| < oc. La iteracién
Tnt1 = G(Tp,Yn), conz =x— J{,((:Z)) yG(z,z) =x— }C,((‘?)H <2ff((;))), puede
ser obtenida desde la curva que tiene por ecuacion
n 2 n)
[ (zn) f(zn)

la cual satisface las siguientes condiciones de tangencia

r =2
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1. y(yn) = f(yn)
2. y/(yn) = f/(fL'n)

/In 2
3. y"(yn) = 40}((90”)))

Demostracion. Véase [19]. O
El segundo resultado es

Teorema 5.4.2. Sea o« una raiz simple de f y H cualquier funcion
invertible con H(0) =1, H(0) = 3 H(0) =1y |H(0)| < oc. La iteracién
Tuir = Glanyu), conz = a— 42 y G(a.2) = o~ HEFH (4B, puede
ser obtenida desde la curva que tiene por ecuacion

) (20 ) — y(2)
" ff(xn>H< F o) — y() > (5:6)

la cual satisface las siguientes condiciones de tangencia

1. y(zn) = fyn)
2. o (yn) = fyn)—f(zn)

Yn—Tn

r =T

3. y//(yn) — 6f(yn)*f(x2n)

(yn—1n)
Demostracion. Véase [19]. O
Comentario. Las curvas dadas por (5.5) y (5.6) también pueden ser
usadas para deducir métodos iterativos de dos puntos con tercer orden de

convergencia cuando (H(0) # 1). Sin embargo, estas curvas no satisfacen
la tercera condicién de estos teoremas.

5.5. Una clase de dos puntos del tipo Jarratt-
Gander con cuarto orden de convergencia

En [49] y [57] usando la iteracién de Newton modificado en la forma

f'(wn)

Yn = Ty, — 0
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obtienen una aproximacion de la segunda derivada, la cual es dada por

Yn — Tn

f(an) =
de esta forma, al sustituirla en la definicién de Ly se puede obtener que

byten) = T < o) (5.7

Utilizando (5.7) en la clase de Gander dada en el teorema 3.2.1, [31] y [33]
obtuvieron unas clases de dos puntos con cuarto orden de convergencia.

En lo que sigue usamos una de estas clases (a la que se denomina en [20]
clase de tipo Jarratt-Gander) como sigue.

Teorema 5.5.1. Sea o una raiz simple de f, H cualquier funcion con

H(0) =1, H(0) =}, H(0) <00, 0 #0y Ay = 10 k=23
La iteracion

— f(@n)
Yn = Tn Gf,(xn) (5.8)
@) (@) — )
et = ff(xn>H( 0f (n) ) (59)

es de tercer orden y el error es dado por
_ O 2 3, 3 4
ens1 = |2(1— H(0)) A3 + 29 1) As| ey + 0 (ep) (5.10)

y si ademds se cumple que 0 = %, H(0) =1 y |H(0)| < oo entonces la
misma es de cuarto orden con

4... 1
ent1 = [(5 - 3H(0)) 43— Ay + 9A4} d+0(d). (1D

En el caso de que H(0) = 12 y |[H™(0)| < oo, entonces
1
entl = <9A4 — A2A3) efl + O (62) .

Demostracion. Véase [20]. O
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5.6. Ejemplos de familias y métodos de dos pun-
tos con cuarto orden

A continuacién se presentan diversos ejemplos de familias y/o métodos
de dos puntos con cuarto orden de convergencia obtenidos a partir de
la clase de tipo Jarratt-Gander. Algunos de los métodos y/o familias
que se presentan en esta seccién estan expresadas en funcién de L 7 la
cual esta dada en la ecuacién (5.7). Para el cdlculo del error se utiliza la
ecuacién (5.11) debido a que en todos los casos se utiliza § = %

5.6.1. Familia de Jarratt

En [50] Jarratt presenta una familia de métodos de dos puntos sin se-
gunda derivada. Los tres métodos que menciona de esta familia son los
siguientes:

Primer método de Jarratt (JM1):

1 f(zn) f(@n)
Tpil = Ty — — + , 5.12
TS e ) - 37 12
este puede obtenerse desde (5.8) y (5.9) usando H(t) = ﬁ
Segundo método de Jarratt (JM2):
Tpgl = Tn — fan) _ 3 J@n) + 3/(@n) (5.13)

I (%) B 2 "(yn)  f'(zn) + f'(yn)’

este puede obtenerse desde (5.8) y (5.9) usando H (t) = %.
Tercer método de Jarratt (JM3):

e = ]{/(&)) :
1127 /() 64/ ()
(28 52 /(o) 19111 (ys) 1183f'<scn>) -G

este puede obtenerse desde (5.8) y (5.9) usando H(t) = 21(12652—%)?;?—23'
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5.6.2. Cuarto método de Jarratt (JM4):

En [51], Jarratt presenta otro método dado por

Tp41 =2 —lf(x”)_i_ f(zn)
n+ n 2 f/(gjn) f/(xn) — 3f’(yn)

este puede obtenerse desde (5.8) y (5.9) usando H(t) = 2(217__';) y 0= %
Es de destacar que esta funcién de peso es la misma que la usada en la

(5.15)

clase de Gander para obtener el método de Super Halley.

5.6.3. Meétodo de dos puntos de tipo Euler-Jarratt [20]

Este método puede ser obtenido desde la clase de Jarrat-Gander al uti-

lizar la funcién de peso del método de Euler, H(t) = 1+\/2ﬁ' De esta

manera se obtiene la ecuacién de iteracién

) :
e <1+ 12Ef($n)>

con constante asintotica del error

1
K(Oé) = —AyA3 + §A4

5.6.4. Familia tipo King-Jarratt [20]

Esta familia puede ser obtenida desde la clase de Jarrat-Gander al uti-

lizar la funcién de peso de la familia de King [55] la cual viene dada por
H(t) = 442(8—1)t4Bt2

= SerE-Yh Asi la ecuacién de iteracién es

o flaw) (4428 1)Ly(en) + BLY(n)
n+1 n f/(:L‘n) 2(2 + (B B 2)Ef($n))

con

1
K(a) = (28 + 1) A5 — A Ay + S Ay



44 Carlos E. Cadenas R.

5.6.5. Familia tipo Behl-Kanwar [20]

La familia tipo Behl-Kanwar es obtenida en [20] utilizando la H necesaria
para la familia dada en [10]. Dicha funcién H viene dada por

La ecuacion de iteracién para esta familia es

oy d) Ly(an)
nt+l = 4n f/(xn) (1 * 2(1 - %Ef(xN)P)

Asi la constante asintética del error es

1
K(a) = 243 — Ay A3 + g4

5.7. Construcciones Geométricas de la clase de
tipo Jarratt-Gander

La contruccion geométrica de los métodos obtenidos a partir de la clase
de tipo Jarratt-Gander se debe hacer en dos partes. La primera consiste
en la relacionada con la ecuacién de iteracién (5.8), la cual es basada en
el método de Newton modificado (véase [17]) y la segunda de acuerdo a
lo presentado por el autor en [20].
Asi, utilizando la recta
!/

y= flzn) + f(;n)(x — Tn) (5.16)
que depende del pardmetro 6 en vez de m, podemos obtener (5.8) utili-
zando x = y, y y = 0. Luego, la pendiente de dicha recta es la 6-ésima
parte de f'(z,). De manera similar (5.8) puede ser obtenido desde la

f'n) (3 — xn>>9
0f(xn)
la cual cumple las condiciones de tangencia y(x,) = f(z,) v ¥/ (xn) =

f(@n).

curva

y = f(zn) (1 + (5.17)
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La segunda parte se puede basar en un caso particular del resultado
dado en [20], el cual se enuncia a continuacién:

Teorema 5.7.1. Sea o una raiz simple de f, H cualquier funcion con
HO)=1, HO0)=1, H0) <coy0#0 .
(x)

La iteracion dada por xn11 = G(Tpn,yn), con z =2 — 9% Yy

@) g (@) - 1)
Ge) =a = st (Fagm ).

puede ser obtenida desde la curva que tiene por ecuacion

f(@n)(@n — ) = [f(zn) — y(2)]H (9(y(2))) (5.18)
donde
"xn) — f z) \? z) \?
st = TG (1 F ) (1) e

y st y(yn) = (1 — 0) f(zy,) entonces dicha curva satisface las siguientes
condiciones

1. y(an) = flan).

2. y'(zn) = f'(zn).
3.y (yn) = f'(an)

4. y"(zn) =0.

5. 1" (yn) = 0.

Demostracion. Véase [20]. O






Capitulo 6

Métodos optimales de dos
puntos para raices
multiples

En este capitulo se han seleccionado diferentes métodos de cuarto orden
de convergencia, algunos de ellos son elementos de algunas familias o de
algunas clases de métodos iterativos para encontrar raices multiples con
multiplicidad conocida. También se presentan algunos resultados dados
en [37] y [21].

6.1. Meétodo de de Li

El método de cuarto orden desarrollado por Shengguo Li, Liao Xiangke,
y Cheng Lizhi (ver, [59]) viene dado por el esquema iterativo de dos

puntos:

Yn = Tn— 7273}2 ]jcf/((?;))

Sm(m=2) () " )= 1 @) f(an)
@) —(25) "1 (n) F'(@n)

Tpy1 = Tp —

47
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6.2. Método modificado de Jarrat

El método modificado de Jarrat publicado por Janak R. Sharma y Rayni
Sharma (ver, [76]) tiene por ecuacién de iteracion:

{ Yn = $n+BW1(xn)

2(2
Tt = o= aiWi(zn) — a2Wa(an) — a3 (Vm[;i((m))
donde
f(xn) f(xn)
W Tp) = 7I/I/ Tp) = ,
1) =,y ) =
__22m 1 3
5——m+2aal—8m(m 4m +8),
m(m—l)(m+2)2< m >m m(m+2)3< m >2m
@2 =" 4 y a3 = .

6.3. Meétodo de Li, Cheng y Neta

En el 2010, S. G. Li, L. Z. Cheng y B. Neta [60] presentan un método de
cuarto orden de convergencia para resolver ecuaciones no lineales cuya
multiplicidad m es conocida. este viene dado por la ecuacién de iteracion

m+ 2 f'(xy)
. (m m? ) [ ) i (a)
" f'(x)

Yn = Tn —

Tn+1 = 9

donde la ecuacion del error es
4 5
ent1 = Kye,, +o(e))
con

1m3 4 2m? +2m — 2
Ky=-
3 mi(m+1)3

A}
A1A2 m
T mm+2)(m+ 12 (m+ 1)(m+ 2)3(m + 3)

A



Introduccidn a la solucién numérica de ecuaciones no lineales. 49

siendo « una raiz de f de multiplicidad m.

6.4. Meétodo de Liu y Zhou

En el 2013, Baoqging Liu y Xiaojian Zhou [61] presentan la siguiente
clase de métodos de dos puntos con tres evaluaciones funcionales cuya
primera ecuacién de iteracién corresponde a la del método de Newton
modificado para raices multiples, tal como es mostrado en el siguiente

teorema.

Teorema 6.4.1. Sea x € R una raiz de multiplicidad m conocida y f
una funcion suficientemente diferenciable f : I — R en un intervalo

I. Si el punto inicial x¢ esta suficientemente cercano a x y G(0) =

4
0,G'(0) =1,G"(0) = miTl y|G"(0)] < o0, entonces la clase dada por

f(zn)

Yn = xn_mf/($n)

— o —m m—1 f/(yn) f(xn)
S a< W) flo) oy

es de cuarto orden

6.5. Clase de Singh y Jaiswal

Basado en una extension del trabajo de Chun y otros (ver, [31]), Singh
y Jaiswal (ver, [77]) obtienen la siguiente clase

_ _ f(xn)
PR ;
Tn+1 = Tp — f/(;;)F(P)
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(@)= f"(yn)
af’(zn)
inicial es suficientemente cerrado a la raiz entonces se garantiza cuarto

donde F(P) es una funcién de peso y P = . Si el iterado

orden de convergencia siempre que,

a= %v F(u) =m, F'(u) = m* " (m +2)™"!

F”(u) — m6—2m(m + 2)2m—2,

m(m +2) —m™(m + 2)2*7”.

donde u = 5

2m
Un caso particular cuando F'(u) = % + 5 Jrlcu con A, By C constantes,

y considerando las condiciones anteriores, viene dado por

san = on— B+ rkr] A2
donde
(4= m?) 2m™ + w1 — m(2 4 m)")*
ki =
Th
L - (=2m®T™(2 4 m)™ + m3(2 + m)*™ + m*™ (8 — 4m + m3))2
2 = M (S (2 m)m - (m(2 + m) — 4))°
1>
ks = 5 3
(—m2(2 + m)™ + m™(m(2 + m) — 4))
con

Ty = —32m*™(2 4+ m)™ + 16m 2™ (2 + m)™ — 4m>T2™(2 4+ m)™
+8m3T™(2 4+ m)?™ — 4mB(2 4+ m)P™

Ty = —2m37™(2 4+ m) "1 (m™ — (2 4+ m)™)x
(—2m3+m(2 +m)™ +m3(2 +m)*™ +m*™ (8 — 4m + m?’)) .
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6.6. Otras clases de dos puntos con cuarto or-
den de convergencia

En esta seccién se presentan algunas clases de métodos dadas en [21],
las cuales vienen dadas por medio de los siguientes resultados:

Teorema 6.6.1. Sea o una raiz miltiple de f con multiplicidad m y

H cualquier funcién con H(0) # 0, H(0) # 0, H(0) = %)0})12(0) y

|FI(0)| < 4+00. Entonces la clase de métodos dada por

e

T ) £
J— m Tn Un

o = I T F0) Fan) (H(O)f’(m)

es de cuarto orden y el error viene dado por

[6(2m2+5m+4)(H(o))3—‘1'{'(o)(H(o))2]cf—6m2(H(o))2

©2 4 5
6m3(£(0))° Cren + 0 (en)

En+1 =

Sin pérdida de generalidad se puede seleccionar H(0) = 1, obteniéndose:

Teorema 6.6.2. Sea a una raiz multiple de f con multiplicidad m y H
cualquier funcién con H(0) = 1, H(0) # 0, H(0) = 2(m + 2)H?(0) y
| (0)| < 4-00. Entonces la clase de métodos dada por

_ _ f(zn) 1 f'(yn)
n = In mf'(mn)H(mo)f'(zn)>

!

es de cuarto orden y el error viene dado por

[6(2m2+5m+4)(H(o))‘"’—'ﬁ(o)]012—6m2(H(0))202 A 5
6 (1(0))° n ¥ O len)

En+1 =

Por otro lado si se desea utilizar una funcién de peso H de tipo Gander,
se debe agregar la condicién H(0) = 1. Asf
Teorema 6.6.3. Sea o una raiz multiple de f con multiplicidad m y

H cualquier funcién con H(0) = 1, H(0) = z H(0) = mE2 oy | F(0)] <



52 Carlos E. Cadenas R.

+00. Entonces la clase de métodos dada por

_ f(@n)
Yn = Tp — m]}/((iﬁn)) o
_ Tn Yn
Zn = Ty — mf,(xn)H <2f’(xn))

es de cuarto orden y el error viene dado por

[3(2m2 +5m+4)74'1:f(0)] C?2—-3m2Cs

entl = 33 016;41 +0 (62)

Las demostraciones de estos resultados pueden verse en [21].



Capitulo 7

Métodos optimales de tres
puntos.

7.1. Un método de Kung y Traub

Kung y Traub [58] presentan dos familias de iteraciones multipuntos
basadas en n evaluaciones funcionales. Para el caso n = 4, una de las
ecuaciones de iteracién que alli aparece puede ser escrita como sigue:

. f(zn)
b = T
" " F(wn) [f(@a) — flyn)?

T T i)
n

X

la cual es de orden ocho y por tanto optimal segiin la conjetura de Kung-
Traub.
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7.2. Una familia triparamétrica

Cordero, Torregrosa y Vassileva [34] presentan una familia triparamétri-
ca de métodos dada por la siguiente ecuacién de iteracién:

Yn = @ f($n)
f,(xn)’
= Yn— f(yn) 1
" o xn) 1 —2t,’
x L = w, — f(zn) 3(52 + 53)(“771 - zn)
m " () (@) Bi(wn — 20) + Boyn — zn) + B3(2n — 2)
donde )
. . f(zn) 1—-t, 1 Un,
Wn = ey \1=2, T 212,
: _ fyn) _ FGn) (f@a)=fyn) | 1 ) )2
siendo tn, = F55 Y Un = Zn = 755 (f(xn)—2f(yn) T 2f(yn)—2f(zn)> y
B2+ B3 #0

7.3. Clase de Chun y Lee de orden ocho

Chun y Lee [32] presentan una clase de métodos dada por la siguiente
ecuaciéon de iteracion:

Yn = Tn — Un,
= Yn— f(yn) 1
" " f(an) (1—tn)?
" - . f(zn) 1
n " f'(zn) (L= H(tn) — J(sn) — P(un))?
donde
H() = 0,H'(0)=1,H"(0)=1,H"(0) = -3,
JO) = 0,J0) = %,P(O) —0,P(0) = %
y
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7.4. Clase de Thukral y Petkovié

Thukral y Petkovi¢ [80] presentan una familia biparamétrica de métodos

de orden ocho, cuya ecuacién de iteracién es la siguiente:

Yn = Tp — Un,
Y — f(yn) 1+ Bty
" f'(wn) T+ (B — Q)tn,
Tpi1 = 2 1 (zn) (H(tn) + _n + 4sn) ,

no f(xy) 1— au,

con H(0) =1, H'(0) =2, H"(0) = 10 — 43, H" (0) = 1282 — 723 + 72.

7.5. Otros métodos muy utilizados

Wang, Shi y Shi [84] presentan un método optimal de orden ocho, que re-
quiere tres evaluaciones por iteracion de la funcién y una para la primera
derivada. La ecuacién de iteracién es:

o fla)
Yn = Ip f/(xn)’
- £(yn) >f(ﬂ?n)
T <1+f(wn)—2f(yn) f(@n)’
Tpi1 = 2n— f(zn)
n - n , 2 " 2 Tn .
f(wn) + 2 =) (5 — 3,

Babajee, et al [8] hacen una mejora de un método de sexto orden gene-
rando una clase de métodos de iteracién de tres puntos optimal. Los au-
tores desarrollan el estudio de convergencia, presentando diversos ejem-
plos que soportan los resultados obtenidos. También se muestran las
cuencas de atraccion para varios ejemplos y diversos elementos de dicha
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clase.

Yn = n

e f/(i% <1 ) fiEyD
o f

Yn) f(zn) -
donde § = J{c,((z’;)), t = ;ggz% ypo= ;gzzg Ademds A(0),G(t) y H(u)

deben cumplir ciertas condiciones.

Young I. Kim, Ramandeep Behl y Sandile S. Motsa [54] recientemente
presentaron una clase de métodos iterativos de orden ocho optimal segtin
la conjetura de Kung-Traub, que viene dada por la siguiente ecuacién
de iteracién:

o f(=)
T Py
Zn = ¢4(xn>yn)a

_ f(zn)
aZfQ(xn) - a3f(xn) + f/($n)

donde a3 y a3 estan definidas como

A —a2(f(yn) — f(@n))? — [ (@n) + flTn, yn]

_ n —
ay = — yaz =

By, f(yn) — f(xn) 7

Tn+l = Tn

siendo que

A = (f'(n)(f(zn) = f(yn)) + flan, z0] (f (yn) — f(2n))+
f[xnayn])(f(xn) - f(zn))v

B = (f(yn) = [(zn))(f(yn) — f(20))(f(zn) — f(20)),
flr,y] = f(x; - g(y)

es un esquema optimal de orden cuatro.

es la diferencia dividida de orden uno y ¢4(xy, yn)

Estas son sélo algunas de las ecuaciones de iteracion maés citadas en los
dltimos cinco anos.
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7.6. Una clase de tres puntos de Tipo Gander
Optimal

Actualmente en [22] se estdn preparando unas notas para generar una
clase de métodos de tres puntos optimal en donde se utilicen como base
las funciones de peso que se usan en el teorema de Gander. Entre los
resultados mas resaltantes estan los siguientes:

Teorema 7.6.1. Si H(0) = 1, H(0) = 3, H(0) = |H’”(0)| < o0,
|H™(0)| < oo, G(0,0) = 1, G¢(0,0) = 1 Gu(0,0) = 3, Gu(0,0) =
w G, (0,0) = 1 y Gu(0,0) = H(0)— +Hw( ), entonces el
metodo
B =)
Yno =T )
B f(zn) (Yn)
Znil = xn_f’(xn)H(2 (fﬂn)) (7.1)
— [ < f(yn) f(zn)>
T = e O (2 2

es de orden ocho (optimal) y el error viene dado por

entl = (343 + (4H"(0) — 15)A3) x

135
(KlA% + KQA%AE] + K3A§ — 45A2A4) Agei + 0(62),

donde

K1 = H"(0) (Guu(0,0)[L60H"(0) — 1200] — 240G14,(0, 0) + 540)
— 60H™(0) — 12H"(0) 4 2250G (0, 0) + 900G, (0, 0)
+ 30G444(0, 0) — 2025,

Ky = 240HW(0)G22(0, 0) — 60H’”(0)—900G22(0, 0)
— 180G112(0, 0) + 850 y
K3 = 90G22(0, 0) — 45.
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7.6.1. Primer Caso

En el caso de que se considere Gy, (0,0) = % G4,(0,0) = W y

100H"(0) 4+ 20H™(0) + 12H"(0) — 375

Gtttt(oa 0) = 10 ’

entonces el error viene dado por

1
ent1 = —3 (343 + (4H"(0) — 15)A3) A3 Ascy + O(ey)
Y si ademds H"”'(0) = 12, entonces e, 41 = —A3A344eS +O(€2). En este

caso se puede concluir que:

Teorema 7.6.2. Si H(0) = 1, H(0) 3
H(0)] < o0, [HY(0)] < 00, G(0,0) = 1, Gi(0,0) = 1, Gy (0,0)
3. Gu(0,0) = 3, Gru(0,0) = 1, Guu(0,0) = 3, Giur(0,0) = =0,
G4,(0,0) = % y Guu(0,0) = 2H™(0) + %H”(O), entonces el método
dado por

H(O) =1, H///(O) _ 15

- g f(xn)
Yn = n f/(fn)
z = 1, — f(ﬂ?n) f(yn)
wi = @ =G SH <2f<xn>> (7:2)
— L f(zn fn) . f(2n)
Tntl = f’(ﬂ?n)G<2f(fEn)’2f(yn)>

es de orden ocho (optimal) y el error viene dado por

ent+1 = —A§A3A4€§L + O(e%)

7.6.2. Segundo Caso

Considérese G(t,u) = R(t,u)g(t), entonces G(0,0) = R(0,0)g(0)
por lo que se puede seleccionar sin pérdida de generalidad que R(0, 0) =

9(0) = 1.
Luego

Gt(tv u) = Rt(tv u)g(t) + R(t’ u)gl(t)
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Como G¢(0,0) = 1, entonces R;(0,0) =1 — ¢’(0). De ahora en adelante
se utilizard ¢’(0) como un pardmetro al que se le denominard A, o sea
g'(0) = A. De esta manera R;(0,0) =1 — A.
Por otro lado

Gu(t7 u) = Ru(tv u)g(t)

y como G,(0,0) = 1 se tiene que R,(0,0) = 1.
Ademas
Gru(t, u) = Reu(t, u)g(t) + Ru(t, u)g (1)

Sustituyendo Gy, (0,0) = 1, entonces Ry, (0,0) = 1 — 2. También

Gu(t,u) = Ry(t,u)g(t) + 2R (t,u)g' () + R(t,u)g" (t)

y al sustituir G(0,0) = %W(O) se obtiene

24 —1)2

o) = ZA1 L 2 ) o)

2 3

Derivando nuevamente respecto a t
Gt (t,u) = Ry (t,u)g(t) + 3Ry (t,u)g' (t) + 3R (t,u)g" (t) + R(t,u)g” (t)

4H"(0) — 6 + H™(0)

utilizando Gm(O, O) = 9

se obtiene que

3(24 - 3)(242 — A+1)
2

g///(o) — + 2AH’”(O)+

%Hi’“(o) — 3(2A — 1)Ry(0,0) — Ry (0, 0).

1. Primera seleccién de R

Considérese la siguiente funcién racional

B 1+ at + bu + ctu
14 dt + eu+ ktu

R(t,u)

Es claro que R(0,0) = 1 y como Ry(0,0) = a —d = 1 — A, luego
a=d+1—A.
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De igual forma R,(0,0) =b—e =
Ru=c—k—3d—(1—Ae=1-

%4 luego b = e + % Por otro lado

)
5, asi

A d
c=l+k—5+5+(1-Ae

También como Ry (0,0) = 2(d — a)d. Al simplificar
Ry(0,0) = 2(A — 1)d.
Por tltimo Ry (0,0) = 6(a — d)d?. Al simplificar

Ri(0,0) = 6(1 — A)d>.

Al hacer las sustituciones respectivas se tiene la funcion G(t,u) la
cual se deja para que el lector la obtenga.

. Segunda seleccion de R

Considérese la siguiente funcion
R(t,u) =1+ at + bu + ctu.
Es claro que R(0,0) =1y como:
» R(0,0)=1— A, entoncesa=1—A
= R,(0,0) = 3, entonces b= 1
s Ry (0,0)=1-— é, entonces c = 1 — é
Al hacer las sustituciones respectivas se tiene

G(t,u) = (1 +(1- A+ %u + (1 - ‘;) tu> g(t)

donde ¢(t) debe satisfacer que g(0) =1, ¢’(0) = A,
" 1 2 2 "

g"(0) = 2AH"(0) + %H“’ +3 (A - 2) (242 — A +1).
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Si se utiliza ¢(t) = H2(t) (funcién de Gander)

En este caso g(0) = 1, ¢'(0) = 1 entonces a = b = 3

y ¢ = %, con ello

N[ —

1 3
G(t,u) = (1 + i(t +u) + 4tu> Hy(t)
y ademds se debe cumplir que ¢”(0) = HY(0) = 2H"(0) y

g///(o) H///(O) _ H///(O) + %Hiv(o) —3.

Si ademds se utiliza ¢”(0) = HY(0)
puntos) se debe cuplir que H"”(0) =

1 (optimal para la clase de dos

3 y ¢"(0) = %

Si por ultimo ¢(t) = Ho(t) = H(t), entonces también se debe cumplir
que g™(0) = H3"(0) = H™(0) = 6.

7.7. Dos ejemplos pertenecientes a esta clase

En esta seccion se enuncian dos familias de métodos que pertenecen a
la clase mostrada en la seccién anterior y dadas en [22], que han sido
estudiadas en [72].

Si la funcién de peso seleccionada viene dada por: H(t) = % (tipo
Super-Halley), entonces

H(0) =1,H(0) = =, H(0) = 1, H(0) = 3, H"(0) = 12.

Si se desea obtener una funcién de peso G que satisfaga las condiciones
mencionadas, entonces al haber seleccionado la funcién H, la misma
debe satisfacer las siguientes condiciones:

G(0,0) = 1,G(0,0) = 1,Gu(0,0) = 5, Gu(0,0) = 3+ 4H(0)

entonces

5
G(0,0) = iaGtu(O’O) =1,G(0,0) =
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De esta forma, se pueden obtener dos funciones bivariadas, una tipo
polinomial y la otra racional, las cuales vienen dadas por

1 ) 3
G(t,u):1+t+§u+1t2+tu+§t3+Au2

4(1 + Atu)
touw) =
G(t,u) 4 — 4t — 2u + 4tuA — t2

las cuales cumplen todas las condiciones.
Con esto se tienen las siguientes familias de orden ocho optimal

- g f(xn)
S )
" " f'(@n) \f(2n) —2f(yn) )’
In+1 = Tnp — J{,((’:;)) P(l"n,yn, Zn)

donde

- ) 16 (TN
P(r,y,2) = {1 T2 T TP <f<x>)

e () - (7))

con error dado por la ecuacion

eni1 = Ao(Asz — A3)((4A — 41)A3 + (15 — 8A) A3 A2+
(4A —41)A2 — Ay A4)ed + 0(e)),

donde A; = %, J = 2,3,4, que para la clase de polinomios de segundo
grado cuando A = % se tiene que el error para el método obtenido es

ent1 = —166¢) + O(el?)
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y

=

o= o e (T et (73)
donde
Ay ) - W@ —141@) W)

FWIf @)]2 = 2F@)[f )] = fFR)f (@) +4Af (2) f(y) f(z) = [f W)

con error dado por la ecuacién
ent1 = A3(A3 — A3)((8A — 3) A3 + (1 — 8A) A2 A3 + Ay)el + O(el),

donde A; = %, 7 =2,3,4, que para la clase de polinomios de segundo
grado cuando A = % se tiene que el error para el método obtenido es

ent1 = 5ed —53eld + O(ell).






Capitulo 8

Métodos de tres puntos
para raices multiples

La construccién de este tipo de métodos han aparecido durante la ultima
década. En este capitulo se presentan dos clases de métodos recientes.

8.1. Clase de Thukral

En 2014 R. Thukral (ver [81]) presenta la siguiente clase de métodos de
orden ocho:

o=
» e >(ff<§2§>
ot = s (o) )

f(yn) ty = f(zn) ty = f(zn)

debe seleccionarse de forma que satisfaga las siguientes condiciones:

donde a € R,b € Rty =

y la funcién u

u(0) = 1,4/(0) = 2,4”(0) = 10 — 4b;u/”"(0) = 72 — 72b 4 12b°

65
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Algunas funciones que satisfacen estas condiciones son

ui(t) =142t + (5 — 20)t2 + (12 — 12b + 26)¢?
5 —2b— (2 —8b+2b?)t + (1 + 4b)¢?
B 5—2b— (12 — 12b + 12b2)t

u9 (t)

8.2. Clase de Behl, Alshomrani and Motsa

Recientemente en 2018 Ramandeep Behl, Ali Saleh Alshomrani y S. S.
Motsa (ver [11]) presentan la siguiente clase de métodos :

Y = Zn—m f(xn)
" " f'(xn)
o _ f(zn) w u
Zn = UYn f/(xn) TLGf ( n)

donde las funciones Gy, Hy, Ky : C — C son funciones analiticas en un
entorno de 0 con

Uy = T f(yn) Vo, = ™ f(Zn) w, = ™ f(Zn)
V@) V@) )

la cual es de orden ocho si

G(0) = m,G'(0) = 2m, K'(0) = —2m, H(0) = —m — K (0)

y

H'(0) = —2m, H"(0) = —G"(0) — 2m, H"(0) = 24m — 6G" (0) — G (0).



Capitulo 9

Dinamica de métodos
iterativos para raices
simples

Usualmente cuando se desea hacer el estudio dindmico de métodos ite-
rativos para aproximar raices de ecuaciones no lineales se utilizan dos
estrategias. La primera que mencionaremos acd es la basada en el estu-
dio del comportamiento de dicho método a medida que se comienzan las
iteraciones con un valor inicial complejo, lo cual nos permite hacer una
representacién grafica de la cuenca de atracciéon del método cuando es
aplicado a ejemplos particulares. La segunda tiene que ver con el estudio
en base a las propiedades del operador resultante de aplicar el método
en estudio a clases de funciones, usualmente polinomios de bajo grado.
A los fines de este ultimo enfoque es necesario hacer unas definiciones
y describir algunas de las propiedades de dicho operador basadas en la
propiedades de otro operador topologicamente conjugado al anterior. Un
estudio bien organizado al respecto sobre el método de Newton es pre-
sentado por Sergio Plaza Salinas y José Manuel Gutiérrez Jiménez en
[70].
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9.1. Generalidades y conceptos basicos de dinami-
ca compleja

En virtud de que en este capitulo se propone estudiar la dinamica de
algunos métodos, es necesario presentar algunos conceptos bésicos de
dindmica compleja empleados en dicha drea. Los mismos estan dados en
la tesis doctoral de Artidiello [6].

Sea R : C — C una funcién racional sobre la esfera de Riemann, C=

C U oo, entonces R(z) = 58 con P(z), Q(z) polinomios complejos sin
factores comtines.

El grado de R(z) es el maximo de los grados de P(z) y Q(z). Asumiremos
que todas las aplicaciones a estudiar son de grado mayor o igual a 2.
La dindmica de aplicaciones racionales consiste en estudiar el compor-
tamiento de las sucesiones {z,} generadas recursivamente a partir de un
cierto valor inicial zg € C donde cada z, = R (20) y donde RF(z) =
Ro...oR esla composiciéon de R(z) consigo misma k veces.

Dada una funcién racional R : C — @, donde C = C U oo es la esfera de
Riemann, la érbita de un punto zg € C est4 definida como:

{20, R(20), R*(20), -+, R"(20)," - }-

El estudio del comportamiento asintético de las érbitas depende de la
condicion inicial zg, analizado en el plano dindmico de la funcién racional
R definida por los diferentes métodos iterativos.

Para obtener los planos dindmicos, se debe clasificar en primer lugar los
puntos fijos o periédicos del operador racional R.

Un punto zg € C es llamado Punto Fijo si satisface a R(zp) = 2¢. Si el
punto fijo no es solucién de la ecuacién, recibe el nombre de Punto Fijo
Extrano.

Un Punto Periddico zy de periodo p > 1 es un punto tal que RP(zy) =
20y RF(2,) # 20,k < p.

La érbita de un punto periédico z de periodo n estd constituida
por los n diferentes puntos, dado por la expresién:

O(z) = {2 R(2), R*(2),--- , R""}(2)}
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Un Punto Pre-periddico es un punto zy que no es periédico pero existe
un k > 0 tal que R¥(zg) es periédico.

Un Punto Critico 2y es un punto donde la derivada de la funcién
racional se anula, R (z) = 0.

Por otro lado, un punto fijo z es llamado Atractor si 0 # |R (z0)| < 1,
Super-Atractor si R (z) = 0, Repulsor si ]R/(zo)] > 1y Parabdlico
si ’R/(ZQ)’ = 1.

La estabilidad de una érbita periddica es definida por la magnitud (me-
nor que uno ono) de |R'(z1) - - - R'(2,)|, donde {21, - - - , 2, } son los puntos
de la 6rbita del periodo p.

La cuenca de atraccién de un atractor z se define como el conjunto de
pre-imagenes de cualquier orden:

A(z) = {20 € C: R™(29) — Z,n — oo}

El Conjunto de Julia de un mapeo racional R(z), denotado por J(R),
es la clausura del conjunto de puntos periddicos repulsores. Su comple-
mento es el Conjunto de Fatou F(R), es decir, el conjunto de Fatou
estd compuesto por los puntos cuyas érbitas tienen un atractor (punto
fijo, 6rbita periddica o infinito). Su complementario en C es el Conjun-
to de Julia, J(R); por lo tanto el conjunto de Julia incluye todos los
puntos fijos y las érbitas periddicas repulsoras y sus pre-imagenes. Esto
significa que la cuenca de atraccion de cualquier punto fijo pertenece
al conjunto de Fatou. Por el contrario, las fronteras de las cuencas de
atracciéon componen el conjunto de Julia.

9.2. Cuencas de atraccion

En 1879 Cayley [26] hace un comentario sobre las cuencas de atraccién
del método de Newton para la clases de polinomios de grados dos y
tres. Para este ultimo plantea la imposibilidad de describirlas de mane-
ra sencilla. Mucho trabajo al respecto se ha realizado desde entonces.
En el ano 2002 Varona [83] desarrolla un estudio de algunos métodos
numéricos para resolver ecuaciones no lineales por medio de la compa-
racién de las cuencas de atraccion de los mismos. A partir de alli se ha
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popularizado dicho estudio tanto para el caso de raices simples como
multiples.

En esta seccion se presentaran las graficas de las cuencas de atraccién
de la familia de métodos del tipo Newton-Chebyshev y Newton-Halley
para raices simples. Si se distingue con un color diferente a las regiones
o conjunto de puntos que convergen a cada raiz de la funcién tratada,
se puede generar mediante el uso de alguna herramienta computacional
imégenes que muestran la complejidad de dichas regiones, lo cual permite
observar el comportamiento del método para dichos puntos iniciales y la
convergencia de los métodos a las raices estudiadas e incluso se podria
analizar también cuando convergen a puntos fijos extranos.

A efectos de observar la base de atraccién de los métodos desarrollados,
se considera la siguiente funcién:

h(x) = 2® + 42* — 10 (9.1)
la cual tiene como raices a —2,68261500670705 £ 0,358259359924043 y
1,36523001341410.

9.2.1. Familia Newton-Chebyshev

C. Cadenas en [13] presenta una familia uniparamétrica tipo Newton-
Chebyshev para hallar raices simples de la ecuacién f(x) = 0. Dicha
familia estd dada por la funcién de iteracion:

Ga) = 2 1@ [1+AL,¢(:¢)},

- flla)
donde L¢(z) = %ﬂ;gaj) y el pardmetro A € C. Asi la ecuacién de
iteracién viene dada por:
Tyl = Ty — }f/((wn)) [1 + ALf(g;n)} dado g, n=10,1,---  (9.2)
L,

En esta funcién de iteracion si el pardmetro A = 0 se obtiene el método
de Newton y si A = % el método de Chebyshev.

Para la funcién h, dada en la ecuacién (9.1), se generaron las cuencas
de atraccién para sus tres raices, para distintos valores del pardmetro A
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que permiten generar diversos métodos que pertenecen a la familia de
tipo Newton-Chebyshev dado por (9.2), obsérvese la Figura 9.1.

Figura 9.1: Newton-Chebyshev, A = {—%, —%, —%, 0, %, %, %, 1,

ot
——

9.2.2. Familia Newton - Halley

C. Cadenas en [14] presenta una familia uniparamétrica tipo Newton-
Halley para hallar raices simples de la ecuacién f(x) = 0. Dicha familia
esta dada por la funcién de iteracion:

Cprl = T — f(zn) 1
" " fl(wn) 1 — ALf(xn)

En esta funcién de iteracion si el parametro A = 0 se obtiene el método

dado zg, n=0,1,--- (9.3)

de Newton y si A = % el método de Halley.
En la Figura 9.2 se muestran las bases de atracciéon para distintos valores
del pardmetro A de la familia de tipo Newton-Chebyshev dada por (9.2).
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-2 0 2

2 0 2

Figura 9.2: Newton-Halley,A = {—%, —%, —i, 0, %, %,

9.3. Dinamica compleja de métodos iterativos
para la clase de polinomios de grado dos

Cuando se desea hacer un estudio de la dindmica sobre la clase de poli-
nomios de grado dos para un método o familia de métodos es necesario
establecer la clase conjugada, para asi obtener las expresiones analiticas
de los puntos fijos, puntos criticos y establecer la naturaleza de los pun-
tos fijos extranos. En esta seccién se analizard la dinamica de la clase de
polinomios de grado dos dada por P(z) = (x — a)(x — b).

Primero se presenta la definicién de conjugacién topoldgica.

Sean f y g dos funciones desde la esfera de Riemann en si misma. Una
conjugancia analitica entre f y g es un difeomorfismo analitico h desde
la esfera de Riemann en si misma tal que ho f = g o h. Vea [9].

Teorema 9.3.1. (Teorema de escalado). Sea f(z) una funcién analitica
sobre la esfera de Riemann, y sea T'(z) = az + 3, o # 0, una transfor-
macion afin. Si g(z) = foT(z), entonces T o Rgo T~ = R¢(z). Esto
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significa que Ry es conjugada analiticamente a Ry por T'.

El teorema de escalado indica que el estudio de la dindmica al usar el
adecuado cambio de coordenadas, la dindmica de la funcién de iteracién
a estudiar para polinomios puede ser reducido al estudio de la dindmica
de la misma iteracién para polinomios mas simples.

Debido a lo anterior, para estudiar la dindmica de una manera mas
sencilla, hay que encontrar un mapeo racional S que sea conjugado a la
funcion de iteracién en estudio via la transformacién de Mobius dada por

M(z) = Z=;. Al hacer esto los parametros a y b no deben aparecer en

la nueva funcién racional S(z), como un efecto del teorema de escalado

que debe ser verificado por el método y/o familia en estudio.

9.3.1. Dinamica del método de Newton

En el caso del método de Newton aplicado a la clase de polinomios
de grado dos mencionado anteriormente se tiene que S(z) = 22, cuyos
puntos fijos son z = 0, z = oo y z = 1. Por otro lado S’ = 2z, que al
evaluarlo en el punto fijo extrafio se tiene que [S’(1)| = 2, de lo que se

concluye que z = 1 es un punto fijo estrano repulsor.

9.3.2. Dinamica del método de Halley

En este caso S(z) = 23, que tiene los puntos fijos z = 0, 2 = o0 y
z = +1. Ademss, S’ = 322 luego |S’(41)| = 3, por lo que ambos puntos
fijos estranos son repulsores.

9.3.3. Dinamica del método de Super Halley

Para el método de Super-Halley S(z) = 2z, con puntos fijos z =0, z =
00y zp = €2F7/3 k =0,1,2. 8" = 423 entonces |S'(z)| = 4,k = 0,1,2,
por lo que los tres puntos fijos estranos son repulsores.

9.3.4. Dinamica de la familia de tipo Newton-Chebyshev

En esta seccion se presenta un resumen de los resultados presentados en
[13] sobre la dindmica de la familia de tipo Newton-Chebyshev dada por
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la ecuacion de iteracién (9.2).
Primero, considérese R; proveniente de la familia Newton-Chebyshev
(9.2)

Ry =2 /(z) (1+AL¢(2)); donde Ly(z)= FR ) (9.4)

- f'(2) (f(2))*

aplicada a Py(z) = as(z — 21)(z — 22).

Teorema 9.3.2. Para la funcion racional Ry(z) proveniente de la fa-
milia (9.2) aplicada p(z) = (z —a)(z —b),a # b, Ry(z) es conjugado via

z—a
o ]

la transformacion de Mdébius dada por M(z) =

22(22 + 22 +1—24)
(1-24)22+22+1

S(z) = (9.5)

Los puntos fijos de S definida en (9.5), son z =0, z =00 y

z1 = 1
223 = —(1+A):t\/A(A+2).

En el siguiente resultado se presenta la estabilidad del punto fijo extrano
z =1

Teorema 9.3.3. El punto fijo extrano z =1 cumple con lo siguiente
1. Si|A—2| >4, entonces z =1 es un atractor.
2. Si|A—2| =4, entonces z =1 es un punto fijo parabdlico.
3. SiA#2 y|A—2| <4, entonces z =1 es un punto fijo repulsor.

En el siguiente resultado se presenta la estabilidad de los puntos fijos

Z =223

Teorema 9.3.4. los puntos fijos extranos z = zg3 cumplen con lo si-
guiente

1. 5 ’A + %‘ < %, entonces z = 223 son atractores ¥y, en particular,
estos son superatractores si A = —1.
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2. Si ’A + %‘ = %, entonces z = z3 3 son puntos fijos parabdlicos.

3. SiA#0y ‘A + §| > %, entonces z = z33 son puntos fijos repul-
sores.

Los puntos criticos de S(z) satisfacen S’(z) = 0, obteniéndose, z = 0,

z = —1 (con multiplicidad dos), z = o0 y
A+1+/3A2-4A)
zep = 54 1 , (9.6)

A+1—/3402- A)
24 -1 '

Se puede observar que zc; = % También, zci = zco = 1 solo cuando

zeg = (9.7)

A =2y zcy = zcg = —1 solo cuando A = 0.

En [13] se presenta también el estudio del comportamiento de la familia
cuando se utilizan los puntos criticos como valores iniciales, basado en
el espacio de parametro, lo que permitié identificar algunos métodos con
buen comportamiento y otros con comportamiento irregular.

9.3.5. Dinamica de la familia de tipo Newton-Halley

De manera similar a la seccién anterior se hace un resumen de los resulta-
dos dados en [14] sobre la dindmica de la familia de tipo Newton-Halley
dada por la ecuacién de iteracién (9.3).

En este caso se obtiene que

22(z2+1—24A)
S(z) = ———7+—— 9.8
() =0 2a2+1 (98)
con puntos fijos z = —1, z = 0, 2 1 y z = oo. Obteniéndose los
siguientes resultados
Teorema 9.3.5. FEl punto fijo extrano z = —1 cumple con lo siguiente
1. S Re{A} < - 2, entonces z = —1 es un atractor y es superatractor
si A=—1.
2. Si Re{A} = —5, entonces z = —1 es un punto fijo parabdlico.
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3.8 A# 0y Re{A} > —1

3, entonces z = —1 es un punto fijo

repulsor.
Teorema 9.3.6. El punto fijo extrano z =1 cumple con lo siguiente

1. Si Re{A} > %, entonces z = 1 es un atractor y es superatractor si
A=2.

2. Si Re{A} = %, entonces z = 1 es un punto fijo parabdlico.
3. SiA#1y Re{A} < %, entonces z = 1 es un punto fijo repulsor.

FEn este caso los puntos criticos son z =0, z =00 y

A2 — A4+ 1+VAT— 243 — A2 124

_ 9.9
= 24— 1 (9:9)
y ) \/
A2 —A+1— ALY - 243 — A2 1 24
= .1
L1 54 1 (9.10)
si A # 0,%,1. Observe que zcy = % y zc1 = zco = 1 solo cuando

A =2 zc1 = zco = —1solo cuando A = —1. Cuando A=00A=1c¢l

Unico punto criticoes z =0y si A = %, z = 0 es un punto critico con
multiplicidad dos.

En [14] se presenta también el estudio del comportamiento de la familia
cuando se utilizan los puntos criticos como valores iniciales, basado en
el espacio de parametro, lo que permitié identificar algunos métodos con
buen comportamiento y otros con comportamiento irregular.

Para concluir este capitulo se suguiere hacer una revisién exhaustiva de
los siguientes articulos: [3], [5], [45], [69], [35], [27], [28] entre otros mas

recientes que los citan.



Capitulo 10

Dinamica de métodos
iterativos para raices
multiples

Las figuras que aparecen en este capitulo fueron realizadas haciendo
adaptaciones al cédigo dado en [15]. Aligual que en el capitulo anterior se
mostraran algunas cuencas de atraccién para luego proceder con algunas
ideas recientes para estudiar la dindmica compleja en el caso de raices

multiples.

10.1. Cuencas de atraccién para el Método de
Newton Modificado

Usando f(x) = (z —1)™(xz + 1), en la ecuacién del método de Newton
modificado (4.1) con m = Kn se obtiene la ecuacién de iteracién
o K(zy —1)(z, +1)
T T K Day+ K -1

Para mostrar la base de atraccion de los puntos fijos x = +1 de la

=0,1,2, (10.1)

funcién de iteraciéon
K(x—1)(x+1)

G@) = T k-1 (10-2)

7
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asociada a (10.1) se utiliza una malla de 1000 x 1000 puntos, un méxi-
mo de 30 iteraciones y una tolerancia de 1072 en las Figuras 10.1 y
10.2. La degradacién en los colores esta relacionada con la velocidad de

convergencia a los puntos fijos.

L LY B 7

-3
-2 o 2 -2 0 2 -2 v 2

Figura 10.1: Cuencas de Atraccién. f(z) = (z — 1)™(z + 1)", m = Kn, izquierda:
K = 0,25, centro: K = 0,5 y derecha: K = 0,75.

L N ]

-2

-3
-2 0 2 -2 0 2 -2 0 2

Figura 10.2: Cuencas de Atraccién. f(z) = (x — 1)™(z + 1)", m = Kn, izquierda:
K =1, centro: K = 1,4y derecha: K = 1,8.



Introduccidn a la solucién numérica de ecuaciones no lineales. 79

10.2. Dinamica compleja del Método de New-
ton Modificado para la clase de polino-
mios con dos raices multiples

De manera similar a como se estudia la dindamica para los métodos pre-
sentados en el capitulo anterior, se hace el estudio para el caso de raices
multiples. Sin embargo, a diferencia de los estudios clasicos para el caso
de raices multiples como por ejemplo [56] y [41] donde se utiliza un poli-
nomio que tiene dos raices con la misma multiplicidad, acd se establece
la dependencia de las multiplicidades de las dos raices de los polinomios
estudiados (por medio del pardmetro K). Asi, el estudio de la dindmica
se realiza en funcién de este parametro. Este enfoque es dado en [18] y
utilizado también en [23], [24], [25], [64] y [52].

En [18] se obtiene la funcion racional S dada por

22

&= T m T K

(10.3)
cuyos puntos fijos son z = 0, 2z = ooy z = 1. Es obvio que z = 0 y
z = oo son puntos fijos superatractores. Sin embargo, para el punto fijo
extrano z = 1 se tiene el siguiente resultado.

Teorema 10.2.1. El punto fijo extrano z = 1 satisface:

1. St|K+1| <1, entonces z = 1 es un atractor y es un superatractor
st K = —1.

2. Si|K + 1| =1, entonces z =1 es un punto fijo parabdlico.
3. St |K 4 1] > 1, entonces z = — es un punto fijo repulsor.

En [18] también aparece el estudio de los puntos criticos y el espacio de
parametro, que permite identificar algunos miembros de la clase de poli-
nomios estudiados para los cuales el método de Newton Modificado tiene
buen comportamiento. En las figuras 10.3 y 10.4 se muestran diversos
planos dindmicos obtenidos en base a dicho andlisis. Aparecen en color
rojo los puntos iniciales que convergen a 0, en verde los que convergen a
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o0 y en negro los que no convergen a las raices de la ecuacién estudiada.
Estas figuras son similares a las presentadas en [43] y [62], sin embargo
las conclusiones son més generales en virtud de la dependencia entre las
potencias m y n.

2 2
1 1
0 0
-1 -1
2 0 2 % 0 2

Figura 10.3: Planos dindmicos, izquierda: K = 0,25, centro: K = 0,5 y derecha:
K =0,75.

=] a a

| . | . | .
5 - -

-5 ! 5 -5 v 3 -5 i 3

Figura 10.4: Planos dinamicos, izquierda: K = 1, centro: K = 1,4 y derecha:
K =18.
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