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Caṕıtulo 1

Preliminares

Muchas de las ecuaciones que surgen al ser aplicadas las leyes f́ısicas o de

la utilización de métodos de discretización a modelos matemáticos son

no lineales; en general para este tipo de ecuaciones no se puede encontrar

una expresión expĺıcita para su solución. Por ello es necesario cierto co-

nocimiento de las herramientas básicas para su resolución aproximada,

las cuales no son más que algoritmos numéricos convergentes, estables

y precisos de un punto y multipuntos, con y sin memoria. En este cur-

so se presentará la teoŕıa y desarrollos recientes en el área, incluyendo

la construcción e interpretación geométrica de los métodos, familias y

clases de métodos de uno y varios puntos. El participante aplicará las

técnicas de creación de algoritmos para resolver ecuaciones no lineales,

desarrollando la teoŕıa relacionada con la convergencia y dinámica de

los métodos presentados a problemas matemáticos espećıficos.

1.1. Objetivos Espećıficos

Al finalizar este breve curso el participante debe:

Conocer los conceptos básicos relacionados con la solución numéri-

ca de ecuaciones no lineales.

Conocer los conceptos básicos relacionados con la dinámica com-

pleja de métodos iterativos para resolver ecuaciones no lineales.

1



2 Carlos E. Cadenas R.

Identificar los métodos iterativos básicos y su orden de convergen-

cia.

Calcular el orden de convergencia de un método iterativo para

resolver ecuaciones no lineales.

Conocer y aplicar estrategias para adaptar métodos para ráıces

simples a ráıces múltiples.

Identificar los diversos criterios de parada en la resolución de ecua-

ciones no lineales.

Resolver problemas aplicados que utilicen algoritmos de resolución

de ecuaciones no lineales.

Identificar la cuenca de atracción como un elemento de compara-

ción entre métodos iterativos.

Identificar las familias de métodos básicos de tercer orden, esta-

bleciendo sus propiedades fundamentales.

Construir diversas familias de métodos de un punto de tercer orden

para la resolución de ecuaciones no lineales.

Diferenciar entre métodos optimales y no optimales, de dos puntos

y de tres puntos.

Construir diversas familias de métodos optimales y no optimales.

Conocer el estado del arte en la resolución de ecuaciones no lineales

con ráıces múltiples.

Construir diversas familias de métodos optimales para ráıces múlti-

ples.

Describir diversas construcciones geométricas para métodos de un

punto y dos puntos, tanto para ráıces simples como múltiples.

Identificar los métodos multipuntos básicos con memoria.
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Construir métodos multipuntos con memoria.

Adaptar los métodos de resolver ecuaciones no lineales a sistemas

de ecuaciones no lineales.

1.2. Requisitos

Es recomendable un curso básico de análisis o métodos numéricos. De

todas maneras en virtud de la caracteŕısticas de los participantes se

intentará que sea autocontenido.

1.3. Recursos audiovisuales o computacionales

para dictar el curso.

Video Beam y una computadora personal. Se necesita de una Sala de

Computación, donde los equipos deben tener instalado los programas

Maple y/o MatLab (esto puede ser modificado).

1.4. Limitaciones

En las tardes se realizarán prácticas en el laboratorio (Sala de Compu-

tación). Como máximo dos estudiante por computadora personal. Por

ello, en principio, la cantidad de estudiantes depende de estos recursos.

Esta condición puede ser suavizada de acuerdo a la disponibilidad de

recursos.

1.5. Evaluación

La evaluación estará dividida en dos partes: 1.- Presencial: evaluación

cont́ınua tomando en cuenta las actividades realizadas en las prácticas

de laboratorio (al menos tres evaluaciones). 2.- Asignaciones de ejercicios

y/o problemas para entregar el d́ıa viernes en la mañana. La ponderación

será de 60 % la primera parte y 40 % la segunda.





Caṕıtulo 2

Introducción.

Este caṕıtulo presenta una clasificación de métodos iterativos para re-

solver ecuaciones no lineales y algunos conceptos relacionados con la

convergencia.

2.1. Fundamentos teóricos

El fundamento teórico que se presenta en esta sección se basa en los

libros de Traub [79] y Petković et al [67] aśı como en la la tésis doctoral

de Artidiello [6] y diversos art́ıculos los cuales se irán citando donde

corresponda.

2.1.1. Clasificación de los métodos iterativos

A continuación se presenta una clasificación de diferentes métodos ite-

rativos utilizados para resolver ecuaciones no lineales basándose en la

cantidad de puntos a utilizar en cada iteración. Dicha clasificación se

basa en el libro de Traub [79] y en el libro de Petković et al [67].

Sea xk+1 = Φ(xk), k = 0, 1, · · · ; donde xk es una aproximación a un cero

simple α de f , xk+1 es la siguiente aproximación y Φ es una función

suficientemente cont́ınua. Esta ecuación de iteración define los métodos

iterativos más sencillos con sólo una aproximación previa xk requeri-

da en la siguiente iteración. Tal esquema iterativo es llamado Método

5



6 Carlos E. Cadenas R.

Iterativo de Un Punto sin Memoria.

Sean los números reales xk−n, · · · , xk−1, xk aproximaciones de α, se de-

fine la ecuación de iteración xk+1 = Φ(xk;xk−1, · · · , xk−n), donde Φ

es llamada Función de Iteración de un Punto con Memoria, donde la

aproximación xk+1 es determinada por Φ sobre la base de las n + 1

aproximaciones previas. Se destaca el hecho de que sólo xk es una nue-

va información, mientras xk−n,, · · · , xk−1 es información reutilizada, lo

cual es indicado por el punto y coma. Tal esquema iterativo es llamado

Método Iterativo de un Punto con Memoria.

Φ definida como xk+1 = Φ(xk, w1(xk), · · · , wn(xk)) es llamada la función

de iteración de los Método Multipunto sin Memoria, donde xk es

el argumento común y la nueva aproximación es obtenida por el uso de

la aproximación previa xk, pero a través de n expresiones wi.

En el caso de los Métodos Multipunto con Memoria la ecuación de

iteración se puede representar de la forma general

xk+1 = Φ(zk; zk−1, · · · , zk−n),

donde los argumentos zj , j = k−n, · · · , k representados por n+ 1 canti-

dades xj , w1(xj), · · · , wn(xj); j = k−n, · · · , k y n ≥ 1. En este caso Φ es

llamada Función de Iteración Multipunto con Memoria. Se puede obser-

var que en cada iteración se debe preservar la información de las últimas

n aproximaciones xj , j = k − n, · · · , k − 1, y para cada aproximación se

debe calcular n expresiones w1(xj), · · · , wn(xj), para j = k−n, · · · , k−1.

2.1.2. Conceptos relacionados con la convergencia

A continuación se señalan los conceptos de orden de convergencia, la

constante asintótica del error, el ı́ndice de eficiencia, eficiencia informa-

cional y la conjetura de Kung-Traub.

Sea Φ : R→ R una función de iteración dada por los procesos iterativos

presentados con anterioridad. Si existe un número real r y una constante

mayor que cero K tal que

ĺım
n→∞

|Φn − α|
|xn − α|r

= ĺım
n→∞

|xn+1 − α|
|xn − α|r

= K (2.1)
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donde r es llamado el orden de convergencia y K es la constante asintóti-

ca del error. No es necesario que r exista, y cuando sucede, no necesa-

riamente es un entero.

En 1960 Ostrowski [65] introdujo la definición de Índice de Eficiencia y

en 1964 Traub [79] presenta el concepto de Eficiencia Informacional, las

cuales se dan a continuación:

Sea r el orden de convergencia y d el número de evaluaciones funcionales

que requiere un método por iteración se define el Índice de Eficiencia

como

E = r1/d

y la Eficiencia Informacional al cociente

EI =
r

d
.

La conjetura de Kung-Traub [58] establece que los métodos iterativos

multipuntos sin memoria que utilizan n+1 evaluaciones funcionales por

iteración, tienen a lo sumo orden de convergencia 2n.





Caṕıtulo 3

Métodos y familias de un

punto sin memoria y su

construcción geométrica

En este caṕıtulo se presentan los métodos clásicos de Newton, Chebys-

hev, Halley y Super-Halley, entre otros. Luego se presentan algunas fa-

milias de métodos las cuales pueden ser obtenidas junto con el término

de error desde el teorema de Gander extendido. Después de esto, se dá la

construcción geométrica para dicha clase de métodos, aśı como algunos

ejemplos.

3.1. Métodos clásicos

3.1.1. Método de Newton

El método de Newton o de Newton-Raphson [73], que se utiliza en la

actualidad es el resultado de la investigación de muchos años y de varios

matemáticos como Joseph-Louis Lagrange, Jean Baptise Joseph Fourier,

Augustin Louis Cauchy, E. Schröder, A. Cayley, además de los que se le

atribuye su nombre, entre otros. Éste es un método de segundo orden

óptimal (según la Conjetura de Kung-Traub), su ı́ndice de eficiencia es

de
√

2 = 1, 414 · · · y su eficiencia informacional es de uno.

9



10 Carlos E. Cadenas R.

Si f es continuamente diferenciable en una vecindad de un cero α, el

método de Newton puede ser obtenido a partir de la linea recta tangente

a la curva y = f(x) en un punto P (xn, f(xn)) de la misma. Aśı, si se

reemplaza en la ecuación

y = f(xn) + f ′(xn)(x− xn) (3.1)

x por xn+1 y y por 0 la ecuación de iteración del método de Newton es

obtenida:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
; n = 0, 1, 2, · · · ; dado x0 (3.2)

Esta ecuación de iteración también puede ser obtenida a partir del uso

de la expasión de Taylor.

3.1.2. Métodos de tercer orden

Garćıa [40] hace una revisión de las fuentes históricas donde aparece el

método de Chebyshev por primera vez y además Gutiérrez [44] hace un

estudio de dicho método para el cálculo de las ráıces de ecuaciones no

lineales; el método de Chebyshev está dado por la siguiente ecuación de

iteración:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

(
1 +

1

2
Lf (xn)

)
; n = 0, 1, 2, · · · ; dado x0

(3.3)

donde Lf (x) = f(x)f ′′(x)
(f ′(x))2 es denominada la función de convexidad lo-

gaŕıtmica, vea [48] .

La ecuación de iteración del método propuesto por Halley [46] viene

dada por:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

1

1− 1
2Lf (xn)

; n = 0, 1, 2, · · · ; dado x0 (3.4)

Para el método de Super Halley [48] se tiene

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

2− Lf (xn)

2(1− Lf (xn))
; n = 0, 1, 2, · · · ; dado x0 (3.5)
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y para el método de Ostrowski [65]

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

1√
1− Lf (xn)

; n = 0, 1, 2, · · · ; dado x0 (3.6)

3.2. Familias de métodos

Cadenas [13] presenta una familia uniparamétrica tipo Newton-Chebyshev

para hallar ráıces simples de la ecuación f(x) = 0, aśı como el estudio

de su dinámica para polinomios de grado dos. Dicha familia está dada

por la función de iteración:

xn+1 = xn−
f(xn)

f ′(xn)
(1 +ALf (xn)) ; n = 0, 1, 2, · · · ; dado x0 (3.7)

Esta familia es de orden dos excepto para el caso A = 1
2 , obteniéndose

aśı el método de Chebyshev, que es de orden tres.

Cadenas [14] también presenta una familia uniparamétrica tipo Newton-

Halley para hallar ráıces simples de la ecuación f(x) = 0, aśı como el

estudio de su dinámica para polinomios de grado dos. Dicha familia está

dada por la función de iteración:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

1

1−ALf (xn)
; n = 0, 1, 2, · · · ; dado x0 (3.8)

esta familia es de orden dos excepto para el caso A = 1
2 , obteniéndose

aśı el método de Halley, que es de orden tres.

Cordero, Torregrosa y Vindel [35] presentan la dinámica de la familia

Chebyshev-Halley para polinomios cuadráticos. La ecuación de iteración

de esta familia está dada por:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

(
1 +

Lf (xn)

2(1−ALf (xn))

)
; n = 0, 1, 2, · · · (3.9)

dado x0.

Hansen y Patrick [47] presentan una familia uniparamétrica de funciones

de iteración para encontrar ráıces de ecuaciones no lineales. Su ecuación

de iteración viene dada por:



12 Carlos E. Cadenas R.

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

(
1 + a

a+
√

1− (1 + a)Lf (xn)

)

Amat, et al [2] presentan la familia (α, c) y Campos, et al [27] hacen el

estudio inicial de la dinámica el cual es continuado por Campos, et al

[28]. Dicha familia está dada por la ecuación de iteración:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

(
1 +

Lf (xn)

2(1− αLf (xn))
+ C (Lf (xn))2

)
si C = 0 y α = 1, se obtiene el método de Super-Halley.

3.2.1. Teorema de Gander Extendido

En 1985 W. Gander [39] presenta un teorema que permite generar méto-

dos de un punto sin memoria para resolver ecuaciones no lineales con

ráıces simples basado en una función de peso H, dando las condicio-

nes sobre ella para que la clase de métodos sea de tercer orden. Luego

A. Cordero, C. Jordan, J. R. Torregrosa [36] aśı como C. Cadenas [12]

de manera independiente dan una expresión expĺıcita para la constante

asintótica del error, pudiendo ser escrito dicho teorema en forma exten-

dida de la siguiente manera:

Teorema 3.2.1. Sea α una ráız simple de f y H cualquier función con

H(0) = 1, Ḣ(0) = 1
2 y |Ḧ(0)| <∞. La iteración dada por

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
H(Lf (xn)) (3.10)

donde Lf (x) = f(x)f ′′(x)

(f ′(x))2
, es de orden tres y el error viene dado por

en+1 =

(
(1− Ḧ(0))

2

(
f ′′(α)

f ′(α)

)2

− 1

6

f ′′′(α)

f ′(α)

)
e3n +O

(
e4n
)
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3.3. Construcción geométrica de la Clase de Gan-

der

La contrucción geométrica de algunos métodos o familias de métodos de

tercer orden pueden ser encontradas en [53], [63] y [78].

Usando las ideas de Amat, Busquier y Gutiérrez [1], Cadenas en [12]

reemplazó f(xn) por f(xn)−y en la ecuación de iteración xn+1 = G(xn)

para obtener el siguiente resultado:

Teorema 3.3.1. Sea α un cero simple de f y H cualquier función con

H(0) = 1, Ḣ(0) = 1
2 y |Ḧ(0)| < ∞. La iteración dada por xn+1 =

G(xn), con G(x) = x − f(x)
f ′(x)H(Lf (x)) donde Lf (x) = f(x)f ′′(x)

[f ′(x)]2 , puede

ser construida desde la curva que tiene por ecuación

x = xn +
y − f(xn)

f ′(xn)
H

(
(f(xn)− y) f ′′(xn)

(f ′(xn))2

)
(3.11)

la cual cumple con las siguientes tres condiciones de tangencia

1. y(xn) = f(xn)

2. y′(xn) = f ′(xn)

3. y′′(xn) = f ′′(xn)

Demostración. Vea [12]

3.4. Ejemplos de familias y métodos obtenidos

a partir de la clase de Gander

En esta sección se presentan sólo algunas de las funciones de peso H que

satisfacen las condiciones del teorema de Gander, lo cual permite obtener

las curvas dadas por la estructura (4.11) desde las cuales se pueden

obtener las iteraciones de los métodos de tercer orden mencionados.
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3.4.1. Familia de Hansen-Patrick [47]

Al utilizar el teorema de Gander con la función de peso H dada por

H(t) =
a+ 1

a+
√

1− (a+ 1)t
(a 6= −1)

se obtiene la ecuación de iteración

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

(a+ 1)(
a+

√
1− (a+ 1)Lf (xn)

) (3.12)

la cual puede ser construida desde la curva

x = xn +
y − f(xn)

f ′(xn)

(a+ 1)(
a+

√
1− (a+ 1) (f(xn)−y)f

′′(xn)

(f ′(xn))
2

)
que cumple las condiciones de tangencia dadas en el teorema 3.3.1.

Utilizando el teorema de Gander extendido se puede obtener la constante

asintótica del error.

K(α) =
(1− a)

8

[
f ′′(α)

f ′(α)

]2
− 1

6

f ′′′(α)

f ′(α)
.

Esta familia de métodos iterativos de tercer orden incluye, como casos

particulares, los siguientes métodos

Cuando a = 0, se obtiene el método de Ostrowski [65].

Si se utiliza a = 1, se obtiene el método de Euler [79].

En el caso de que a→ ±∞, se puede obtener el método de Newton

(3.2).

3.4.2. Familia del tipo Chebyshev-Halley [42]

La ecuación de iteración de la familia Chebyshev-Halley

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

(
1 +

Lf (xn)

2 (1− αLf (xn))

)
(3.13)
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puede ser obtenida por medio de la función de peso H dada por

H(t) = 1 +
t

2(1− αt)

y puede ser construida a partir de la curva

x = xn +
y − f(xn)

f ′(xn)

1 +

(f(xn)−y)f ′′(xn)
(f ′(xn))

2

2
(

1− α (f(xn)−y)f ′′(xn)
(f ′(xn))

2

)


que cumple las condiciones de tangencia dadas en el teorema 3.3.1.

Para esta familia la constante asintótica del error viene dada por

K(α) =
(1− α)

2

[
f ′′(α)

f ′(α)

]2
− 1

6

f ′′′(α)

f ′(α)

La familia Chebyshev-Halley incluye, como casos particulares, los si-

guientes métodos

Cuando α = 0, se obtiene el método de Chebyshev dado por la

ecuacion (3.3).

El método de Halley (3.4) es obtenido si α = 1
2 [46].

Cuando se utiliza α = 1 se obtiene el método de Super-Halley

(3.5), vea [48].

Si α→ ±∞ se obtiene el método de Newton (3.2).

3.4.3. Familia θ − C [4]

Sea la función de peso dada por H(t) = 1 +
t

2(1− θt)
+ Ct2. Si se

considera la curva

x = xn +
y − f(xn)

f ′(xn)

1 +

(f(xn)−y)f ′′(xn)
(f ′(xn))

2

2
(

1− θ (f(xn)−y)f
′′(xn)

(f ′(xn))
2

)
+ C

(
(f(xn)− y) f ′′(xn)

(f ′(xn))2

)2
)
,
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entonces por el teorema 3.3.1 las condiciones de tangencia se satisfa-

cen. Aśı la ecuación de iteración de la familia θ − C viene dada por

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

(
1 +

1

2

Lf (xn)

(1− θLf (xn))
+ CLf (xn)2

)
(3.14)

y K(α) =
(1− θ − 2C)

2

[
f ′′(α)

f ′(α)

]2
− 1

6

f ′′′(α)

f ′(α)

Esta familia de métodos de tercer orden incluye a las siguientes familias

Cuando (θ = 0), se obtiene la familia C [38] que tiene por ecuación

de iteración

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

(
1 +

1

2
Lf (xn) + CLf (xn)2

)
(3.15)

Cuando (C = 0) se obtiene la familia Chebyshev-Halley (4.16).

Cuando C = 1−θ
2 la siguiente familia es obtenida

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

(
1 +

1

2

Lf (xn)

(1− θLf (xn))
+

(1− θ)
2

Lf (xn)2
)

3.4.4. Una combinación de los métodos de Halley y Chebys-

hev

Usando una combinación convexa de las funciones de peso que permiten

obtener los métodos (3.3) y (3.4) se obtiene la siguiente función de peso

H(t) =
A(

1− 1
2 t
) + (1−A)

(
1 +

1

2
t

)
Ahora, si se considera dicha función de peso para obtener la curva

x = xn +
y − f(xn)

f ′(xn)

 A(
1− 1

2
(f(xn)−y)f ′′(xn)

(f ′(xn))
2

)
+(1−A)

(
1 +

1

2

(f(xn)− y) f ′′(xn)

(f ′(xn))2

))
,
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entonces por el teorema 3.3.1 se satisfacen las condiciones de tangen-

cia. Aśı, la ecuacion de iteración es

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

(
A(

1− 1
2Lf (xn)

)
+(1−A)

(
1 +

1

2
Lf (xn)

))
(3.16)

y K(α) =
(2−A)

4

[
f ′′(α)

f ′(α)

]2
− 1

6

f ′′′(α)

f ′(α)

Si A = 0, se obtiene el método de Chebyshev (3.3). Si A = 1, se obtiene

el método de Halley (3.4). Cuando A = 2 en (3.16) se tiene el siguiente

método

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

(
2

1− 1
2Lf (xn)

− 1− 1

2
Lf (xn)

)
(3.17)

con

K(α) = −1

6

f ′′′(α)

f ′(α)
(3.18)

3.4.5. Una familia pentaparamétrica

Sea H la función de peso que depende de cinco parámetros

H(t) =
4 + 2(A+ 1)t+Dt2 + Et3

4 + 2At+Bt2 + Ct3
⇒ Ḧ(0) =

D −A−B
2

.

Si consideramos la curva que tiene por ecuación

x = xn −
f(xn)

f ′(xn)

4 + 2(A+ 1)r +Dr2 + Er3

4 + 2Ar +Br2 + Cr3

donde

r =
(f(xn)− y) f ′′(xn)

(f ′(xn))2
,

entonces por el teorema 3.3.1 se satisfacen las condiciones de tangen-

cia. Aśı, la ecuación de iteración es
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xn+1 =

xn −
f(xn)

f ′(xn)

4 + 2(A+ 1)Lf (xn) +DLf (xn)2 + ELf (xn)3

4 + 2ALf (xn) +BLf (xn)2 + CLf (xn)3
(3.19)

y K(α) =
2 +A+B −D

4

[
f ′′(α)

f ′(α)

]2
− 1

6

f ′′′(α)

f ′(α)
.

Si se utiliza D = 2 + A + B, entonces Ḧ(0) = 1 y aśı se obtiene la

siguiente familia de métodos

xn+1 =

xn −
f(xn)

f ′(xn)

4 + 2(A+ 1)Lf (xn) + (2 +A+B)Lf (xn)2 + ELf (xn)3

4 + 2ALf (xn) +BLf (xn)2 + CLf (xn)3

con K(α) = −1

6

f ′′′(α)

f ′(α)
.

Con la excepción de la familia Hansen-Patrick’s (3.12) las otras familias

y/o métodos presentados en esta sección pueden ser obtenidos desde

(3.19).



Caṕıtulo 4

Métodos y familias de un

punto para ráıces múltiples

y su construcción

geométrica.

4.1. Métodos tipo Newton

Es bien sabido que al utilizar el método de Newton para calcular ráıces

múltiples de ecuaciones no lineales, el orden de convergencia se degrada

de cuadrático a lineal. Para evitar ese problema Schröder genera dos

métodos a los cuales se les denomina método de Newton modificado y

método de Newton para ráıces múltiples. En esta sección se presentan

los fundamentos básicos de las ideas utilizadas por él para obtener dichos

métodos, no sin antes dar una de las definiciones de ráız multiple de una

ecuación no lineal que se utiliza con mucha frecuencia.

Un valor α es una ráız de f con multiplicidad m > 0 si

f(x) = (x− α)mg(x), donde ĺım
x→α

g(x) 6= 0.

Si m = 1, se dice que α es una ráız simple de f .

19
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Schröder en [75] utiliza las siguientes funciones F1(x) = m
√
f(x) y F2(x) =

f(x)
f ′(x) para generar dos métodos tipo Newton. Se puede observar fácilmen-

te que si α es una ráız de f con multiplicidad m, entonces α es una ráız

simple tanto de F1(x) como de F2(x).

Cuando se aplica el método de Newton a la función F1, se obtiene el

siguiente método

xn+1 = xn −m
f(xn)

f ′(xn)
; con x0 dado, (4.1)

el cual es denominado método de Newton modificado. Obsérvese que

este método depende de la multiplicidad de la ráız. Por ello para poder

aplicarlo esta debe ser conocida o estimada a priori.

De manera similar si se aplica el método de Newton a la función F2, se

obtiene el método de Newton para ráıces múltiples, el cual viene dado

por la ecuación de iteración

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

1

(1− Lf (xn))
; con x0 dado, (4.2)

donde Lf (x) =
f(x)f ′′(x)

[f ′(x)]2
, la cual ya se ha mencionado varias veces

con anterioridad. En ambos métodos se recupera el segundo orden de

convergencia que se hab́ıa perdido en el método de Newton cuando se

utiliza para aproximar raices con multiplicidad mayor que uno.

4.2. Construcción geométrica del método de New-

ton modificado

En esta sección se presentan las dos construcciones geométricas del méto-

do de Newton modificado dadas por Cadenas en [16].

4.2.1. Primera contrucción geométrica

Se puede observar que al sustituir x por xn+1 y y por 0 en la ecuación

de la recta

y − f(xn) =
f ′(xn)

m
(x− xn), (4.3)
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se obtiene la ecuación de iteración del método de Newton modificado.

Por ello se puede presentar el siguiente resultado:

Teorema 4.2.1. Sea f : D ⊂ R → D suficientemente diferenciable en

el intervalo abierto D y α una ráız multiple de f con multiplicidad m.

Entonces la iteración (4.1) puede ser construida desde la recta definida

por la ecuación (4.3) la cual cumple las siguientes condiciones: y(xn) =

f(xn) y y′(xn) = f ′(xn)
m .

Demostración. Véase [16].

De esta manera la linea recta (4.3) es secante a la curva y = f(x) y su

pendiente es la m-ésima parte de la pendiente de la recta tangente a la

curva y = f(x) en el punto P (xn, f(xn)).

4.2.2. Segunda construcción geométrica

La segunda construcción geométrica que presentamos para el método de

Newton modificado es dada por el siguiente resultado del autor en [16].

Teorema 4.2.2. Sea α una ráız múltiple de f con multiplicidad m.

Entonces la iteración (4.1) puede ser obtenida desde la curva

y = f(xn)

(
1 +

f ′(xn)(x− xn)

mf(xn)

)m
(4.4)

que cumple con las condiciones de tangencia

y(xn) = f(xn) y y′(xn) = f ′(xn).

Se destaca el hecho de que si m ∈ N entonces (5.17) representa la

ecuación de un polinomio de grado m tangente a la curva en el pun-

to P (xn, f(xn)).

4.3. Construcciones geométricas del método de

Newton para ráıces múltiples

En esta sección se presentan las dos construcciones geométricas del méto-

do de Newton para ráıces múltiples (4.2), dadas por Cadenas en [16].
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4.3.1. Primera construcción geométrica

La ecuación de iteración (4.2) puede ser obtenida desde la linea recta

dada por la ecuación

y = f(xn) + f ′(xn)[1− Lf (xn)](x− xn) (4.5)

La pendiente de esta ĺınea es 1 − Lf (xn) veces la pendiente de la recta

tangente a la curva y = f(x) en el punto cuya abscisa es xn. De esta

forma se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.3.1. Sea f : D ⊂ R → D suficientemente diferenciable

en un intervalo abierto D y α una ráız multiple de f con multiplicidad

m. Entonces la iteración (4.2) puede ser obtenida desde la curva que

tiene por ecuación (4.5) y cumple con las siguientes dos condiciones:

y(xn) = f(xn) y y′(xn) = f ′(xn)[1− Lf (xn)].

Demostración. Véase [16].

4.3.2. Segunda construcción geométrica

La segunda construcción geométrica que presentamos para el método

de Newton para ráıces múltiples es dada por el siguiente resultado del

autor en [16].

Teorema 4.3.2. Sea f : D ⊂ R → D suficientemente diferenciable

en un intervalo abierto D y α una ráız múltiple de f con multiplicidad

m. Entonces la ecuación de iteración (4.2) puede ser obtenida desde la

curva definida por la ecuación

y = f(xn) +
[f ′(xn)]2(x− xn)

f ′(xn)− f ′′(xn)(x− xn)
(4.6)

la cual satisface las siguientes condiciones

y(xn) = f(xn), y′(xn) = f ′(xn) y y′′(xn) = 2f ′′(xn).
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4.4. Métodos de un punto para ráıces múltiples

con tercer orden de convergencia

En esta sección se presentan dos clases de métodos de un punto para

resolver ecuaciones no lineales con ráıces múltiples cuando la multiplici-

dad es conocida y que tienen tercer orden de convergencia. La primera

desarrollada en 2014 por Rjni Sharma y Ashu Bahl en [74] y la segunda

desarrollada en 2017 por Petkov́ıc and Herceg en [68].

De la construcción de la primera clase los autores mencionados presentan

el siguiente resultado

Teorema 4.4.1. Sea α ∈ I una ráız con multiplicidad m para f : I→ R

suficientemente diferenciable sobre un intervalo abierto I. Si x0 esta

suficientemente cercano a α, entonces el método iterativo definido por

xk+1 = xk −H
(
f(xk)f

′′(xk)

[f ′(xk)]2

)
f(xk)

f ′(xk)
(4.7)

tiene orden de convergencia tres, donde H ∈ C2(R), con

H(u) = m,H ′(u) =
m2

2
, |H ′′(u)| <∞, u =

m− 1

m
y

ek+1 =

[
m4 + 3m3 − 4H ′′(u)

2m5
A2

1 −
A2

m

]
e3k +O(e4k), (4.8)

donde ek = xk − α y Ai =
m!f (m+i)(α)

(m+ i)f (m)(α)
para i ∈ N.

A la segunda clase que presentamos los autores la denominan clase de

Traub-Gander. Esta clase se basa en funciones de peso que satisfacen las

condiciones del teorema de Gander (para ráıces simples). El resultado

de convergencia para la clase de Traub-Gander se puede resumir en el

siguiente resultado.

Teorema 4.4.2. Si H(0) = 1, Ḣ(0) = 1
2 y |Ḧ(0)| <∞, entonces

xn+1 = xn −m
f(xn)

f ′(xn)
H (1−m+mLf (xn)) , (4.9)
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con Lf (x) =
f(x)f ′′(x)

[f ′(x)]2
, es de tercer orden y el error viene dado por

en+1 = K(α)e3n +O(e4n),

donde la constante asintótica del error K(α) es dada por

K(α) =
1

2m2

[(
m+ 3− 4Ḧ(0)

)
A2

1 − 2mA2

]
, (4.10)

Ak =
m!

(m+ k)!

f (m+k)(α)

f (m)(α)
, k = 1, 2 y α es ráız de f con multiplicidad m.

4.5. Construcción geométrica de métodos de ter-

cer orden para ráıces múltiples

En esta sección se presenta una contrucción geométrica de métodos de

tercer orden para resolver ecuaciones no lineales con ráıces múltiples

cuando la multiplicidad es conocida y que están basados en la clase de

Traub-Gander. Esta construcción geométrica es dada por Cadenas en

[17] y se resume en el siguiente resultado:

Teorema 4.5.1. Sea α una ráız múltiple de f con multiplicidad m y H

cualquier función que satisface las condiciones H(0) = 1, Ḣ(0) = 1
2 y

|Ḧ(0)| <∞. La iteración dada por xn+1 = G(xn), con

G(x) = x−m f(x)

f ′(x)
H(1−m+mLf (x))

donde Lf (x) = f(x)f ′′(x)
[f ′(x)]2 , puede ser obtenida desde la curva que tiene

por ecuación

x = xn −m
f(xn)

f ′(xn)

(
1− m

√
y(x)

f(xn)

)
×

H

(
(1−m+mLf (xn))

(
1− m

√
y(x)

f(xn)

))
(4.11)

y que cumple las condiciones de osculancia
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1. y(xn) = f(xn)

2. y′(xn) = f ′(xn)

3. y′′(xn) = f ′′(xn)

Demostración. Véase [17].

Si m = 1, el caso de ráıces simples, basado en el teorema de Gander,

coincide con el dado en [12].

4.6. Ejemplos de familias y métodos obtenidos

a partir de la clase de Traub-Gander

En [17], Cadenas presenta algunas familias y/o métodos que pertenecen

a la clase de Traub-Gander. Algunos de ellos se presentan en esta sección.

4.6.1. Familia de tipo Hansen-Patrick para ráıces múlti-

ples [47]

Sea la función de peso H dada por

H(t) =
a+ 1

a+
√

1− (a+ 1)t
(a 6= −1) donde Ḧ(0) =

a+ 3

4
.

Aśı la ecuación de iteración es

xn+1 = xn −m
f(xn)

f ′(xn)

(a+ 1)(
a+

√
1− (a+ 1) (1−m+mLf (xn))

)
con K(α) = 1

2m2

(
(m− a)A2

1 − 2mA2

)
, la cual puede ser obtenida desde

la curva

x = xn −m
f(xn)

f ′(xn)

(
1− m

√
y

f(xn)

)
×

a+ 1

a+

√
1− (a+ 1) (1−m+mLf (xn))

(
1− m

√
y

f(xn)

) (4.12)

Algunos casos particulares de esta familia pueden ser mencionados
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Cuando a = 0, un método tipo Ostrowski para ráıces múltiples

xn+1 = xn −m
f(xn)

f ′(xn)

1√
m (1− Lf (xn))

(4.13)

con K(α) = 1
2m

(
A2

1 − 2A2

)
.

Cuando a = 1, obtenemos un método tipo Euler para ráıces múlti-

ples

xn+1 = xn −m
f(xn)

f ′(xn)

2(
1 +

√
2m (1− Lf (xn))− 1

) (4.14)

con K(α) = 1
2m2

(
(m− 1)A2

1 − 2mA2

)
.

Cuando a = m, obtenemos

xn+1 = xn −m
f(xn)

f ′(xn)

m+ 1

m+
√
m2 −m(m+ 1)Lf (xn)

(4.15)

con K(α) = −A2
m .

4.6.2. Familia tipo Chebyshev-Halley para ráıces múlti-

ples

Utilizando la función H dada por

H(t) = 1 +
t

2(1−At)
⇒ Ḧ(0) = A,

se obtiene la familia tipo Chebyshev-Halley para ráıces múltiples

xn+1 = xn −m
f(xn)

f ′(xn)

(
1 +

1−m+mLf (xn)

2 (1−A (1−m+mLf (xn)))

)
(4.16)

conK(α) = 1
2m2

(
(m+ 3− 4α)A2

1 − 2mA2

)
, la cual puede ser construida

desde la curva

x = xn −m
f(xn)

f ′(xn)

(
1− m

√
y

f(xn)

)
×1 +

(1−m+mLf (xn))
(

1− m

√
y

f(xn)

)
2
(

1−A (1−m+mLf (xn))
(

1− m

√
y

f(xn)

))


Se pueden mencionar los siguientes casos particulares
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Cuando A = 0, obtenemos un método tipo Chebyshev para ráıces

múltiples

xn+1 = xn −
m

2

f(xn)

f ′(xn)
(3−m+mLf (xn)) (4.17)

con K(α) = 1
2m2

[
(m+ 3)A2

1 − 2mA2

]
.

Cuando A = 1
2 , obtenemos un método tipo Halley para ráıces

múltiples

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

2m

1 +m−mLf (xn)
(4.18)

con K(α) = 1
2m2

[
(m+ 1)A2

1 − 2mA2

]
.

A = 1, obtenemos un método tipo Super-Halley para ráıces múlti-

ples

xn+1 = xn −m
f(xn)

f ′(xn)

1 +m−mLf (xn)

2 (1− Lf (xn))
(4.19)

con K(α) = 1
2m2

[
(m− 1)A2

1 − 2mA2

]
.

Si A = m+3
4 , obtenemos el método

xn+1 = xn −m
f(xn)

f ′(xn)

m2 + 2m+ 9 +m(m+ 5)Lf (xn)

m2 + 4m+ 7−m(m+ 3)Lf (xn)
(4.20)

con K(α) = −A2
m .

4.6.3. Familia tipo θ-C para ráıces múltiples

Utilizando la función H

H(t) = 1 +
1

2

t

(1− θt)
+ Ct2 ⇒ Ḧ(0) = θ + 2C

se obtiene

xn+1 = xn −m
f(xn)

f ′(xn)
×(

1 +
1−m+mLf (xn)

2 (1− θ (1−m+mLf (xn)))
+ C (1−m+mLf (xn))2

)
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con K(α) = 1
2m2

[
(m+ 3− 4(θ + 2C))A2

1 − 2mA2

]
la cual puede ser

obtenida desde la curva

x = xn −m
f(xn)

f ′(xn)

(
1− m

√
y

f(xn)

)(
1 + 1

2

(1−m+mLf (xn))
(
1− m

√
y

f(xn)

)
1−θ(1−m+mLf (xn))

(
1− m

√
y

f(xn)

)
+ C (1−m+mLf (xn))2

(
1− m

√
y

f(xn)

)2)
.

Entre los casos particulares vale la pena destacar los siguientes

• θ = 0, familia tipo C para ráıces múltiples

xn+1 = xn −m
f(xn)

f ′(xn)
×(

3−m+mLf (xn)

2
+ C (1−m+mLf (xn))2

)
(4.21)

con K(α) = 1
2m2

[
(m+ 3− 8C)A2

1 − 2mA2

]
• θ = 0 y C = m+3

8

xn+1 = xn −m
f(xn)

f ′(xn)
×(

3−m+mLf (xn)

2
+
m+ 3

8
(1−m+mLf (xn))2

)
(4.22)

con K(α) = −A2
m

• C = 0, se obtiene la familia del tipo Chebyshev-Halley, (4.16).

• Con C = m+3−4θ
8 se obtiene la siguiente familia

xn+1 = xn −m
f(xn)

f ′(xn)

(
1 +

1−m+mLf (xn)

2 (1− θ (1−m+mLf (xn)))
+

m+ 3− 4θ

8
(1−m+mLf (xn))2

)
con K(α) = −A2

m
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4.6.4. Una combinación convexa de los métodos de Halley

y Chebyshev para ráıces múltiples

Sea la función de peso

H(t) =
A(

1− 1
2 t
) + (1−A)

(
1 +

1

2
t

)
⇒ Ḧ(0) =

A

2
,

entonces

xn+1 = xn −m
f(xn)

f ′(xn)
×(

2A

1 +m−mLf (xn)
+

(1−A)

2
(3−m+mLf (xn))

)
con K(α) = 1

2m2

[
(m+ 3− 2A)A2

1 − 2mA2

]
.

Esta ecuación de iteración puede construirse desde la curva

x = xn −m
f(xn)

f ′(xn)

(
1− m

√
y

f(xn)

)
 A

1− 1
2 (1−m+mLf (xn))

(
1− m

√
y

f(xn)

) + (1−A)

(
1 +

1

2
(1−m+mLf (xn))

(
1− m

√
y

f(xn)

)))
Entre los casos particulares de esta familia podemos mencionar los si-

guientes

• Cuando A = 0 se obtiene el método de tipo Chebyshev para ráıces

múltiples (4.17).

• Cuando A = 1 se obtiene el método de tipo Halley para ráıces múlti-

ples (4.18).

• Cuando A = 2 se obtiene el siguiente método para ráıces múltiples

xn+1 = xn −m
f(xn)

f ′(xn)
×(
4

1 +m−mLf (xn)
+−1

2
(3−m+mLf (xn))

)
(4.23)
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con K(α) = 1
2m2

[
(m− 1)A2

1 − 2mA2

]
.

• Cuando A = m+3
2 se obtiene el siguiente método para ráıces múltiples

xn+1 = xn −m
f(xn)

f ′(xn)
×(

m+ 3

1 +m−mLf (xn)
− (m+ 1)

4
(3−m+mLf (xn))

)
(4.24)

con K(α) = −A2
m .

4.6.5. Combinación convexa del método de Newton con

un método del tipo Newton-Halley

Dada la función de peso

H(t) = A+
2(A− 1)2

2(1−A)− t
⇒ Ḧ(0) =

1

2(1−A)
(A 6= 1),

entonces

xn+1 = xn −m
f(xn)

f ′(xn)

(
A+

2(A− 1)2

2(1−A)− (1−m+mLf (xn))

)
,

con K(α) = 1
2m2

[(
(m+3)(1−A)−2

1−A

)
A2

1 − 2mA2

]
. La cual puede ser gene-

rada desde la curva

x = xn −m
f(xn)

f ′(xn)

(
1− m

√
y

f(xn)

)
×A+

2(A− 1)2

2(1−A)− (1−m+mLf (xn))
(

1− m

√
y

f(xn)

)


Entre los casos particulares se pueden mencionar

• A = 0 : método del tipo Halley para ráıces múltiples (4.18).

• A = 1
2 : método del tipo Super-Halley para ráıces múltiples (4.19).
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• Para A = m+5
m+3 se tiene

xn+1 = xn −
m

(m+ 3)

f(xn)

f ′(xn)
×(

m+ 5− 4

4 + (m+ 3)(1−m+mLf (xn))

)
(4.25)

con K(α) = −A2
m .





Caṕıtulo 5

Métodos y familias de dos

puntos sin memoria y su

construcción geométrica.

Una gran cantidad de familias y/o métodos de orden tres con dos puntos

han sido presentados en diversos trabajos, entre los que se pueden men-

cionar los métodos de Traub y de Potra-Pták ([79], [71]). Por otro lado,

es bien sabido que el primer método de dos puntos con cuarto orden de

convergencia es debido a Ostrowski [65]. Entre las primeras familia de

dos puntos con cuarto orden de convergencia se pueden mencionar la de

Jarrat [50] y la de King [55]. Muchos métodos de dos puntos pueden ser

vistos en [67] y las referencia que se encuentran en el. En [29] y [30] se

presentaron otros métodos de dos puntos con cuarto orden de convergen-

cia basados en unas clases de métodos. En [67] se da una interpretación

geométrica del método de Ostrowski. En estos y otros trabajos es que

se centra éste caṕıtulo, haciendo énfasis en la construcción geométrica.

5.1. Formas equivalentes a la clase de Chun

En 2008 Changbum Chun [29] presenta la siguiente clase de métodos

iterativos de dos puntos para resolver ecuaciones no lineales con ráıces

33
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simples con cuarto orden de convergencia

yn = xn −
f(xn)

f ′(xn)

xn+1 = yn −
f(yn)

f ′(xn)h(tn)

donde tn = f(yn)
f(xn)

, h(0) = 1, ḣ(0) = −2 y |ḧ(0)| <∞.

En [7] dicha clase es presentada en otra forma. Sin embargo a efectos

de seleccionar funciones de peso que satisfagan las hipótesis del teorema

de Gander (métodos de un punto para ecuaciones no lineales con ráıces

simples) se utilizará la clase de Chun en las siguientes formas equivalen-

tes.

Teorema 5.1.1. Sea α una ráız simple de f y H cualquier función que

satisfaga H(0) = 1, Ḣ(0) = 1
2 y Ḧ(0) < ∞. La ecuación de iteración

dada por

yn = xn −
f(xn)

f ′(xn)

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
H

(
2f(yn)

f(xn)

)
(5.1)

es de tercer orden y el error es dado por

en+1 = 2(1− Ḧ(0))A2
2e

3
n +O

(
e4n
)

; (5.2)

y si además Ḧ(0) = 1 y |
...
H(0)| <∞, entonces es de cuarto orden y

en+1 =

((
5− 4

3

...
H(0)

)
A2

2 −A3

)
A2e

4
n +O

(
e5n
)
. (5.3)

En caso que
...
H(0) = 15

4 y |H iv(0)| <∞, entonces

en+1 = −A2A3e
4
n +O

(
e5n
)
.

Demostración. Esta prueba es similar a la presentada en [29] y por lo

tanto omitida.
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Teorema 5.1.2. Sea α una ráız simple de f y H cualquier función con

H(0) = 1, y Ḣ(0) <∞. La iteración

yn = xn −
f(xn)

f ′(xn)

xn+1 = yn −
f(yn)

f ′(xn)
H

(
2f(yn)

f(xn)

)
(5.4)

es de tercer orden y el error es dado por

en+1 = 2(1− Ḣ(0))A2
2e

3
n +O

(
e4n
)

y si además Ḣ(0) = 1 y |
...
H(0)| <∞ entonces es de cuarto orden y

en+1 =
((

5− 2Ḧ(0)
)
A2

2 −A3

)
A2e

4
n +O

(
e5n
)
.

En el caso que Ḧ(0) = 5
2 y |

...
H(0)| <∞, entonces

en+1 = −A2A3e
4
n +O

(
e5n
)
.

Demostración. Esta prueba es similar a la presentada en [29] y por lo

tanto omitida.

Comentario. La utilización de 2f(yn)
f(xn)

como un argumento de la función

de peso H es debido al hecho de que

Lf (xn) ≈ 2f(yn)

f(xn)

véase [67] y [84]. Es por ello que si en la clase de Gander Lf (xn) es

reemplazada por la aproximación mencionada recientemente, entonces

las dos clases de métodos dadas por (5.1) y (5.4) son obtenidas.

5.2. Ejemplos de familias y métodos de orden

tres obtenidos a partir de las formas equi-

valentes a la clase de Chun

En esta sección se presenta un grupo de familias y métodos de dos pun-

tos y orden de convergencia tres basados en algunas funciones de pesos

clásicas, con su respectiva constante asintótica del error K(α) las cuales

son obtenidas utilizando (5.1) y (5.2). En todos los casos yn = xn− f(xn)
f ′(xn)

.
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5.2.1. Método de Potra y Pták [71]

El método de Potra y Pták puede ser obtenido utilizando la misma

función de peso utilizada para obtener el método de Chebyshev. Su

ecuación de iteración viene dada por xn+1 = xn− f(xn)+f(yn)
f ′(xn)

y constante

asintótica del error K(α) = 2A2
2.

5.2.2. Método de Newton-Secante [67]

El método de Newton-Secante puede ser obtenido utilizando la misma

función de peso utilizada para obtener el método de Halley. Su ecuación

de iteración viene dada por xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn)

f(xn)
(f(xn)−f(yn)) y constante

asintótica del error K(α) = A2
2.

5.2.3. Familia tipo Chebyshev-Halley [19]

Como su nombre lo indica la familia de dos puntos tipo Chebyshev-

Halley puede ser obtenida utilizando la misma función de peso utilizada

para obtener la familia de Chebyshev-Halley . Su ecuación de itera-

ción viene dada por xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn)

(
f(xn)+(1−2A)f(yn)
f(xn)−2Af(yn)

)
y constante

asintótica del error K(α) = 2(1−A)A2
2.

5.2.4. Método tipo Ostrowski [19]

Este método de dos puntos puede ser obtenido utilizando la misma fun-

ción de peso utilizada para obtener el método de Ostrowski. Su ecuación

de iteración viene dada por xn+1 = xn− f(xn)
f ′(xn)

√
f(xn)

f(xn)−2f(yn) y constante

asintótica del error K(α) = 1
2A

2
2.

5.2.5. Familia tipo Hansen-Patrick [19]

Como su nombre lo indica la familia de dos puntos tipo Hansen-Patrick

puede ser obtenida utilizando la misma función de peso utilizada para

obtener la familia de Hansen-Patrick. Su ecuación de iteración viene
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dada por xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn)

(a+1)(
a+
√

1−2(a+1)
f(yn)
f(xn)

) y constante asintótica

del error K(α) = (1−a)
2 A2

2.

5.2.6. Familia tipo θ − C [19]

La familia de dos puntos tipo θ − C puede ser obtenida utilizando la

misma función de peso utilizada para obtener la familia θ − C . Su

ecuación de iteración viene dada por

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

(
1 +

f(yn)

f(xn)− 2θf(yn)
+ 4C

(
f(yn)

f(xn)

)2
)

y constante asintótica del error K(α) = 2(1− θ − 2C)A2
2.

5.2.7. Familia tipo combinación convexa de los métodos

de Halley y Chebyshev [19]

Esta familia de dos puntos puede ser obtenida utilizando la misma fun-

ción de peso utilizada para obtener la familia combinación convexa de

los métodos de Halley y Chebyshev. Su ecuación de iteración viene dada

por

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

(
Af(xn)

f(xn)− f(yn)
+ (1−A)

(f(xn) + f(yn))

f(xn)

)
y constante asintótica del error K(α) = (2−A)A2

2.

5.3. Ejemplos de familias y métodos de orden

cuatro obtenidos a partir de las formas equi-

valentes a la clase de Chun

En esta sección se presenta un grupo de familias y métodos de dos puntos

y orden de convergencia cuatro basados en algunas funciones de pesos

clásicas, con su respectiva constante asintótica del error K(α) las cuales

son obtenidas utilizando (5.1) y (5.3). En todos los casos yn = xn− f(xn)
f ′(xn)

.
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5.3.1. Método de Ostrowski [65]

El método de Ostrowski puede ser obtenido utilizando la misma función

de peso utilizada para obtener el método de Super-Halley. Su ecuación

de iteración viene dada por xn+1 = xn− f(xn)
f ′(xn)

f(xn)−f(yn)
(f(xn)−2f(xn)) y constante

asintótica del error K(α) = (A2
2 −A3)A2.

5.3.2. Familia de King [55]

La familia de King puede ser obtenida utilizando la función de peso

H(t) = 4+2(β−1)t+βt2
2(2+(β−2)t) . Su ecuación de iteración viene dada por

xn+1 = xn −
f2(xn) + (β − 1)f(xn)f(yn) + βf2(yn)

(f(xn) + (β − 2)f(yn))f ′(xn)

y constante asintótica del error K(α) = ((2β + 1)A2
2 −A3)A2.

5.3.3. Familia tipo θ [19]

Esta familia de dos puntos puede ser obtenida utilizando la misma fun-

ción de peso utilizada para obtener la familia θ. Su ecuación de iteración

viene dada por

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

(
1 +

f(xn)

(f(xn)− 2θf(yn))
+

1− θ
2

(
f(yn)

f(xn)

)2
)

y constante asintótica del error K(α) = ((5− 4θ2)A2
2 −A3)A2.

Si θ = ±
√
5
2 se obtienen dos métodos de dos punto de orden cuatro

con constante asintótica dada por K(α) = −A3A2, cuyas ecuaciones de

iteración son:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

(
1 +

f(xn)

(f(xn)−
√

5f(yn))
+

2−
√

5

4

(
f(yn)

f(xn)

)2
)

y

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

(
1 +

f(xn)

(f(xn) +
√

5f(yn))
+

2 +
√

5

4

(
f(yn)

f(xn)

)2
)
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5.3.4. Otros métodos de dos punto y orden cuatro con

K(α) = −A3A2

En esta subsección se mencionan algunos métodos de dos puntos con

cuarto orden de convergencia cuya constante asintótica del error es

K(a) = −A2A3, debido a que la función de peso utilizada satisface

la condición
...
H(0) = 15

4 .

Familia de Zhao-Wang-Guo [85]. En este caso la función de peso es

H(t) =
8 + 4t+ 2(b− 3)t2 + bt3

2(4 + (b− 5)t2)
.

y la ecuación de iteración viene dada por

xn+1 = xn −
f3(xn) + f2(xn)f(yn) + (b− 3)f(xn)f2(yn) + bf3(yn)

(f2(xn) + (b− 5)f2(yn))f ′(xn)

Uno de los métodos obtenidos desde la familia de King, vea la sección

5.3.2, con β = −1
2

xn+1 = xn −
2f2(xn)− 3f(xn)f(yn)− f2(yn)

(2f(xn)− 5f(yn))f ′(xn)

5.4. Construcciones geométricas de la clase de

Chun

Ahora presentamos dos resultados dados en [19] que permiten obtener

algunas curvas para las cuales pueden deducirse las ecuaciones de itera-

ción de las familias y/o métodos obtenidos a partir de la clase de Chun.

El primer resultado es:

Teorema 5.4.1. Sea α una ráız simple de f y H cualquier función

invertible con H(0) = 1, Ḣ(0) = 1
2 , Ḧ(0) = 1 y |

...
H(0)| <∞. La iteración

xn+1 = G(xn, yn), con z = x− f(x)
f ′(x) y G(x, z) = x− f(x)

f ′(x)H
(
2f(z)
f(x)

)
, puede

ser obtenida desde la curva que tiene por ecuación

x = xn −
f(xn)

f ′(xn)
H

(
2(f(yn)− y(x))

f(xn)

)
(5.5)

la cual satisface las siguientes condiciones de tangencia



40 Carlos E. Cadenas R.

1. y(yn) = f(yn)

2. y′(yn) = f ′(xn)

3. y′′(yn) = 4(f ′(xn))
2

f(xn)

Demostración. Véase [19].

El segundo resultado es

Teorema 5.4.2. Sea α una ráız simple de f y H cualquier función

invertible con H(0) = 1, Ḣ(0) = 1
2 , Ḧ(0) = 1 y |

...
H(0)| <∞. La iteración

xn+1 = G(xn, yn), con z = x− f(x)
f ′(x) y G(x, z) = x− f(x)

f ′(x)H
(
2f(z)
f(x)

)
, puede

ser obtenida desde la curva que tiene por ecuación

x = xn −
f(xn)

f ′(xn)
H

(
2(f(yn)− y(x))

f(xn)− y(x)

)
(5.6)

la cual satisface las siguientes condiciones de tangencia

1. y(xn) = f(yn)

2. y′(yn) = f(yn)−f(xn)
yn−xn

3. y′′(yn) = 6f(yn)−f(xn)
(yn−xn)2

Demostración. Véase [19].

Comentario. Las curvas dadas por (5.5) y (5.6) también pueden ser

usadas para deducir métodos iterativos de dos puntos con tercer orden de

convergencia cuando (Ḧ(0) 6= 1). Sin embargo, estas curvas no satisfacen

la tercera condición de estos teoremas.

5.5. Una clase de dos puntos del tipo Jarratt-

Gander con cuarto orden de convergencia

En [49] y [57] usando la iteración de Newton modificado en la forma

yn = xn − θ
f(xn)

f ′(xn)
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obtienen una aproximación de la segunda derivada, la cual es dada por

f ′′(xn) ≈ f(yn)− f(xn)

yn − xn

de esta forma, al sustituirla en la definición de Lf se puede obtener que

Lf (xn) ≈ f ′(xn)− f ′(yn)

θf ′(xn)
= L̂f (xn). (5.7)

Utilizando (5.7) en la clase de Gander dada en el teorema 3.2.1, [31] y [33]

obtuvieron unas clases de dos puntos con cuarto orden de convergencia.

En lo que sigue usamos una de estas clases (a la que se denomina en [20]

clase de tipo Jarratt-Gander) como sigue.

Teorema 5.5.1. Sea α una ráız simple de f , H cualquier función con

H(0) = 1, Ḣ(0) = 1
2 , Ḧ(0) < ∞, θ 6= 0 y Ak = 1

k!
f (k)(α)
f ′(α) , k = 2, 3, · · · .

La iteración

yn = xn − θ
f(xn)

f ′(xn)
(5.8)

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
H

(
f ′(xn)− f ′(yn)

θf ′(xn)

)
(5.9)

es de tercer orden y el error es dado por

en+1 =

[
2
(

1− Ḧ(0)
)
A2

2 +

(
3

2
θ − 1

)
A3

]
e3n +O

(
e4n
)

(5.10)

y si además se cumple que θ = 2
3 , Ḧ(0) = 1 y |

...
H(0)| < ∞ entonces la

misma es de cuarto orden con

en+1 =

[(
5− 4

3

...
H(0)

)
A3

2 −A2A3 +
1

9
A4

]
e4n +O

(
e5n
)
. (5.11)

En el caso de que
...
H(0) = 15

4 y |H iv(0)| <∞, entonces

en+1 =

(
1

9
A4 −A2A3

)
e4n +O

(
e5n
)
.

Demostración. Véase [20].
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5.6. Ejemplos de familias y métodos de dos pun-

tos con cuarto orden

A continuación se presentan diversos ejemplos de familias y/o métodos

de dos puntos con cuarto orden de convergencia obtenidos a partir de

la clase de tipo Jarratt-Gander. Algunos de los métodos y/o familias

que se presentan en esta sección estan expresadas en función de L̂f la

cual esta dada en la ecuación (5.7). Para el cálculo del error se utiliza la

ecuación (5.11) debido a que en todos los casos se utiliza θ = 2
3 .

5.6.1. Familia de Jarratt

En [50] Jarratt presenta una familia de métodos de dos puntos sin se-

gunda derivada. Los tres métodos que menciona de esta familia son los

siguientes:

Primer método de Jarratt (JM1):

xn+1 = xn −
1

2

f(xn)

f ′(xn)
+

f(xn)

f ′(xn)− 3f ′(yn)
, (5.12)

este puede obtenerse desde (5.8) y (5.9) usando H(t) = 2−t
2(1−t) .

Segundo método de Jarratt (JM2):

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
− 3

2

f(xn)

f ′(yn)
+

3f(xn)

f ′(xn) + f ′(yn)
, (5.13)

este puede obtenerse desde (5.8) y (5.9) usando H(t) = 4t2−9t+18
2(t−3)(2t−3) .

Tercer método de Jarratt (JM3):

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
×(

11

28
+

27

52

f ′(xn)

f ′(yn)
+

64f ′(xn)

1911f ′(yn)− 1183f ′(xn)

)
, (5.14)

este puede obtenerse desde (5.8) y (5.9) usando H(t) = 11t2−46t+24
2(2t−3)(7t−4) .
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5.6.2. Cuarto método de Jarratt (JM4):

En [51], Jarratt presenta otro método dado por

xn+1 = xn −
1

2

f(xn)

f ′(xn)
+

f(xn)

f ′(xn)− 3f ′(yn)
(5.15)

este puede obtenerse desde (5.8) y (5.9) usando H(t) = 2−t
2(1−t) y θ = 2

3 .

Es de destacar que esta función de peso es la misma que la usada en la

clase de Gander para obtener el método de Super Halley.

5.6.3. Método de dos puntos de tipo Euler-Jarratt [20]

Este método puede ser obtenido desde la clase de Jarrat-Gander al uti-

lizar la función de peso del método de Euler, H(t) = 2
1+
√
1−2t . De esta

manera se obtiene la ecuación de iteración

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

2(
1 +

√
1− 2L̂f (xn)

)
con constante asintótica del error

K(α) = −A2A3 +
1

9
A4

5.6.4. Familia tipo King-Jarratt [20]

Esta familia puede ser obtenida desde la clase de Jarrat-Gander al uti-

lizar la función de peso de la familia de King [55] la cual viene dada por

H(t) = 4+2(β−1)t+βt2
2(2+(β−2)t) . Aśı la ecuación de iteración es

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

(
4 + 2(β − 1)L̂f (xn) + βL̂2

f (xn)

2(2 + (β − 2)L̂f (xn))

)
con

K(α) = (2β + 1)A3
2 −A2A3 +

1

9
A4
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5.6.5. Familia tipo Behl-Kanwar [20]

La familia tipo Behl-Kanwar es obtenida en [20] utilizando laH necesaria

para la familia dada en [10]. Dicha función H viene dada por

H(t) = 1 +
t

2(1− 1
2 t)

2

La ecuación de iteración para esta familia es

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

(
1 +

L̂f (xn)

2(1− 1
2 L̂f (xn))2

)
Aśı la constante asintótica del error es

K(α) = 2A3
2 −A2A3 +

1

9
A4

5.7. Construcciones Geométricas de la clase de

tipo Jarratt-Gander

La contrucción geométrica de los métodos obtenidos a partir de la clase

de tipo Jarratt-Gander se debe hacer en dos partes. La primera consiste

en la relacionada con la ecuación de iteración (5.8), la cual es basada en

el método de Newton modificado (véase [17]) y la segunda de acuerdo a

lo presentado por el autor en [20].

Aśı, utilizando la recta

y = f(xn) +
f ′(xn)

θ
(x− xn) (5.16)

que depende del parámetro θ en vez de m, podemos obtener (5.8) utili-

zando x = yn y y = 0. Luego, la pendiente de dicha recta es la θ-ésima

parte de f ′(xn). De manera similar (5.8) puede ser obtenido desde la

curva

y = f(xn)

(
1 +

f ′(xn)(x− xn)

θf(xn)

)θ
(5.17)

la cual cumple las condiciones de tangencia y(xn) = f(xn) y y′(xn) =

f ′(xn).
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La segunda parte se puede basar en un caso particular del resultado

dado en [20], el cual se enuncia a continuación:

Teorema 5.7.1. Sea α una ráız simple de f , H cualquier función con

H(0) = 1, Ḣ(0) = 1
2 , Ḧ(0) <∞ y θ 6= 0 .

La iteración dada por xn+1 = G(xn, yn), con z = x− θ f(x)f ′(x) y

G(x, z) = x− f(x)

f ′(x)
H

(
2f ′(x)− f ′(z)

θf(x)

)
,

puede ser obtenida desde la curva que tiene por ecuación

f ′(xn)(xn − x) = [f(xn)− y(x)]H (g(y(x))) (5.18)

donde

g(y(x)) =
2f ′(xn)− f ′(yn)

θf(xn)

(
1− y(x)

f(xn)

)2(
1− y(x)

y(yn)

)2

(5.19)

y si y(yn) = (1 − θ)f(xn) entonces dicha curva satisface las siguientes

condiciones

1. y(xn) = f(xn).

2. y′(xn) = f ′(xn).

3. y′(yn) = f ′(xn)

4. y′′(xn) = 0.

5. y′′(yn) = 0.

Demostración. Véase [20].





Caṕıtulo 6

Métodos optimales de dos

puntos para ráıces

múltiples

En este caṕıtulo se han seleccionado diferentes métodos de cuarto orden

de convergencia, algunos de ellos son elementos de algunas familias o de

algunas clases de métodos iterativos para encontrar ráıces multiples con

multiplicidad conocida. También se presentan algunos resultados dados

en [37] y [21].

6.1. Método de de Li

El método de cuarto orden desarrollado por Shengguo Li, Liao Xiangke,

y Cheng Lizhi (ver, [59]) viene dado por el esquema iterativo de dos

puntos:


yn = xn − 2m

m+2
f(xn)
f ′(xn)

xn+1 = xn −
1
2
m(m−2)( m

m+2)
−m

f ′(yn)−m2

2
f ′(xn)

f ′(xn)−( m
m+2)

−m
f ′(yn)

f(xn)
f ′(xn)

47
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6.2. Método modificado de Jarrat

El método modificado de Jarrat publicado por Janak R. Sharma y Rayni

Sharma (ver, [76]) tiene por ecuación de iteración:{
yn = xn + βW1(xn)

xn+1 = xn − a1W1(xn)− a2W2(xn)− a3
(
W 2

2 (xn)
W1(xn)

)
donde

W1(xn) =
f(xn)

f ′(xn)
,W2(xn) =

f(xn)

f ′(yn)
,

β = − 2m

m+ 2
, a1 =

1

8
m(m3 − 4m+ 8),

a2 = −m(m− 1)(m+ 2)2

4

(
m

m+ 2

)m
y a3 =

m(m+ 2)3

8

(
m

m+ 2

)2m

.

6.3. Método de Li, Cheng y Neta

En el 2010, S. G. Li, L. Z. Cheng y B. Neta [60] presentan un método de

cuarto orden de convergencia para resolver ecuaciones no lineales cuya

multiplicidad m es conocida. este viene dado por la ecuación de iteración

yn = xn −
2m

m+ 2

f(xn)

f ′(xn)

xn+1 = xn −
(
m− m2

2

)
f(xn)

f ′(xn)
− mf(xn)

−f ′(xn) +

(
m

m+ 2

)−m
f ′(yn)

donde la ecuación del error es

en+1 = K4e
4
n + o(e5n)

con

K4 =
1

3

m3 + 2m2 + 2m− 2

m4(m+ 1)3
A3

1

− A1A2

m(m+ 2)(m+ 1)2
+

m

(m+ 1)(m+ 2)3(m+ 3)
A3
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y

Aj =
f (m+j)(α)

fm(α)
, j = 1, 2, · · ·

siendo α una ráız de f de multiplicidad m.

6.4. Método de Liu y Zhou

En el 2013, Baoqing Liu y Xiaojian Zhou [61] presentan la siguiente

clase de métodos de dos puntos con tres evaluaciones funcionales cuya

primera ecuación de iteración corresponde a la del método de Newton

modificado para ráıces múltiples, tal como es mostrado en el siguiente

teorema.

Teorema 6.4.1. Sea x ∈ R una ráız de multiplicidad m conocida y f

una función suficientemente diferenciable f : I → R en un intervalo

I. Si el punto inicial x0 esta suficientemente cercano a x y G(0) =

0, G′(0) = 1, G′′(0) =
4m

m− 1
y |G′′(0)| <∞, entonces la clase dada por

yn = xn −m
f(xn)

f ′(xn)

xn+1 = xn −mG

(
m−1

√
f ′(yn)

f ′(xn)

)
f(xn)

f ′(xn)
(6.1)

es de cuarto orden

6.5. Clase de Singh y Jaiswal

Basado en una extensión del trabajo de Chun y otros (ver, [31]), Singh

y Jaiswal (ver, [77]) obtienen la siguiente clase{
yn = xn − a f(xn)f ′(xn)

xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn)

F (P )
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donde F (P ) es una función de peso y P = f ′(xn)−f ′(yn)
af ′(xn)

. Si el iterado

inicial es suficientemente cerrado a la ráız entonces se garantiza cuarto

orden de convergencia siempre que,

a = 2m
m+2 , F (u) = m, F ′(u) = 1

2m
4−m(m+ 2)m−1

y

F ′′(u) = m6−2m(m+ 2)2m−2,

donde u =
m(m+ 2)−mm(m+ 2)2−m

2m2
.

Un caso particular cuando F (u) = A
u + 1

B+Cu con A, B y C constantes,

y considerando las condiciones anteriores, viene dado por yn = xn −P f(xn)
f ′(xn)

xn+1 = xn −
[
k1
P + 1

k2+k3·P

]
f(xn)
f ′(xn)

,

donde

k1 =

(
4−m2

) (
2mm +m1+m −m(2 +m)m

)3
T1

k2 =
−
(
−2m3+m(2 +m)m +m3(2 +m)2m +m2m

(
8− 4m+m3

))2
m1+m (−m2(2 +m)m +mm(m(2 +m)− 4))3

k3 =
T2

(−m2(2 +m)m +mm(m(2 +m)− 4))3

con

T1 = −32m2m(2 +m)m + 16m1+2m(2 +m)m − 4m3+2m(2 +m)m

+8m3+m(2 +m)2m − 4m3(2 +m)3m

y

T2 = −2m3−m(2 +m)−1+m(mm − (2 +m)m)×(
−2m3+m(2 +m)m +m3(2 +m)2m +m2m

(
8− 4m+m3

))
.
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6.6. Otras clases de dos puntos con cuarto or-

den de convergencia

En esta sección se presentan algunas clases de métodos dadas en [21],

las cuales vienen dadas por medio de los siguientes resultados:

Teorema 6.6.1. Sea α una ráız múltiple de f con multiplicidad m y

H cualquier función con H(0) 6= 0, Ḣ(0) 6= 0, Ḧ(0) = 2(m+2)Ḣ2(0)
H(0) y

|
...
H(0)| < +∞. Entonces la clase de métodos dada por yn = xn −m f(xn)

f ′(xn)

zn = xn − m
H(0)

f(xn)
f ′(xn)

H
(
H(0)

Ḣ(0)

f ′(yn)
f ′(xn)

)
es de cuarto orden y el error viene dado por

en+1 =

[
6(2m2+5m+4)(Ḣ(0))

3−
...
H (0)(H(0))2

]
C2

1−6m2(Ḣ(0))
2
C2

6m3(Ḣ(0))
3 C1e

4
n +O

(
e5n
)

Sin pérdida de generalidad se puede seleccionar H(0) = 1, obteniéndose:

Teorema 6.6.2. Sea α una ráız múltiple de f con multiplicidad m y H

cualquier función con H(0) = 1, Ḣ(0) 6= 0, Ḧ(0) = 2(m + 2)Ḣ2(0) y

|
...
H(0)| < +∞. Entonces la clase de métodos dada por yn = xn −m f(xn)

f ′(xn)

zn = xn −m f(xn)
f ′(xn)

H
(

1
Ḣ(0)

f ′(yn)
f ′(xn)

)
es de cuarto orden y el error viene dado por

en+1 =

[
6(2m2+5m+4)(Ḣ(0))

3−
...
H (0)

]
C2

1−6m2(Ḣ(0))
2
C2

6m3(Ḣ(0))
3 e4n +O (en)5

Por otro lado si se desea utilizar una función de peso H de tipo Gander,

se debe agregar la condición Ḣ(0) = 1
2 . Aśı

Teorema 6.6.3. Sea α una ráız múltiple de f con multiplicidad m y

H cualquier función con H(0) = 1, Ḣ(0) = 1
2 , Ḧ(0) = m+2

2 y |
...
H(0)| <
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+∞. Entonces la clase de métodos dada por yn = xn −m f(xn)
f ′(xn)

zn = xn −m f(xn)
f ′(xn)

H
(

2 f
′(yn)
f ′(xn)

)
es de cuarto orden y el error viene dado por

en+1 =
[3(2m2+5m+4)−4

...
H (0)]C2

1−3m2C2

3m3 C1e
4
n +O

(
e5n
)

Las demostraciones de estos resultados pueden verse en [21].



Caṕıtulo 7

Métodos optimales de tres

puntos.

7.1. Un método de Kung y Traub

Kung y Traub [58] presentan dos familias de iteraciones multipuntos

basadas en n evaluaciones funcionales. Para el caso n = 4, una de las

ecuaciones de iteración que alĺı aparece puede ser escrita como sigue:

yn = xn −
f(xn)

f ′(xn)

zn = yn −
f(xn)

f ′(xn)

f(xn)f(yn)

[f(xn)− f(yn)]2

xn+1 = zn −
f(xn)

f ′(xn)

× f(xn)f(yn)f(zn){[f(xn)]2 + f(yn)[f(yn)− f(zn)]}
[f(xn)− f(yn)]2[f(xn)− f(zn)]2[f(yn)− f(zn)− f(zn)]

la cual es de orden ocho y por tanto optimal según la conjetura de Kung-

Traub.

53
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7.2. Una familia triparamétrica

Cordero, Torregrosa y Vassileva [34] presentan una familia triparamétri-

ca de métodos dada por la siguiente ecuación de iteración:

yn = xn
f(xn)

f ′(xn)
,

zn = yn −
f(yn)

f ′(xn)

1

1− 2tn
,

xn+1 = wn −
f(zn)

f ′(xn)

3(β2 + β3)(wn − zn)

f ′(xn)β1(wn − zn) + β2(yn − xn) + β3(zn − xn)
,

donde

wn = zn −
f(zn)

f ′(xn)

(
1− tn
1− 2tn

+
1

2

un
1− 2un

)2

siendo tn = f(yn)
f(xn)

y un = zn − f(zn)
f ′(xn)

(
f(xn)−f(yn)
f(xn)−2f(yn) + 1

2
f(zn)

f(yn)−2f(zn)

)2
y

β2 + β3 6= 0

7.3. Clase de Chun y Lee de orden ocho

Chun y Lee [32] presentan una clase de métodos dada por la siguiente

ecuación de iteración:

yn = xn − un,

zn = yn −
f(yn)

f ′(xn)

1

(1− tn)2
,

xn+1 = zn −
f(zn)

f ′(xn)

1

(1−H(tn)− J(sn)− P (un))2

donde

H(0) = 0, H ′(0) = 1, H ′′(0) = 1, H ′′′(0) = −3,

J(0) = 0, J ′(0) =
1

2
, P (0) = 0, P ′(0) =

1

2

y

tn =
f(yn)

f(xn)
, sn =

f(zn)

f(xn)
, un =

f(zn)

f(yn)
.
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7.4. Clase de Thukral y Petković

Thukral y Petković [80] presentan una familia biparamétrica de métodos

de orden ocho, cuya ecuación de iteración es la siguiente:

yn = xn − un,

zn = yn −
f(yn)

f ′(xn)

1 + βtn
1 + (β − 2)tn

,

xn+1 = zn −
f(zn)

f ′(xn)

(
H(tn) +

un
1− αun

+ 4sn

)
,

con H(0) = 1, H ′(0) = 2, H ′′(0) = 10− 4β,H ′′′(0) = 12β2 − 72β + 72.

7.5. Otros métodos muy utilizados

Wang, Shi y Shi [84] presentan un método optimal de orden ocho, que re-

quiere tres evaluaciones por iteración de la función y una para la primera

derivada. La ecuación de iteración es:

yn = xn −
f(xn)

f ′(xn)
,

zn = xn −
(

1 +
f(yn)

f(xn)− 2f(yn)

)
f(xn)

f ′(xn)
,

xn+1 = zn −
f(zn)

f ′(xn) + 2f(yn)f ′2(xn)
f2(xn)

(zn − xn)
.

Babajee, et al [8] hacen una mejora de un método de sexto orden gene-

rando una clase de métodos de iteración de tres puntos optimal. Los au-

tores desarrollan el estudio de convergencia, presentando diversos ejem-

plos que soportan los resultados obtenidos. También se muestran las

cuencas de atracción para varios ejemplos y diversos elementos de dicha
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clase.

yn = xn −
f(xn)

f ′(xn)
A(δ),

zn = yn −
f(yn)

f ′(xn)

(
1− f(yn)

f(xn)

)−2
,

xn+1 = zn −
f(zn)

f ′(xn)

(
1− f(yn)

f(xn)
− f(zn)

f(xn)

)−2
{G(t) +H(µ)}

donde δ = f(xn)
f ′(xn)

, t = f(yn)
f(xn)

y µ = f(zn)
f(yn)

. Además A(δ), G(t) y H(µ)

deben cumplir ciertas condiciones.

Young I. Kim, Ramandeep Behl y Sandile S. Motsa [54] recientemente

presentaron una clase de métodos iterativos de orden ocho optimal según

la conjetura de Kung-Traub, que viene dada por la siguiente ecuación

de iteración:

yn = xn −
f(xn)

f ′(xn)
,

zn = φ4(xn, yn),

xn+1 = xn −
f(xn)

a2f2(xn)− a3f(xn) + f ′(xn)

donde a2 y a3 están definidas como

a2 =
An
Bn

y a3 =
−a2(f(yn)− f(xn))2 − f ′(xn) + f [xn, yn]

f(yn)− f(xn)
,

siendo que

An = (f ′(xn)(f(zn)− f(yn)) + f [xn, zn](f(yn)− f(xn))+

f [xn, yn])(f(xn)− f(zn)),

Bn = (f(yn)− f(xn))(f(yn)− f(zn))(f(xn)− f(zn)),

f [x, y] =
f(x)− f(y)

x− y
es la diferencia dividida de orden uno y φ4(xn, yn)

es un esquema optimal de orden cuatro.

Estas son sólo algunas de las ecuaciones de iteración más citadas en los

últimos cinco años.
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7.6. Una clase de tres puntos de Tipo Gander

Optimal

Actualmente en [22] se están preparando unas notas para generar una

clase de métodos de tres puntos optimal en donde se utilicen como base

las funciones de peso que se usan en el teorema de Gander. Entre los

resultados mas resaltantes están los siguientes:

Teorema 7.6.1. Si H(0) = 1, Ḣ(0) = 1
2 , Ḧ(0) = 1, |H ′′′(0)| < ∞,

|H iv(0)| < ∞, G(0, 0) = 1, Gt(0, 0) = 1, Gu(0, 0) = 1
2 , Gtt(0, 0) =

3+4H′′′(0)
6 , Gtu(0, 0) = 1 y Gttt(0, 0) = 4H′′′(0)−6+Hiv(0)

2 , entonces el

método

yn = xn −
f(xn)

f ′(xn)

zn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
H

(
2
f(yn)

f(xn)

)
(7.1)

xn+1 = zn −
f(zn)

f ′(xn)
G

(
2
f(yn)

f(xn)
, 2
f(zn)

f(yn)

)
es de orden ocho (optimal) y el error viene dado por

en+1 =
1

135

(
3A3 + (4H ′′′(0)− 15)A2

2

)
×(

K1A
4
2 +K2A

2
2A3 +K3A

2
3 − 45A2A4

)
A2e

8
n +O(e9n),

donde

K1 = H ′′′(0)
(
Guu(0, 0)[160H ′′′(0)− 1200]− 240Gttu(0, 0) + 540

)
− 60H iv(0)− 12Hv(0) + 2250Guu(0, 0) + 900Gttu(0, 0)

+ 30Gtttt(0, 0)− 2025,

K2 = 240H ′′′(0)G22(0, 0)− 60H ′′′(0)−900G22(0, 0)

− 180G112(0, 0) + 850 y

K3 = 90G22(0, 0)− 45.
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7.6.1. Primer Caso

En el caso de que se considere Guu(0, 0) = 1
2 , Gttu(0, 0) = 4H′′′(0)+27

12 y

Gtttt(0, 0) =
100H ′′′(0) + 20H iv(0) + 12Hv(0)− 375

10
,

entonces el error viene dado por

en+1 = −1

3

(
3A3 + (4H ′′′(0)− 15)A2

2

)
A2

2A4e
8
n +O(e9n)

Y si además H ′′′(0) = 15
4 , entonces en+1 = −A2

2A3A4e
8
n+O(e9n). En este

caso se puede concluir que:

Teorema 7.6.2. Si H(0) = 1, Ḣ(0) = 1
2 , Ḧ(0) = 1, H ′′′(0) = 15

4 ,

|H iv(0)| < ∞, |Hv(0)| < ∞, G(0, 0) = 1, Gt(0, 0) = 1, Gu(0, 0) =
1
2 , Gtt(0, 0) = 3, Gtu(0, 0) = 1, Guu(0, 0) = 1

2 , Gttt(0, 0) = 9+Hiv(0)
2 ,

Gttu(0, 0) = 7
2 y Gtttt(0, 0) = 2H iv(0) + 2

5H
v(0), entonces el método

dado por

yn = xn −
f(xn)

f ′(xn)

zn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
H

(
2
f(yn)

f(xn)

)
(7.2)

xn+1 = zn −
f(zn)

f ′(xn)
G

(
2
f(yn)

f(xn)
, 2
f(zn)

f(yn)

)
es de orden ocho (optimal) y el error viene dado por

en+1 = −A2
2A3A4e

8
n +O(e9n).

7.6.2. Segundo Caso

Considérese G(t, u) = R(t, u)g(t), entonces G(0, 0) = R(0, 0)g(0) = 1,

por lo que se puede seleccionar sin pérdida de generalidad que R(0, 0) =

g(0) = 1.

Luego

Gt(t, u) = Rt(t, u)g(t) +R(t, u)g′(t)
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Como Gt(0, 0) = 1, entonces Rt(0, 0) = 1− g′(0). De ahora en adelante

se utilizará g′(0) como un parámetro al que se le denominará A, o sea

g′(0) = A. De esta manera Rt(0, 0) = 1−A.

Por otro lado

Gu(t, u) = Ru(t, u)g(t)

y como Gu(0, 0) = 1
2 se tiene que Ru(0, 0) = 1

2 .

Además

Gtu(t, u) = Rtu(t, u)g(t) +Ru(t, u)g′(t).

Sustituyendo Gtu(0, 0) = 1, entonces Rtu(0, 0) = 1− A
2 . También

Gtt(t, u) = Rtt(t, u)g(t) + 2Rt(t, u)g′(t) +R(t, u)g′′(t)

y al sustituir Gtt(0, 0) = 3+4H′′′(0)
6 se obtiene

g′′(0) =
(2A− 1)2

2
+

2

3
H ′′′(0)−Rtt(0, 0).

Derivando nuevamente respecto a t

Gttt(t, u) = Rttt(t, u)g(t) + 3Rtt(t, u)g′(t) + 3Rt(t, u)g′′(t) +R(t, u)g′′′(t)

utilizando Gttt(0, 0) =
4H ′′′(0)− 6 +H iv(0)

2
se obtiene que

g′′′(0) =
3(2A− 3)(2A2 −A+ 1)

2
+ 2AH ′′′(0)+

1

2
H iv(0)− 3(2A− 1)Rtt(0, 0)−Rttt(0, 0).

1. Primera selección de R

Considérese la siguiente función racional

R(t, u) =
1 + at+ bu+ ctu

1 + dt+ eu+ ktu

Es claro que R(0, 0) = 1 y como Rt(0, 0) = a − d = 1 − A, luego

a = d+ 1−A.
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De igual forma Ru(0, 0) = b − e = 1
2 , luego b = e + 1

2 . Por otro lado

Rtu = c− k − 1
2d− (1−A)e = 1− A

2 , aśı

c = 1 + k − A

2
+
d

2
+ (1−A)e.

También como Rtt(0, 0) = 2(d− a)d. Al simplificar

Rtt(0, 0) = 2(A− 1)d.

Por último Rttt(0, 0) = 6(a− d)d2. Al simplificar

Rttt(0, 0) = 6(1−A)d2.

Al hacer las sustituciones respectivas se tiene la funcion G(t, u) la

cual se deja para que el lector la obtenga.

2. Segunda selección de R

Considérese la siguiente función

R(t, u) = 1 + at+ bu+ ctu.

Es claro que R(0, 0) = 1 y como:

Rt(0, 0) = 1−A, entonces a = 1−A
Ru(0, 0) = 1

2 , entonces b = 1
2

Rtu(0, 0) = 1− A
2 , entonces c = 1− A

2

Al hacer las sustituciones respectivas se tiene

G(t, u) =

(
1 + (1−A)t+

1

2
u+

(
1− A

2

)
tu

)
g(t)

donde g(t) debe satisfacer que g(0) = 1, g′(0) = A,

g′′(0) = 2

(
A− 1

2

)2

+
2

3
H ′′′(0)

y

g′′′(0) = 2AH ′′′(0) +
1

2
H iv + 3

(
A− 3

2

)
(2A2 −A+ 1).
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Si se utiliza g(t) = H2(t) (función de Gander)

En este caso g(0) = 1, g′(0) = 1
2 entonces a = b = 1

2 y c = 3
4 , con ello

G(t, u) =

(
1 +

1

2
(t+ u) +

3

4
tu

)
H2(t)

y además se debe cumplir que g′′(0) = H ′′2 (0) = 2
3H
′′′(0) y

g′′′(0) = H ′′′2 (0) = H ′′′(0) +
1

2
H iv(0)− 3.

Si además se utiliza g′′(0) = H ′′2 (0) = 1 (optimal para la clase de dos

puntos) se debe cuplir que H ′′′(0) = 3
2 y g′′′(0) = Hiv(0)−3

2 .

Si por último g(t) = H2(t) = H(t), entonces también se debe cumplir

que giv(0) = H iv
2 (0) = H iv(0) = 6.

7.7. Dos ejemplos pertenecientes a esta clase

En esta sección se enuncian dos familias de métodos que pertenecen a

la clase mostrada en la sección anterior y dadas en [22], que han sido

estudiadas en [72].

Si la función de peso seleccionada viene dada por: H(t) = 2−t
2(1−t) (tipo

Super-Halley), entonces

H(0) = 1, Ḣ(0) =
1

2
, Ḧ(0) = 1,

...
H(0) = 3, H iv′(0) = 12.

Si se desea obtener una función de peso G que satisfaga las condiciones

mencionadas, entonces al haber seleccionado la función H, la misma

debe satisfacer las siguientes condiciones:

G(0, 0) = 1, Gt(0, 0) = 1, Gu(0, 0) =
1

2
, Gtt(0, 0) =

3 + 4
...
H(0)

6
,

entonces

Gtt(0, 0) =
5

2
, Gtu(0, 0) = 1, Gttt(0, 0) =

4
...
H(0)− 6 +H iv′(0)

2
= 9.
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De esta forma, se pueden obtener dos funciones bivariadas, una tipo

polinomial y la otra racional, las cuales vienen dadas por

G(t, u) = 1 + t+
1

2
u+

5

4
t2 + tu+

3

2
t3 +Au2

y

G(t, u) =
4(1 +Atu)

4− 4t− 2u+ 4tuA− t2

las cuales cumplen todas las condiciones.

Con esto se tienen las siguientes familias de orden ocho optimal

yn = xn −
f(xn)

f ′(xn)
,

zn = xn −
f(xn)

f ′(xn)

(
f(xn)− f(yn)

f(xn)− 2f(yn)

)
,

xn+1 = xn −
f(zn)

f ′(xn)
P (xn, yn, zn)

donde

P (x, y, z) =

{
1 + 2

f(y)

f(x)
+
f(z)

f(y)
+ 5

(
f(y)

f(x)

)2

+4
f(z)

f(x)
+ 12

(
f(y)

f(x)

)3

+ 4A

(
f(z)

f(y)

)2
}

con error dado por la ecuación

en+1 = A2(A3 −A2
2)((4A− 41)A4

2 + (15− 8A)A3A
2
2+

(4A− 41)A2
3 −A2A4)e

8
n +O(e9n),

dondeAj = fj′(α)
j!f ′(α) , j = 2, 3, 4, que para la clase de polinomios de segundo

grado cuando A = 41
4 se tiene que el error para el método obtenido es

en+1 = −166e9n +O(e10n )
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y

yn = xn −
f(xn)

f ′(xn)
,

zn = xn −
f(xn)

f ′(xn)

(
f(xn)− f(yn)

f(xn)− 2f(yn)

)
, (7.3)

xn+1 = xn −
f(zn)

f ′(xn)
Q(xn, yn, zn)

donde

Q(x, y, z) =
f(y)[f(x)]2 − 4Af(x)f(y)f(z)

f(y)[f(x)]2 − 2f(x)[f(y)]2 − f(z)[f(x)]2 + 4Af(x)f(y)f(z)− [f(y)]3

con error dado por la ecuación

en+1 = A2
2(A

2
2 −A3)((8A− 3)A3

2 + (1− 8A)A2A3 +A4)e
8
n +O(e9n),

dondeAj = fj′(α)
j!f ′(α) ; j = 2, 3, 4, que para la clase de polinomios de segundo

grado cuando A = 3
8 se tiene que el error para el método obtenido es

en+1 = 5e9n − 53e10n +O(e11n ).





Caṕıtulo 8

Métodos de tres puntos

para ráıces múltiples

La construcción de este tipo de métodos han aparecido durante la última

década. En este caṕıtulo se presentan dos clases de métodos recientes.

8.1. Clase de Thukral

En 2014 R. Thukral (ver [81]) presenta la siguiente clase de métodos de

orden ocho:

yn = xn −m
f(xn)

f ′(xn)

zn = yn −mt1
(

1 + bt1
1 + (b− 2)t1

)(
f(xn)

f ′(xn)

)
xn+1 = zn −mt3

(
u(t1) +

t2
1− at2

+ 4t3

)
f(zn)

f ′(xn)

donde a ∈ R, b ∈ R+, t1 =
f(yn)

f(xn)
, t2 =

f(zn)

f(yn)
, t3 =

f(zn)

f(xn)
y la función u

debe seleccionarse de forma que satisfaga las siguientes condiciones:

u(0) = 1, u′(0) = 2, u′′(0) = 10− 4b;u′′′(0) = 72− 72b+ 12b2

65
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Algunas funciones que satisfacen estas condiciones son

u1(t) = 1 + 2t+ (5− 2b)t2 + (12− 12b+ 2b2)t3

u2(t) =
5− 2b− (2− 8b+ 2b2)t+ (1 + 4b)t2

5− 2b− (12− 12b+ 12b2)t
.

8.2. Clase de Behl, Alshomrani and Motsa

Recientemente en 2018 Ramandeep Behl, Ali Saleh Alshomrani y S. S.

Motsa (ver [11]) presentan la siguiente clase de métodos :

yn = xn −m
f(xn)

f ′(xn)

zn = yn −
f(xn)

f ′(xn)
unGf (un)

xn+1 = zn +
f(xn)

f ′(xn)

wnun
1− wn

(Hf (un) +Kf (vn))

donde las funciones Gf , Hf ,Kf : C → C son funciones anaĺıticas en un

entorno de 0 con

un = m

√
f(yn)

f(xn)
, vn = m

√
f(zn)

f(xn)
, wn = m

√
f(zn)

f(yn)
.

la cual es de orden ocho si

G(0) = m,G′(0) = 2m,K ′(0) = −2m,H(0) = −m−K(0)

y

H ′(0) = −2m,H ′′(0) = −G′′(0)− 2m,H ′′′(0) = 24m− 6G′′(0)−G′′′(0).



Caṕıtulo 9

Dinámica de métodos

iterativos para ráıces

simples

Usualmente cuando se desea hacer el estudio dinámico de métodos ite-

rativos para aproximar ráıces de ecuaciones no lineales se utilizan dos

estrategias. La primera que mencionaremos acá es la basada en el estu-

dio del comportamiento de dicho método a medida que se comienzan las

iteraciones con un valor inicial complejo, lo cual nos permite hacer una

representación gráfica de la cuenca de atracción del método cuando es

aplicado a ejemplos particulares. La segunda tiene que ver con el estudio

en base a las propiedades del operador resultante de aplicar el método

en estudio a clases de funciones, usualmente polinomios de bajo grado.

A los fines de este último enfoque es necesario hacer unas definiciones

y describir algunas de las propiedades de dicho operador basadas en la

propiedades de otro operador topologicamente conjugado al anterior. Un

estudio bien organizado al respecto sobre el método de Newton es pre-

sentado por Sergio Plaza Salinas y José Manuel Gutiérrez Jiménez en

[70].

67
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9.1. Generalidades y conceptos básicos de dinámi-

ca compleja

En virtud de que en este caṕıtulo se propone estudiar la dinámica de

algunos métodos, es necesario presentar algunos conceptos básicos de

dinámica compleja empleados en dicha área. Los mismos están dados en

la tesis doctoral de Artidiello [6].

Sea R : Ĉ → Ĉ una función racional sobre la esfera de Riemann, Ĉ =

C ∪∞, entonces R(z) = P (z)
Q(z) con P (z), Q(z) polinomios complejos sin

factores comúnes.

El grado de R(z) es el máximo de los grados de P (z) y Q(z). Asumiremos

que todas las aplicaciones a estudiar son de grado mayor o igual a 2.

La dinámica de aplicaciones racionales consiste en estudiar el compor-

tamiento de las sucesiones {zn} generadas recursivamente a partir de un

cierto valor inicial z0 ∈ Ĉ donde cada zk = Rk(z0) y donde Rk(z0) =

R ◦ . . . ◦R es la composición de R(z) consigo misma k veces.

Dada una función racional R : Ĉ→ Ĉ, donde Ĉ = C∪∞ es la esfera de

Riemann, la órbita de un punto z0 ∈ Ĉ está definida como:

{z0, R(z0), R
2(z0), · · · , Rn(z0), · · · }.

El estudio del comportamiento asintótico de las órbitas depende de la

condición inicial z0, analizado en el plano dinámico de la función racional

R definida por los diferentes métodos iterativos.

Para obtener los planos dinámicos, se debe clasificar en primer lugar los

puntos fijos o periódicos del operador racional R.

Un punto z0 ∈ Ĉ es llamado Punto Fijo si satisface a R(z0) = z0. Si el

punto fijo no es solución de la ecuación, recibe el nombre de Punto Fijo

Extraño.

Un Punto Periódico z0 de peŕıodo p > 1 es un punto tal que Rp(z0) =

z0 y Rk(zo) 6= z0, k < p.

La órbita de un punto periódico z de periodo n está constitúıda

por los n diferentes puntos, dado por la expresión:

O(z) = {z,R(z), R2(z), · · · , Rn−1(z)}
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Un Punto Pre-periódico es un punto z0 que no es periódico pero existe

un k > 0 tal que Rk(z0) es periódico.

Un Punto Cŕıtico z0 es un punto donde la derivada de la función

racional se anula, R
′
(z0) = 0.

Por otro lado, un punto fijo z0 es llamado Atractor si 0 6= |R′(z0)| < 1,

Super-Atractor si R
′
(z0) = 0, Repulsor si |R′(z0)| > 1 y Parabólico

si |R′(z0)| = 1.

La estabilidad de una órbita periódica es definida por la magnitud (me-

nor que uno o no) de |R′(z1) · · ·R
′
(zp)|, donde {z1, · · · , zp} son los puntos

de la órbita del peŕıodo p.

La cuenca de atracción de un atractor z se define como el conjunto de

pre-imágenes de cualquier orden:

A(z) = {z0 ∈ Ĉ : Rn(z0)→ z, n→∞}.

El Conjunto de Julia de un mapeo racional R(z), denotado por J(R),

es la clausura del conjunto de puntos periódicos repulsores. Su comple-

mento es el Conjunto de Fatou F(R), es decir, el conjunto de Fatou

está compuesto por los puntos cuyas órbitas tienen un atractor (punto

fijo, órbita periódica o infinito). Su complementario en Ĉ es el Conjun-

to de Julia, J (R); por lo tanto el conjunto de Julia incluye todos los

puntos fijos y las órbitas periódicas repulsoras y sus pre-imágenes. Esto

significa que la cuenca de atracción de cualquier punto fijo pertenece

al conjunto de Fatou. Por el contrario, las fronteras de las cuencas de

atracción componen el conjunto de Julia.

9.2. Cuencas de atracción

En 1879 Cayley [26] hace un comentario sobre las cuencas de atracción

del método de Newton para la clases de polinomios de grados dos y

tres. Para este último plantea la imposibilidad de describirlas de mane-

ra sencilla. Mucho trabajo al respecto se ha realizado desde entonces.

En el año 2002 Varona [83] desarrolla un estudio de algunos métodos

numéricos para resolver ecuaciones no lineales por medio de la compa-

ración de las cuencas de atracción de los mismos. A partir de alĺı se ha
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popularizado dicho estudio tanto para el caso de ráıces simples como

múltiples.

En esta sección se presentarán las gráficas de las cuencas de atracción

de la familia de métodos del tipo Newton-Chebyshev y Newton-Halley

para ráıces simples. Si se distingue con un color diferente a las regiones

o conjunto de puntos que convergen a cada ráız de la función tratada,

se puede generar mediante el uso de alguna herramienta computacional

imágenes que muestran la complejidad de dichas regiones, lo cual permite

observar el comportamiento del método para dichos puntos iniciales y la

convergencia de los métodos a las ráıces estudiadas e incluso se podŕıa

analizar también cuando convergen a puntos fijos extraños.

A efectos de observar la base de atracción de los métodos desarrollados,

se considera la siguiente función:

h(x) = x3 + 4x2 − 10 (9.1)

la cual tiene como ráıces a −2,68261500670705 ± 0,358259359924043 y

1,36523001341410.

9.2.1. Familia Newton-Chebyshev

C. Cadenas en [13] presenta una familia uniparamétrica tipo Newton-

Chebyshev para hallar ráıces simples de la ecuación f(x) = 0. Dicha

familia está dada por la función de iteración:

G(x) = x− f(x)

f ′(x)

[
1 +ALf (x)

]
,

donde Lf (x) = f(x)f ′′(x)

f ′(x)2
y el parámetro A ∈ C. Aśı la ecuación de

iteración viene dada por:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

[
1 +ALf (xn)

]
dado x0, n = 0, 1, · · · (9.2)

En esta función de iteración si el parámetro A = 0 se obtiene el método

de Newton y si A = 1
2 el método de Chebyshev.

Para la función h, dada en la ecuación (9.1), se generaron las cuencas

de atracción para sus tres ráıces, para distintos valores del parámetro A
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que permiten generar diversos métodos que pertenecen a la familia de

tipo Newton-Chebyshev dado por (9.2), obsérvese la Figura 9.1.

Figura 9.1: Newton-Chebyshev, A =
{
− 3

4
,− 1

2
,− 1

4
, 0, 1

4
, 1
2
, 3
4
, 1, 5

4

}

9.2.2. Familia Newton - Halley

C. Cadenas en [14] presenta una familia uniparamétrica tipo Newton-

Halley para hallar ráıces simples de la ecuación f(x) = 0. Dicha familia

esta dada por la función de iteración:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

1

1−ALf (xn)
dado x0, n = 0, 1, · · · (9.3)

En esta función de iteración si el parámetro A = 0 se obtiene el método

de Newton y si A = 1
2 el método de Halley.

En la Figura 9.2 se muestran las bases de atracción para distintos valores

del parámetro A de la familia de tipo Newton-Chebyshev dada por (9.2).
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Figura 9.2: Newton-Halley,A =
{
− 3
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}
9.3. Dinámica compleja de métodos iterativos

para la clase de polinomios de grado dos

Cuando se desea hacer un estudio de la dinámica sobre la clase de poli-

nomios de grado dos para un método o familia de métodos es necesario

establecer la clase conjugada, para aśı obtener las expresiones anaĺıticas

de los puntos fijos, puntos cŕıticos y establecer la naturaleza de los pun-

tos fijos extraños. En esta sección se analizará la dinámica de la clase de

polinomios de grado dos dada por P (x) = (x− a)(x− b).
Primero se presenta la definición de conjugación topológica.

Sean f y g dos funciones desde la esfera de Riemann en si misma. Una

conjugancia anaĺıtica entre f y g es un difeomorfismo anaĺıtico h desde

la esfera de Riemann en śı misma tal que h ◦ f = g ◦ h. Vea [9].

Teorema 9.3.1. (Teorema de escalado). Sea f(z) una función anaĺıtica

sobre la esfera de Riemann, y sea T (z) = αz + β, α 6= 0, una transfor-

mación af́ın. Si g(z) = f ◦ T (z), entonces T ◦ Rg ◦ T−1 = Rf (z). Esto
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significa que Rf es conjugada analiticamente a Rg por T .

El teorema de escalado indica que el estudio de la dinámica al usar el

adecuado cambio de coordenadas, la dinámica de la función de iteración

a estudiar para polinomios puede ser reducido al estudio de la dinámica

de la misma iteración para polinomios mas simples.

Debido a lo anterior, para estudiar la dinámica de una manera mas

sencilla, hay que encontrar un mapeo racional S que sea conjugado a la

función de iteración en estudio via la transformación de Möbius dada por

M(z) = z−a
z−b . Al hacer esto los parametros a y b no deben aparecer en

la nueva función racional S(z), como un efecto del teorema de escalado

que debe ser verificado por el método y/o familia en estudio.

9.3.1. Dinámica del método de Newton

En el caso del método de Newton aplicado a la clase de polinomios

de grado dos mencionado anteriormente se tiene que S(z) = z2, cuyos

puntos fijos son z = 0, z = ∞ y z = 1. Por otro lado S′ = 2z, que al

evaluarlo en el punto fijo extraño se tiene que |S′(1)| = 2, de lo que se

concluye que z = 1 es un punto fijo estraño repulsor.

9.3.2. Dinámica del método de Halley

En este caso S(z) = z3, que tiene los puntos fijos z = 0, z = ∞ y

z = ±1. Además, S′ = 3z2 luego |S′(±1)| = 3, por lo que ambos puntos

fijos estraños son repulsores.

9.3.3. Dinámica del método de Super Halley

Para el método de Super-Halley S(z) = z4, con puntos fijos z = 0 , z =

∞ y zk = ei2kπ/3, k = 0, 1, 2. S′ = 4z3 entonces |S′(zk)| = 4, k = 0, 1, 2,

por lo que los tres puntos fijos estraños son repulsores.

9.3.4. Dinámica de la familia de tipo Newton-Chebyshev

En esta sección se presenta un resumen de los resultados presentados en

[13] sobre la dinámica de la familia de tipo Newton-Chebyshev dada por
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la ecuación de iteración (9.2).

Primero, considérese Rf proveniente de la familia Newton-Chebyshev

(9.2)

Rf = z − f(z)

f ′(z)
(1 +ALf (z)) ; donde Lf (z) =

f(z)f ′′(z)

(f ′(z))2
(9.4)

aplicada a P2(z) = a2(z − z1)(z − z2).

Teorema 9.3.2. Para la función racional Rp(z) proveniente de la fa-

milia (9.2) aplicada p(z) = (z− a)(z− b), a 6= b, Rp(z) es conjugado via

la transformación de Möbius dada por M(z) = z−a
z−b a

S(z) =
z2(z2 + 2z + 1− 2A)

(1− 2A)z2 + 2z + 1
(9.5)

Los puntos fijos de S definida en (9.5), son z = 0, z =∞ y

z1 = 1

z2,3 = −(1 +A)±
√
A(A+ 2).

En el siguiente resultado se presenta la estabilidad del punto fijo extraño

z = 1.

Teorema 9.3.3. El punto fijo extraño z = 1 cumple con lo siguiente

1. Si |A− 2| > 4, entonces z = 1 es un atractor.

2. Si |A− 2| = 4, entonces z = 1 es un punto fijo parabólico.

3. Si A 6= 2 y |A− 2| < 4, entonces z = 1 es un punto fijo repulsor.

En el siguiente resultado se presenta la estabilidad de los puntos fijos

z = z2,3.

Teorema 9.3.4. los puntos fijos extraños z = z2,3 cumplen con lo si-

guiente

1. Si
∣∣A+ 4

3

∣∣ < 2
3 , entonces z = z2,3 son atractores y, en particular,

estos son superatractores si A = −1.



Introducción a la solución numérica de ecuaciones no lineales. 75

2. Si
∣∣A+ 4

3

∣∣ = 2
3 , entonces z = z2,3 son puntos fijos parabólicos.

3. Si A 6= 0 y
∣∣A+ 4

3

∣∣ > 2
3 , entonces z = z2,3 son puntos fijos repul-

sores.

Los puntos cŕıticos de S(z) satisfacen S′(z) = 0, obteniéndose, z = 0,

z = −1 (con multiplicidad dos), z =∞ y

zc1 =
A+ 1 +

√
3A(2−A)

2A− 1
, (9.6)

zc2 =
A+ 1−

√
3A(2−A)

2A− 1
. (9.7)

Se puede observar que zc1 = 1
zc2

. También, zc1 = zc2 = 1 solo cuando

A = 2 y zc1 = zc2 = −1 solo cuando A = 0.

En [13] se presenta también el estudio del comportamiento de la familia

cuando se utilizan los puntos cŕıticos como valores iniciales, basado en

el espacio de parámetro, lo que permitió identificar algunos métodos con

buen comportamiento y otros con comportamiento irregular.

9.3.5. Dinámica de la familia de tipo Newton-Halley

De manera similar a la sección anterior se hace un resumen de los resulta-

dos dados en [14] sobre la dinámica de la familia de tipo Newton-Halley

dada por la ecuación de iteración (9.3).

En este caso se obtiene que

S(z) =
z2(z + 1− 2A)

(1− 2A)z + 1
(9.8)

con puntos fijos z = −1, z = 0, z = 1 y z = ∞. Obteniéndose los

siguientes resultados

Teorema 9.3.5. El punto fijo extraño z = −1 cumple con lo siguiente

1. Si Re{A} < −1
2 , entonces z = −1 es un atractor y es superatractor

si A = −1.

2. Si Re{A} = −1
2 , entonces z = −1 es un punto fijo parabólico.
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3. Si A 6= 0 y Re{A} > −1
2 , entonces z = −1 es un punto fijo

repulsor.

Teorema 9.3.6. El punto fijo extraño z = 1 cumple con lo siguiente

1. Si Re{A} > 3
2 , entonces z = 1 es un atractor y es superatractor si

A = 2.

2. Si Re{A} = 3
2 , entonces z = 1 es un punto fijo parabólico.

3. Si A 6= 1 y Re{A} < 3
2 , entonces z = 1 es un punto fijo repulsor.

En este caso los puntos cŕıticos son z = 0, z =∞ y

zc1 =
A2 −A+ 1 +

√
A4 − 2A3 −A2 + 2A

2A− 1
(9.9)

y

zc2 =
A2 −A+ 1−

√
A4 − 2A3 −A2 + 2A

2A− 1
(9.10)

si A 6= 0, 12 , 1. Observe que zc2 = 1
zc1

y zc1 = zc2 = 1 solo cuando

A = 2. zc1 = zc2 = −1 solo cuando A = −1. Cuando A = 0 o A = 1 el

único punto cŕıtico es z = 0 y si A = 1
2 , z = 0 es un punto cŕıtico con

multiplicidad dos.

En [14] se presenta también el estudio del comportamiento de la familia

cuando se utilizan los puntos cŕıticos como valores iniciales, basado en

el espacio de parámetro, lo que permitió identificar algunos métodos con

buen comportamiento y otros con comportamiento irregular.

Para concluir este caṕıtulo se suguiere hacer una revisión exhaustiva de

los siguientes art́ıculos: [3], [5], [45], [69], [35], [27], [28] entre otros mas

recientes que los citan.



Caṕıtulo 10

Dinámica de métodos

iterativos para ráıces

múltiples

Las figuras que aparecen en este caṕıtulo fueron realizadas haciendo

adaptaciones al código dado en [15]. Al igual que en el caṕıtulo anterior se

mostrarán algunas cuencas de atracción para luego proceder con algunas

ideas recientes para estudiar la dinámica compleja en el caso de ráıces

multiples.

10.1. Cuencas de atracción para el Método de

Newton Modificado

Usando f(x) = (x− 1)m(x+ 1)n, en la ecuación del método de Newton

modificado (4.1) con m = Kn se obtiene la ecuación de iteración

xr+1 = xr −
K(xr − 1)(xr + 1)

(K + 1)xr +K − 1
, r = 0, 1, 2, · · · (10.1)

Para mostrar la base de atracción de los puntos fijos x = ±1 de la

función de iteración

G(x) = x− K(x− 1)(x+ 1)

(K + 1)x+K − 1
(10.2)

77



78 Carlos E. Cadenas R.

asociada a (10.1) se utiliza una malla de 1000× 1000 puntos, un máxi-

mo de 30 iteraciones y una tolerancia de 10−2 en las Figuras 10.1 y

10.2. La degradación en los colores está relacionada con la velocidad de

convergencia a los puntos fijos.

Figura 10.1: Cuencas de Atracción. f(x) = (x− 1)m(x + 1)n, m = Kn, izquierda:

K = 0,25, centro: K = 0,5 y derecha: K = 0,75.

Figura 10.2: Cuencas de Atracción. f(x) = (x− 1)m(x + 1)n, m = Kn, izquierda:

K = 1, centro: K = 1,4 y derecha: K = 1,8.
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10.2. Dinámica compleja del Método de New-

ton Modificado para la clase de polino-

mios con dos ráıces múltiples

De manera similar a como se estudia la dinámica para los métodos pre-

sentados en el caṕıtulo anterior, se hace el estudio para el caso de ráıces

múltiples. Sin embargo, a diferencia de los estudios clásicos para el caso

de ráıces múltiples como por ejemplo [56] y [41] donde se utiliza un poli-

nomio que tiene dos ráıces con la misma multiplicidad, acá se establece

la dependencia de las multiplicidades de las dos ráıces de los polinomios

estudiados (por medio del parámetro K). Aśı, el estudio de la dinámica

se realiza en función de este parámetro. Éste enfoque es dado en [18] y

utilizado también en [23], [24], [25], [64] y [52].

En [18] se obtiene la funcion racional S dada por

S(z) =
z2

(1−K)z +K
(10.3)

cuyos puntos fijos son z = 0, z = ∞ y z = 1. Es obvio que z = 0 y

z =∞ son puntos fijos superatractores. Sin embargo, para el punto fijo

extraño z = 1 se tiene el siguiente resultado.

Teorema 10.2.1. El punto fijo extraño z = 1 satisface:

1. Si |K+1| < 1, entonces z = 1 es un atractor y es un superatractor

si K = −1.

2. Si |K + 1| = 1, entonces z = 1 es un punto fijo parabólico.

3. Si |K + 1| > 1, entonces z = − es un punto fijo repulsor.

En [18] también aparece el estudio de los puntos cŕıticos y el espacio de

parámetro, que permite identificar algunos miembros de la clase de poli-

nomios estudiados para los cuales el método de Newton Modificado tiene

buen comportamiento. En las figuras 10.3 y 10.4 se muestran diversos

planos dinámicos obtenidos en base a dicho análisis. Aparecen en color

rojo los puntos iniciales que convergen a 0, en verde los que convergen a
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∞ y en negro los que no convergen a las ráıces de la ecuación estudiada.

Estas figuras son similares a las presentadas en [43] y [62], sin embargo

las conclusiones son más generales en virtud de la dependencia entre las

potencias m y n.

Figura 10.3: Planos dinámicos, izquierda: K = 0,25, centro: K = 0,5 y derecha:

K = 0,75.

Figura 10.4: Planos dinámicos, izquierda: K = 1, centro: K = 1,4 y derecha:

K = 1,8.
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Matemáticas de la Universidad del Atlántico. 04 (2) (2017), 1-15.
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de las ráıces de ecuaciones no lineales. Tesis Doctoral. Universidad

de la Rioja. (2013).

[45] J.M. Gutiérrez, M. A. Hernández y N. Romero. Dynamics of a new

family of iterative processes for quadratic polynomials, Journal of

Computational and Applied Mathematics 233 (2010)2688-2695.

[46] E. Halley. Methodus Nova el Facilis Inveniendi Radices A Equa-

tionum Quarum cumque Generaliter, Sine Praevia Reductione. P.

Trans. 18, (1694) 136-148.

[47] E. Hansen y M. Patrick. A Family of Root Finding Methods. Nu-

mer. Math. 27, (1977) 257-269.

[48] M. A. Hernández. Newton Rapshons method and Convexity.

(1992), 159-166.



86 Carlos E. Cadenas R.

[49] M. A. Hernández, Chebyshev’s approximation algorithms and ap-

plications, Comput. Math. Appl. 41 (2001) 433-445.

[50] P. Jarratt. Some fourth order multipoint lterative methods for

solving equations. Math. Comp. 20 (95) (1966) 434-437.

[51] P. Jarratt. Some efficient fourth order multipoint methods for sol-

ving equations. BIT. 9 (1969) 119-124.
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[68] I. Petković y D. Herceg. Symbolic computation and computer

graphics as tools for developing and studying new root-finding

methods. Appl. Math. Comput. 295 (2017) 95-113.



88 Carlos E. Cadenas R.

[69] S. Plaza y N. Romero. Attracting cycles for the relaxed Newtons

method, Journal of Computational and Applied Mathematics. 235

(2011) 3238-3244.

[70] S. Plaza y J. M. Gutiérrez. Dinámica del Método de Newton. Uni-

versidad de la Rioja. 2013.

[71] F. A. Potra y V. Pták, Nondiscrete introduction and iterative pro-

cesses, in: Research Notes in Mathematics, Vol. 103, Pitman, Bos-

ton, 1984.
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