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INTRODUCCION

Para analizar estructuras en 2D, se utilizan diferentes métodos, los cuales generan a la
final un sistema de ecuaciones a resolver. En la Escuela de Ingenieria Civil de la
Universidad de Carabobo, se ensefian diferentes métodos de analisis de estructuras en
2d. Entre ellos tenemos: Método de Cross, método de rotaciones, método del portal,
método de la viga conjugada, método de las fuerzas, método de doble integracion,
etc.

Generalmente, al aplicar uno de los métodos de anélisis, se forma un sistema de
ecuaciones que esta determinado por el nimero de incdgnitas.

Por ejemplo, si se tiene la siguiente losa sometida a cargas externas:

A JAN A VAN A VAN A
A B C D E F G

Para resolver el analisis de la estructura, por el método de las rotaciones, tendriamos
que considerar como incognitas, los giros de las juntas en B, C, D, E y F, lo cudl
generaria un sistema de ecuaciones de 5x5.

El método presentado en este trabajo de grado, surge de la necesidad de reducir el
sistema de ecuaciones que se genera al analizar estructuras con otros métodos. Ello se
logra, generando a partir de las ecuaciones del método de las rotaciones, otras
ecuaciones, referidas a las caracteristicas de los miembros que concurren en una junta
rigida. En ese sentido, las nuevas ecuaciones, quedan en funcion de las caracteristicas
elasticas de los miembros concurrentes, y de los giros de las juntas diferentes a la
junta donde concurren. Es decir, el giro de la junta donde concurren varios miembros,
no aparecerd como incégnita en las nuevas ecuaciones. Esta particularidad de las
nuevas ecuaciones asi encontradas permite, al que analiza una estructura, escoger
cuales giros de juntas seran incognitas y cuales no, lo cual no era posible al aplicar
otros métodos. La forma de hacer la escogencia de las incognitas, serd explicada mas
adelante en el capitulo 4.

El método de eliminacién de incdgnitas de giro es otra alternativa para analizar
estructuras en 2d, y no pretende sustituir los métodos de analisis existentes, ni
pretende competir con las herramientas de analisis asistidos por computadoras.



Este trabajo de grado ha sido estructurado en 6 capitulos:

En el primer capitulo se presentan el planteamiento del problema, el objetivo general,
los objetivos especificos, la justificacién, y la limitacién y alcance.

En el siguiente capitulo se trata el marco tedrico, se presenta la deduccion de las
ecuaciones del método de las rotaciones tanto para miembros de directriz recta, como
para miembros tipo arco. Esto se hace con la finalidad de comprender el verdadero
origen de las ecuaciones del método de eliminacion de incognitas de giro. También se
presentan en este capitulo, los antecedentes y la resefia historica.

El marco metodoldgico aparece en el tercer capitulo. En ese sentido, se presenta el
tipo de investigacién y los procedimientos de investigacion.

El cuarto capitulo presenta los resultados de la investigacion, presentando asi, una
introduccion a este método, luego, los fundamentos tedricos en que se basa el
método, la deduccién de las ecuaciones del método de eliminacion de incdgnitas de
giro, el criterio para considerar una arco con junta articulada a la derecha o a la
izquierda de la junta j, y por Gltimo los pasos a seguir para aplicar el método de
eliminacion de incégnitas de giro. También este capitulo presenta ejemplos de
analisis de estructuras. Aqui se presentan ejemplos de estructuras sin resolver su
analisis, ejemplos explicativos, y ejemplos de estructuras resolviendo su analisis.

En el quinto capitulo se presentan las comparaciones y los analisis de resultados.

Por ultimo en el sexto capitulo se presentan las conclusiones y las recomendaciones.



CAPITULO I



PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El problema que se intenta resolver, es el de analizar las estructuras en 2d, de una
manera mas rapida y sencilla. Una manera de lograrlo es, eliminando algunas de las
incdgnitas que se generan normalmente con el método de las rotaciones, logrando asi,
reducir el tamafio del sistema de ecuaciones que se genera al final del analisis.

En el método de las rotaciones, el tamafio del sistema de ecuaciones, esta
determinado por el nimero de incdgnitas que se generan. De esta manera, si se
generan un nimero “n” de incognitas en el analisis, el sistema de ecuaciones que se
forma de un sistema de nxn, en métodos convencionales.

1.1 Objetivo General

Presentar un método de analisis manual de estructuras en 2d, que pueda aplicarse en
la practica, para apoyar al Ingeniero Civil en ejercicio, en la revision de los resultados
de analisis estructurales asistidos por computadoras, y que pueda ser ensefiado en la
Escuela de Ingenieria Civil de la Universidad de Carabobo como método alternativo.

1.2 Objetivos especificos

1.2.1 Presentar las ecuaciones generales del método de eliminacion de incognitas de
de giro.

1.2.2 Establecer los pasos a seguir para la aplicacion del método de eliminacion de
incognitas.

1.2.3 Mostrar ejemplos explicativos de analisis estructural, usando los pasos a
seguir, para la aplicacién del método de eliminacion de incognitas.

1.2.4 Exhibir ejemplos de anélisis estructural, usando el método de eliminacion de
incognitas, y usando el método de las rotaciones, con la finalidad de
comparar:

e NuUmero de incdgnitas que se generan en ambos métodos.

e Tamafio del sistema de ecuaciones que se genera al final del analisis en
cada método.

e Resultados numéricos, usando ambos métodos.

1.3 Justificacion

El desarrollo de este trabajo de grado, esta basado en que los métodos de analisis
manuales de estructuras en 2d, son utilizados por los ingenieros civiles para revisar
los andlisis de estructuras asistidos por computadoras, ellos buscan los métodos mas
practicos y que den resultados réapidos, es decir, que sean lo menos trabajosos



posibles. EI método aqui presentado, entra en esa categoria, y por lo tanto resulta
factible el desarrollo de este trabajo.

1.4 Limitacion y Alcance

El método de analisis estructural presentado en este trabajo de grado, alcanza a
resolver el analisis de estructuras en las que se pueden considerar despreciables los
efectos producidos por fuerzas de corte y fuerza axial. Por lo tanto, esta limitado a
resolver estructuras donde se considera que el area de la seccion transversal de los
miembros estructurales tiende a infinito (A— ), es decir, este método no es
aplicable a estructuras que deben considerarse totalmente deformables. Ademas se
limita a analizar estructuras en 2d.



CAPITULO II
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MARCO TEORICO
2.1 Antecedentes

El método de eliminacién de incdgnitas, tiene sus antecedentes en la deduccién de las
ecuaciones del método de las rotaciones, para miembros empotrados-articulados. Asi,
pues, debido a que la deduccion estas ecuaciones se logra a través un despeje de el
giro de la junta que esta articulada, y luego se sustituye en la expresion de momento
de la junta empotrada, hacia la articulada, y que luego ésta queda en funcién de el
giro de la junta empotrada solamente, surge la idea de seguir el mismo procedimiento,
en el caso de miembros que concurren en una misma junta, en donde se hace
sumatoria de momentos alrededor de la junta en donde concurren todos los miembros,
e igualando al momento externo aplicado en esa junta, luego, se despeja el giro de la
junta donde concurren todos los miembros, y se sustituye en las expresiones de
empujes y momentos de los miembros, que quedardn en funcién de las juntas
pertenecientes a todos los miembros, exceptuando el giro de la junta donde concurren
todos.

2.2 Resefa histérica

El andlisis estructural, tal como lo conocemos hoy en dia, evolucion6 durante varios
miles de afios. Durante ese tiempo, muchos tipos de estructuras, como son vigas,
arcos, armaduras y marcos, se usaron en la construccion a los largo de cientos o miles
de afios antes de que se desarrollaran para ellas métodos satisfactorios de analisis.

Si bien los antiguos ingenieros manifestaron tener cierto entendimiento del
comportamiento estructural (como lo prueban sus exitosas construcciones de grandes
puentes, catedrales, barcos de vela, etc.), un progreso real en la teoria de analisis
estructural ocurri6 sélo en los Gltimos 160 afios.

Los egipcios y otros antiguos constructores contaban seguramente con algunas reglas
empiricas obtenidas de la experiencia para determinar los tamafios de los miembros
estructurales. Sin embargo, no contamos con pruebas de que hayan desarrollado
alguna teoria de analisis estructural. El egipcio Imhotep, quien construyé la pirdmide
escalonada de Sokkara alrededor del afio 3000 a.C., es considerado a veces como el
primer ingeniero estructural del mundo.

Aunque los griegos construyeron algunas magnificas estructuras, sus contribuciones a
la teoria estructural fueron muy escasas. Pitagoras (582-500 a.C.), de quien se dice
que cred la palabra matematicas, es famoso por el teorema geométrico que lleva su
nombre. (Este teorema en realidad ya era conocido por los sumerios hacia 2000 a.C.)
Arguimedes (287-212 a.C.) desarroll6 algunos principios fundamentales de la estatica
e introdujo el término centro de gravedad.
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Los romanos fueron constructores extraordinarios y muy competentes en el uso de
ciertas formas estructurales, como son los arcos semicirculares de mamposteria. Al
igual que los griegos, ellos también tenian muy pocos conocimientos de analisis
estructural e hicieron ain menos progresos cientificos en la teoria estructural.
Probablemente, ellos disefiaron la mayoria de sus hermosos edificios desde el punto
de vista mas bien artistico. Tal vez sus grandes puentes y acueductos fueron
dimensionados con reglas empiricas; sin embargo, si esos métodos de disefio
condujeron a dimensiones insuficientes, las estructuras deben haber fallado sin que
haya quedado un registro historico de ellas. S6lo sabemos de ellas que fueron
disefiadas con éxito.

Una de las mas grandes contribuciones al analisis estructural, asi como a todos los
otros campos cientificos, fue el desarrollo del sistema de numeracion hindu-arabigo.
Matematicos hindues desconocidos crearon en los siglos Il y Il a.C. un sistema de
numeracion del uno al nueve. Alrededor del afio 600 d.C., los hindGes inventaron el
simbolo sunya (que significa vacio), que ahora llamamos cero. (Al parecer, los mayas
ya habian desarrollado el concepto de cero 300 afios antes.)

En el siglo VIII d.C., los arabes tomaron este sistema de numeracion de los escritos
cientificos de los hindues. En el siguiente siglo, un matematico persa escribié un libro
que incluyé el sistema. Su libro fue traducido al latin algunos afios después y llevado
a Europa. Alrededor del afio 1000 d.C., el papa Silvestre Il decretd que los nimeros
hinda-arabigos deberian ser usados por los cristianos.

Antes de que pudieran hacerse avances reales en el andlisis estructural fue necesario
desarrollar la ciencia de la mecénica de los materiales. Hacia mediados del siglo XIX
se habian hecho grandes progresos en esta ciencia. Un fisico francés, Charles
Augustin de Coulomb (1785-1836), con base en el trabajo de numerosos
investigadores realizado a lo largo de cientos de afios, sentaron las bases de la
mecanica de materiales. Especial importancia tuvo un libro de texto publicado por
Navier en 1826, en el que analizé las resistencias y deflexiones de vigas, columnas,
arcos, puentes colgantes y otras estructuras.

Se cree que fue Andrea Palladio (1518-1580), un arquitecto italiano, quien uso por
primera vez las armaduras modernas. El revivié algunos tipos de estructuras romanas
antiguas, asi como las reglas empiricas para dimensionarlas. Sin embargo, fue hasta
1847 que Squire Whipple (1804-1888) introdujo el primer método racional para el
analisis de armaduras. Esta fue la primera gran contribucion de Estados Unidos a la
teoria de las estructuras. Se dice con frecuencia que el andlisis de armaduras de
Whipple sefiald el principio del anélisis estructural moderno. Desde entonces ha
habido una serie continua de importantes desarrollos en esta ciencia.

12



Varios métodos excelentes para calcular deflexiones fueron publicados entre 1860 y
1880, y estos aceleraron el desarrollo del andlisis estructural. Entre los maés
importantes investigadores y sus logros se cuentan: James Clerk Maxwel (1831-
1879), de Escocia, y su teorema de las deflexiones reciprocas, publicado en 1864;
Otto Mohr (1835-1918), de Alemania, y su método de los pesos elasticos, presentado
en 1870; Alberto Castigliano (1847-1884), de Italia, y su teorema sobre el trabajo
minimo, y Charles E. Greene (1842-1903), Estados Unidos, y sus teoremas de area-
momento, publicados en 1873.

El advenimiento de los ferrocarriles dio un impulso al desarrollo del analisis
estructural. De pronto fue necesario construir puentes de grandes claros capaces de
soportar cargas mdviles muy pesadas. En consecuencia, el calculo de esfuerzos y
deformaciones adquirié gran importancia. Los esfuerzos por fatiga e impacto se
volvieron temas muy importantes. Hasta entonces no se tuvo necesidad imperiosa de
analizar estructuras estaticamente indeterminadas; sin embargo, los puentes de claros
continuos para ferrocarriles crearon esta necesidad.

Un método para analizar vigas continuas estaticamente indeterminadas (el teorema de
los tres momentos) fue dado a conocer en 1857 por el francés B.P.E Clapeyron
(1799-1864) y se uso para el analisis de muchos puentes de ferrocarril. En las décadas
que siguieron se hicieron muchos otros avances en el analisis de estructuras
indeterminadas basados en los recientes métodos desarrollados sobre el célculo de
deflexiones.

Otto Mohr, quien trabajé con ferrocarriles, reformuld en forma practica muchos de
los desarrollos tedricos antes obtenidos. Al respecto, es notable su publicacion en
1874 del método de deformaciones consistentes para el analisis de estructuras
estaticamente indeterminadas.

En Estados Unidos, dos grandes desarrollos en el analisis de estructuras estaticamente
indeterminadas fueron hechos por G.A Maney (1888-1947) y Hardy Cross (1885-
1959). En 1915 Maney presentd el método pendiente-deflexion, mientras que Cross
introdujo la distribucion de momentos en 1924.

En la primera mitad del siglo XX, muchos problemas estructurales complejos fueron
expresados en forma matematica, pero no se disponia entonces de computadoras para
resolver practicamente las ecuaciones resultantes. Esta situacion continué en los afios
40 cuando gran parte del trabajo para analizar estructuras de aviones se realiz6 con
matrices. Por fortuna, el desarrollo de las computadoras hizo practico el uso de
ecuaciones para esa y otros tipos de estructuras, incluidos los edificios de gran altura.

13



Parece irdnico que los estudiantes actuales puedan aprender en unos pocos meses las
teorias y los principios del analisis estructural que a la humanidad le tom6 miles de
afios desarrollar.
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2.3 Deduccioén de formulas del método de las rotaciones

A continuacion, se presenta la deduccion de las formulas del método de las
rotaciones, para arcos y miembros de seccion variable de directriz recta. Estas
formulas son necesarias para la deduccion de las formulas del método aqui
presentado, y ademas se utilizan en complementacion del mismo.

Comencemos con los miembros de seccién variable de directriz recta:
Sea el miembro de seccion variable, empotrado, en sus juntas extremas j e i, las

cuales tienen movimientos 6;, 0;, Vi, vj, Ui, Uj. La resolucion del problema se encuentra
aplicando el método de las fuerzas, obteniéndose asi los coeficientes elasticos.

T{ T{ Miembro después de deformarse

Miembro antes de deformarse

9. -9
Donde ¢, :%, y A, =v;-v;. Siendo ¢, el giro del miembro y A el

alargamiento o acortamiento del mismo.

Ahora debemos hallar las redundantes que se muestran en la siguiente figura, para
resolver el problema por el método de las fuerzas.

X1 Xz

iHj

15



Ahora tenemos los siguientes sistemas:
Sistema (0):

VAN AN

Sistema (1):

M (x)=0

1

C% ya\
1L L

Ml(x)=)i—1=g—1

Donde ¢ = 1
L

Sistema (2): 1
5 Y

it I

X
MZ(X):TZE

Donde ¢ = l
L

Y NN
E

0; =J'M;E':/Ij dx+CqJ'Vpi\Gj dx+J' A Lix = L j M; M dg+CqJ'Vpi\\éj ds+J'N'

|Nj
de
AE

" El

Donde Cqes un coeficiente de corte que depende del material.
Haciendo | =a(e)l,, A=p(e)A,, Donde |, =Inercia mas pequefia del miembro,

y A, =Areamas pequefia del miembro.

) : . E I I

wes el médulo de Poisson del material, y G = crl=-2,y K,=-2,
2(1+ p) A L

entonces, despreciando el efecto de las fuerzas de corte y axial:
1 tMM.

0y =——|——

EKy ? ale)

0
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Por lo tanto nos queda:

1 _1\2
a11 = El]; _[(8 1) de
00 a(e)

1 2 1 _
5, = — [-S—ds o, =0, = L jg(g e
EK, 5 a(e) 0

Ahora si hacemos:

e’
¢i__c[ a(e) de

o :j £’ de
bosale)
te(e -1
¢:£;@3d
= a
05, :El1(0¢1
01, =0y _El1(0¢

Ahora aplicando el método de las fuerzas tenemos:

D, =Dy + 0, X, +0,, X,

D, =Dy +0, X, +0,X,

Siendo, D, =0, -¢; D, =0, —¢; D, =D, =0 entonces nos queda:

1 1
0, —p;=——¢ X, +——¢ X
i gDIj EKO ¢| 1 EKO¢ 2
1 1
0. —-p;.=—¢ X, +—¢. X
j gDIj EKO¢ 1 EKO ¢j 2

17



Resolviendo el sistema tenemos:
_ (0, _¢ij)¢j _(9,' _¢ij)¢ EK . — ¢j9i _¢9j _(¢j _¢)¢ij

' ¢i¢j _§02 ° ¢i¢j _§02 =
(91' — @i ). — (6, — @i )P ¢i9j -8 — (4 _¢)(0ij
X, = ) EK, = 5 E
¢|¢j —Q % ¢i¢j —-¢ %

Ahora haciendo:

=L2; oF :LZ; C :LZ, nos queda:
¢i¢j_§0 ¢i¢j_§0 ¢i¢j_§0
X, =M,°=[c,6,+Co,-(C, +C)p, EK,
X,=M,%=[co,+C0,-(C,+C)o, [EK,
Donde M ijc, M jic , son solicitaciones debidas a los movimientos de apoyo
solamente, y los coeficientes elasticos de un miembro de seccion variable de directriz
rectason C;, C;,y C.
Ahora, sea el mismo miembro empotrado-empotrado, con cargas externas aplicadas,
que generen la funcion M, (&) =funcion momento en el sistema (0), y sean las juntas

j e i, juntas sin desplazamientos, podemos obtener las fuerzas de empotramiento del
miembro debido a cargas externas.

Ahora D, =D, =0, y el sistema de ecuaciones, nos queda:

1
X
TRAS

1
0=D,y+—¢ X, +
10 EKO¢I 1

1 1
0=Dy+——0¢ X, +——¢:X
20 EKo ¢ % EKo 1%

Resolviendo el sistema nos queda:
e — Dy, +Dyo £

Xy =My~ = ¢, —p° Ko=_[CiD10+CD20]EKO
ir]j
-D,,¢. +D
¢i¢j_§0

18



Donde:
1

1 Mgy(e) _
e EKO'([ a(e) (e ~T)de

0 = 1 j. MO(g) 8d8
EKy 1 al(e)

0

Las solicitaciones finales entonces son:
E C
X, =M;=M;"+M,
E C
X,=M;=M,;"+M,

Las expresiones anteriores son para cualquier miembro de seccion variable de

directriz recta (expresiones generales).

Ahora para casos particulares de variaciones de altura de seccién a lo largo del
miembro, podemos aplicar procedimientos directos 6 numéricos de area (Regla de
Simpson o Trapecios), para hallar las diferentes integrales.

Para el caso de variacion recta, aplicando procedimientos directos:

h\\‘y\JH

= Tt h=h[(y ~1)s +1]; siendo 7/:|: y g=%.
= O e 11 ale) =[Gy - De 11
A=by=bh[(y -De+1]; B(e)=(y -De +1
1 2
he I [(y(fnel)ﬂf a
% :i [(y—lg>:+1]3 4
1
¢ =l pee®
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Resolviendo las integrales nos queda:

4= 1 {Lny+y—3}

y-D*ly-1 2
. 1 [Lny 1-3
=D ly-1 2]
5 - 1 _Ln;/+l—3;/__ 1
(-D%y-1 2y* | 2y°

Ahora para el caso de variacion parabolica, y para el caso particular en que la altura
“y” varia de la forma y = ax? + ¢, aplicando procedimientos directos, tenemos:

Para x=0, y=h,entonces y =ax® + h

Ypara x=L, y=H,entonces H=al?+h,y a=H|;h,porI0queresuIta:

y=(H ‘h)(ijz +h=hl(y -1)e? +1]

I L J
h
BN
| =b1y;=b1h;[(7—1)82 +1°; a(e) =[(y - De® +11°

A=by=Dbh[(y -1e?+1]; B(e)=(y —-De* +1

20



Resolviendo las integrales nos queda:

¢ = {(3;/ —2)arctg («/7 —1)— (2- 7/;2” 4 _1} - (2;22)
arctg(\/ﬁ)——(z_ ;/);/;/7—1}
/4
{amwgﬁjIyKZ—ﬂVY—{}jy+D
}/2

1
8(y -1y -1
PR {
b o8(y-1yr-1
b = 1
8(y -1y -1

De la misma manera, se pueden aplicar procedimientos directos 6 numéricos de area
(Simpson o trapecios), para hallar las fuerzas de empotramiento, para diferentes casos
de carga.

4;/2

A continuacion, se presenta la deduccion de las formulas del método de las rotaciones
para arcos.

Sea el arco empotrado, en sus juntas extremas, j € .

Para hallar los coeficientes elasticos de los arcos, utilizaremos el método del centro
elastico, ya que a través de este método, se simplifican los calculos. Este método se
utiliza cuando la estructura cumple con la ley de Hooke, es continua, y tiene 3 grados
de hiperestaticidad. EI método consiste, en considerar una estructura igual a la real y

de ancho igual a % Al hallar el centro de gravedad de dicha area, estaremos

hallando el centro eléstico.
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Ahora las coordenadas del centro elastico, vienen dadas por las siguientes formulas:

xds ILdS

- S EI - S e - .

X= & y = & Estas coordenadas estan referidas al sistema de coordenadas
< El < El

que hayamos escogido.

Estudiaremos en particular los arcos simétricos, en donde se cumple que la ubicacién
del centro elastico coincide con uno de los ejes de simetria.

Continuando con la explicacion del método del centro elastico, una vez hallado éste,
cortamos la estructura y unimos los extremos cortados de la estructura con el centro
elastico a través de un brazo rigido, y en el centro elastico colocamos las redundantes
a calcular. La influencia del brazo rigido en los desplazamientos del sistema, es nula,

ya que por su misma rigidez infinita, el cociente i es cero.

En un arco simétrico, es conveniente cortar la estructura en el centro de la misma.

v

777 ' /77
L/2 | L/2 |
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El traslado del origen de coordenadas al centro elastico, se rige por las siguientes

relaciones:
y% J‘y dx
y=y-Y,, X=x— L ademés Y, =& = %059 Donde o =—-, siendo
ds | dx L,
a aCosg

I, lainercia de la seccion, en el centro del arco.

Sistema 1
N, =Cose
V, =Seng
Ml =Yy

X2:1

Sistema 2
N, =-Seng
V, =Cosgp
M, =X

23



Sistema 3

N, =0
V, =0
M, =1

Los movimientos de apoyo son: D, =60, —¢; D, =60, -¢; D;=AL siendo ALel

alargamiento o acortamiento del arco, AL es positivo si se alarga el arco, y negativo
si se acorta, y los giros de las juntas y del arco, son positivos si van en sentido

antihorario.

Convencidn de signos de las solicitaciones a buscar
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812=813=821=823=831=832 =0,

Si se desprecian los efectos de fuerza axial y cortante, entonces tenemos:

—2
all:i y4dX
El,  aCose

o L X

2 El, ? aCosg

o L1y
El, Y aCosg

Y para hallar los coeficientes elasticos, debemos partir de la ecuacion general de
trabajos virtuales:

A +TR(Xi:1) =A, + A +0; X,

Para hallar los coeficientes elasticos, consideramos que no hay cargas externas.
Entonces:

Entonces los trabajos realizados por las reacciones en los distintos casos, seran los
siguientes:

Tacx, ) = Yobh —Yob; + AL

L L
TR(X2:1) :EQ "‘Eej - I—@.j

TR(X
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Con lo cual:

X1=Yo(9i —09j)+AL
L
E(Qi +0,)- Lo;
X, = )
X _Qi_Qi
P a33
Lo oL
M..:_Qj_ei Ly Y0(9i—9j)+AL+£E( L+ j)_ o
! 633 ° 811 2 622
L
M :91 -0, v Y, (6, _91)+AL+£§(Q+9;)—L§DU—
n a 0 all 2 622
. =H, Y(9 9)+AL
1 Y2 L2 ] L2 Y
{ ’ :|Qi+|:_ 5T 0; - B +—>AL
833 811 4833 ) 2833 all
Y K 1 Yz 12 1 2 y
{ }9' —{ o 0;- B ——2AL
5 40,, Oz5  Opy 4833_ 20,, £
2 3 , 3 3
M, = |—+YL L 9i+_L Y|_+ L _lp_ L_¢|+f_L\6A_|_E|O
j J-ds y J‘dS y J XZ i yz ; 1
o [0 4f* [ 4jf 1 Lo
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L YL L

Y,’L

L3

El,

ji

T ds 2 R—
] o J’ids 4J’);_

H; :Hij:{e.—ej oo

! Y| 32 f L
° Iy—ds
a
Ahora si hacemos:
L YL L3
C=C,= d+_°2 +—
= Iy—ds 4IX—
o (04 (04
Y 2L 3
C= I(_j— =+ L_2
. Y s 4IX—
o (04 (04
C, =1%o
Iy—ds
(04
ek, - Elo
L

AL} fLY, 1 El,

dS —2 + —2 J
1. P{’xds 4[’;_ 2[

Si existen cargas externas, debemos hallar las fuerzas de empotramiento, las cuales

designaremos como M/, M,

0 0
Hij y Hji

Por lo tanto en forma general, se puede escribir:

AL
M, =M? {Ciei +CO, —(C, +C)p; +Cy, T}EKO
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AL
M, =M} J{cei +C,0, —(C, +C)p; -C,, T}EKO

ALH
E
e

0

H H+{00

AL |C
H..:H° 6 -0, +— HE

0

Ahora hallaremos los coeficientes elasticos para dos tipos de arco en particular.
Estudiemos el caso de un arco parabélico compensado. Para este tipo de arco, se
1 ., . 4f .
cumple que a =———, y laecuacion de la parabola es y =—-x(L — x), asi que
Cose L
tenemos lo siguiente:

——'fdx_

L L
4f
Iydx I—ZX(L—x)dx sz_ﬂﬂ_
Y:O :0L = 3 :Ef
o L L 3
Idx

L 2 2
Ile 2(L% = 2Lx + x?) - 6f2 x(L—x)+£f2 dx
) 3L 9

—
<
S (@
w
Il
T O —
l—ﬁ
N| —
x
—~
—
|
[
|
|
—_
I—I
||

—2 2 2 2 2
jy ds J[GM o 32f% o 16f° , 16f X+_f2}dx
a 0

ICNE E 3L
-2 2 2 2
J-y ds=64f L—8f2L+16f L 8f L+4
a 3 9
—2
J'y_dszisz
a 45
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Para el arco parabdlico compensado los coeficientes elasticos son:

4oL
L YS’L 3 9 3
c=C=— 4o b Lo L3:1+5+3:9
ds -y x LA ,b
ds 4[— 4
a o o 45 12
4.,
2 3 —fL 3
co- Lt Wbt L —5—9—+L3——1—5+3=—3
ds y X L 2 L
(04 (04
2
Zg2
C, =Ny -2—=75
Jy ds o foL
L9 45

|A

Aqui conviene usar coordenadas polares:

ds = Rdg
y = RCos¢
X = RSen ¢
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nl2 wl2

2 Idego IRZCOSnggD

RZ

2R

Yo

V/

R
2
2
[COSgo - —] de

(Cos qo—iCOSqH—jdqo

nl2 T
—R
2 IRdgo 5

72
—I Rdp =2 I

wl2

_sz

—2 ds

Jy

—2 ds
y_

wl2

2 ds
Jyg=2[®

Iyz ds _9R ((p+8en(pC03(p B
a 2

(1+005(2¢) 4 4 cospr b j do

w12

4 4 j
_Sen(/)+—2(/7
T T

0

— 2_
jyzﬁ_zw(ﬂ—iij:” 8re

a 4 © & 2
2 712 12 3
xds _ jR Sen’pdp = R* [[L- Cos(29)Jdp = 2~

0 0
rl2

——2de

Para el arco circular con ¢ =1 los coeficientes elasticos son:

467r -32

7_1' (7 8) T 77(77 -8)

4R?
YL * _R, ?ZR 8R° 2 16
C=C= —2 T
f I ds 41* Ry
C,=C, =4,6339
3
co |_ YL L _ 2 16  4_27 -32 _ 50875
r 8) T 7r(7r -8)

" e o
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2R

R2R. =
fLY, 8
Ch=—F2= = _8” =5 g = 42790
ILds R3
o 2

A veces el miembro tiene la forma de un segmento parcial del circulo.

En este caso, tenemos:
f =R(1-Cosg,) y L=2RSeng,

y = RCosg
X = RSeng
? o
dizszd(p_z(poR
[04

ZT yRdg TRZCOSgodgo
_ 0 0
yo - Po N
ZI Rde
0

_ R%Senp, RSeng,

@R @R ?q

Seng,

Y, =Y, — RCos ¢, :R( —Cos%]

(4
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RSen ¢,
Do

§=y—y0 :RCOS(D_

_ _ Po 2
y2 E=J'y2Rdgo =2J'R3{C05go —Sen—%} de
a 0 QDO

2
Iyz E—ZIR [ @—Z—Sen% Cosgo+—Sen o ]dgo

2

Do Dy
2
2 ds ZJ'R (1+ Cos(2¢) 5 Seng, Cosp + Sen 2¢>0 ]d<0
Do Dy
— 2Sen?
y2 9 _ {qoo +Seng,Cosg, —M}W
a Do
x'ds % “
j = 2] R%Sen?pde = R® Hl—COS(Zqo)]dgo = [p, —Seng,Cos g, |R®
a 0

Para el arco circular en forma de segmento parcial de circulo, tenemos:

2
Sen
RZ(%— Cos (pOJ 2RSen ¢,

2RSen ¢ o s
Ci:Cj: 2R(p 0+_ 0 ZSenz(p +4[¢ _SengDCOSOgD ]R3
0 @, + Sen ¢,Cos ¢, _0}R3 0 0 .
L ?,
2
Sen
SCNPo Cose, | Seng, 3
el Yo 25en°p,
Ci=Cj = + 7S 5 +[ Seno Cos ]
en -
®o {% + Seng,Cosg, _%} ®o ©,C0s ¢,
Po
Sen 2
®o —Cosp, | Seng, 3
c=-""% _ Do 2Sen’p,
_ 2Sen? — Seng,Cos
" {ﬁoo + Seng,Cosg, —%} (2o 0,Cos ¢, |
Po
Sen
R(l— COS(pO)ZRsen(pOR %) _ COS(pO
fLY, :
T 2Sen®
deS {(Po + Seng,Cosg, — %}Rs
“ Po
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2(1- Cos(pO)Sen(po( Sengy _ Cos(po]

Py
2Sen’p, }

Dy

C, =
{Q)O + Seng,Cosg, —

En general, para un arco empotrado-articulado, tenemos:

Arco articulado en la junta “i”:

M, =M° +E(M ~MS)+EK [0, —9,)(C, - 3 +cci)c” ATL]
1 C
H; =H; +EK, H[ e )(9 —@p)+ ( CH%)AL] q(|\/|”__|\/|;;)
R N R NI (VR
Arco articulado en la junta “j”:
Mij = Mi(jJ +C£(Mji -M ?i)"' EKO[(9| _(pij)(ci _g)+(1+C£)CH ATL]
j J i
0 & E _ H _7H 0
H; =H; +EK f [(1+Cj)(6! (P.j)+(yo ic, —1)AL] ic (M; —M;7)

—He+EK St Oy -+ - Sa-S v, -me
Hji—Hji+EK0 £ [(1+CJ)(9| ¢J)+( Y, fCJ)AL] fCJ (Mji Mji)

Y en general, para un miembro de seccidn variable de directriz recta, tenemos:

Miembro articulado en la junta “i”:

M, =M} +C—(|v| ~M9)+EK,[(0, —9,)(C, -

Miembro articulado en la junta “j”:
[0] C 0 C:2
My =M +?(M i—M ji)+EKo[(9i _(Pij)(ci _?)]
j j

Donde, en las ecuaciones anteriores, los coeficientes elasticos son los mismos
coeficientes del arco o miembro de seccién variable como si estuviese empotrado-
empotrado, al igual que las fuerzas de empotramiento, ademas M;=Momento
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externo aplicado en la junta “i”, para el arco o miembro articulado en la junta “i” y
M ; =Momento externo aplicado en la junta “j”, para el arco o miembro articulado en

la junta “j”.
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CAPITULO Il
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MARCO METODOLOGICO
3.1 Tipo de Investigacion

Esta es una investigacion descriptiva, ya que consiste en la elaboracion de una
propuesta para solucionar problemas, e intenta responder preguntas sobre sucesos
hipotéticos a partir de datos suministrados.

3.2 Procedimientos de investigacion

El procedimiento de investigacion, llevado a cabo en este trabajo de grado, consiste
en la utilizacidn de ecuaciones ya establecidas (ecuaciones del método de rotaciones),
para establecer unas nuevas ecuaciones (ecuaciones del método de eliminacion de
incdgnitas de giro), a través de la hipdtesis de que la sumatoria de momentos en una
junta rigida es igual al momento externo aplicado en dicha junta. Partiendo de esta
hipotesis, después de hacer sumatoria de momentos en una junta en donde concurren
varios miembros, se despeja el giro de la junta en donde estos concurren, y se
sustituye la expresion del mismo, en las expresiones de momentos y empujes de los
miembros concurrentes en la junta en cuestion. Al hacer eso, se obtienen diferentes
expresiones, las cuales tienen cierta analogia, y esta analogia se resume en las
denominadas Ecuaciones Generales del Método de Eliminacidn de Incdgnitas.
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CAPITULO VI
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RESULTADOS DE LA INVESTIGACION
4.1 Introduccién al método

Este método tiene como objetivo eliminar incégnitas de giro, para hallar los
momentos en los extremos de los miembros, resultando un sistema de ecuaciones con
menos incdgnitas el que se genera normalmente con el método de las rotaciones y
otros métodos, facilitando asi, el analisis de estructuras.

La deduccion del método nace de las ecuaciones del método de las rotaciones,
llegando a la conclusién de que los momentos en los extremos de los miembros que
llegan a una junta, pueden quedar en funcion de:
- Los giros de las juntas que conforman los miembros concurrentes,
exceptuando el giro de la junta a donde llegan.
- Los giros de los miembros concurrentes.
- Los momentos de empotramiento de los miembros concurrentes.
- Inercias, longitudes y modulos de elasticidad de los materiales de los
miembros concurrentes.
- El momento externo aplicado en la junta donde concurren los miembros.
- Los coeficientes elasticos de los miembros concurrentes.

Lo que hace practico el método, es la escogencia de la(s) junta(s) donde se
pretende(n) eliminar la(s) incognita(s) de giro (junta(s) donde concurren varios
miembros. Esta(s) debe(n) escogerse de tal manera que la mayoria de los giros de las
demas juntas, que conforman los miembros que concurren en la(s) junta(s)
escogida(s), sean conocidos. Ademas se debe tener presente, que no se puede eliminar
otra incognita de giro, en una junta de un miembro que concurre en aquella junta
donde ya fue eliminada una incognita de giro, debido a que las expresiones de
momento de los miembros que concurren en esta otra junta, quedarian en funcion del
giro de la junta que pretendia ser eliminado. Todo lo antedicho, se explicara mejor
con algunos ejemplos:
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En esta estructura, con el método de eliminacion de incdgnitas de giro, podemos
seguir los lineamientos que hemos visto hasta ahora, y llegaremos a las siguientes
conclusiones:

Si analizamos la junta B, a ella llegan, los miembros AB y BC. Las
expresiones de momento en los extremos de esos miembros, quedaran en
funcién de: el giro de la junta A, el giro de la junta C, los giros de los
miembros AB y BC, los momentos de empotramiento en esos miembros, los
coeficientes elasticos de los miembros AB y BC, las inercias, longitudes y
modulos de elasticidad de los miembros AB y BC, y el momento externo
aplicado en la junta B.

El giro en C, no puede ser eliminado, debido a que el miembro BC concurre
en la junta B, donde ya se eliminé una incognita de giro.

El giro en la junta A es conocido, por lo tanto, para resolver la estructura, con
el método de eliminacion de incdgnitas se generan 2 incognitas (el giro en By
una desplazabilidad horizontal), mientras que con el método de las rotaciones,
se generan 3 (el giro en B, el giro en C, y la desplazabilidad horizontal).

B C E

A D F

En esta estructura, si eliminamos la incognita de giro en B, ya no podemos eliminar la
incdgnita de giro en C, pero podemos eliminar la incognita de giro en E. Por lo tanto,
con el método de eliminacion de incognitas se generan 2 incognitas (el giro en Cy
una desplazabilidad horizontal), mientras que con el método de las rotaciones, se
generan 4 incognitas (giros en B, C, E y una desplazabilidad horizontal).
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4.2 Fundamentos tedricos en que se basa el Método de Eliminacion de Incdgnitas
de Giro

El Método de eliminacién de Incognitas de Giro, se basa en las mismas suposiciones
que el Método de las Rotaciones. Es decir, los elementos se consideran axialmente
rigidos (A—w), la elasticidad de los materiales de los mismos es lineal, y las
secciones transversales a lo largo de los elementos no se modifican con la
deformacion.

En el Método de eliminacion de Incégnitas de Giro es aplicable, al igual que en el
Método de las rotaciones, el principio de superposicion de efectos. Este principio
consiste en someter la estructura a un efecto a la vez, para luego sumarlos todos, y se
utiliza para generar las expresiones que definen los momentos en los extremos de los
miembros, y los empujes en los arcos.

Cuando se analiza la estructura por desplazabilidades, ésta se analiza igual que en el
Método de las Rotaciones.

Cuando se dice “se elimind un giro”, en realidad se quiere decir “se elimin6 un giro
como incognita”, ya que el giro sigue existiendo, y se puede determinar usando las
ecuaciones del Método de las Rotaciones, una vez que se haya aplicado el Método de
Eliminacion de Incégnitas de Giro. Esto se explicara mejor en los ejemplos de
analisis mas adelante.

La Estructura Primaria en el Método de Eliminacion de Incognitas de Giro, sera
aquella que resulte de considerar restringidos los giros que no fueron eliminados,
considerando también restringidas las diferentes desplazabilidades, y considerando
las cargas que actuan sobre la estructura.

Cuando se analiza una estructura con el Método de Eliminacion de Incognitas de
Giro, sera necesario utilizar las ecuaciones del Método de las Rotaciones en aquellos
miembros conformados por dos juntas cuyos giros no fueron eliminados como
incégnitas (miembro empotrado-empotrado), o conformados por una junta cuyo giro
no fue eliminado como incdgnita y una articulacion (miembro empotrado-articulado).
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4.3 Deduccion de las ecuaciones del Método de Eliminacion de Incognitas de
Giro

Sea la junta j, una junta a donde llegan arcos y miembros de directriz recta
empotrados-empotrados, y empotrados-articulados (en este dibujo se designan con un
apostrofe las juntas articuladas, al igual que los miembros empotrados-articulados).
Al aplicar las ecuaciones del método de las rotaciones, nos queda:

M, =M% +[C,0,+C6,-(C, +C, Jp,JEK,
M, =M%, +[C,6, +C,6, —(C,, +C, Jp, ]E,K,
Mj,;=M ?3 +[Cjagj +C,0, _(st +Ca)¢’3]E3K3

. AL
M, =M +[C,0,+C,0,-(C, +C, o, +Cu —IEK,

4

o AL
M 5 =M% +[C .0, +Cs0; —(C s +Cy o +CH5f—5]E5K5

5

0 ALn
M, =M% +[C,6,+C,6,-(C, +C, o, +C,, ~EK,
2

o G, o C,
Mjl‘ :Mjl' +C71(M1'j _Ml'j)+E1'K1'(9j _(Pr)(cjr - Cl )

i i
o . Gy 0 c,’
M j2r = M j2' +7(M 2'j _MZ'j)+ E2'K2'(9j _(02')((:]2' _7)
Ci» Ciz
0 C3' 0 C3'2
Mz =M, +C7(M3'j _M3'j)+ E3'K3'(9j _¢3')(Cj3' _C7)
i3 i3
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. C. . c,’ C, AL,
M 4 = M ja +C74(M4'j _Md'j)+ E4'K4'[(9j _¢4')(Cj4' —CL)+(1+C7“)CH4, 74]
i4 i4 i4
. Cs . C.’ C. AL,
Mz =Mjs +C75(M5'j - Ms'j)+ E5'K5'[(9j _(05')((:]5' _CL)+(1+C75)CH5' —]
is is i5'

s C. . C,’ C. AL,
I\/Ijn' =M jn' + (Mn'j _Mn'j)+En'Kn'[(0j _(Dn')(Cjn' - )+(1 )CHn' 7]

Cin' Cln Cln fn'

Luego, haciendo sumatoria de momentos en la junta j, e igualando al momento
externo aplicado en la junta j, tenemos:

) n . n' . n' C.. . n n' C ‘2
Mextj = Z M§ + Z M5+ Zc—k(M i —M2)) +[ZCjk E, K, + Z E.K(Cy —CL)]Qj
k=1 k'=1' k'=1" ik' k=1 k'=1' ik'

n n n' C ‘2 n AL
+ZCkEkKk9k _Z(Cjk +C)E Ko, _Z Ek‘Kk‘q)k‘(Cjk‘ _CL)—FZCHkEkka_k
k=1 k=1 k=1 :

ik k=1 k
n C.. AL,.
+Y 1+ =X)E K,.C,. —
é Cik. k k Hk .
Ahora despejamos ), :
1 g e .
0, =— . ~ [Mextj— > M§ ZM C—k M — M)
chk EkKk +ZEk‘Kk‘(Cjk‘ _CL) - -
k=1 k'=1 ik’
" n v C... & AL,
- ch E KO, + Z(Cjk +CEK o, + Z Ek‘Kk‘ng‘(Cjk‘ —— )= ZCHk E Ky —
k=1 k=1 k'=1' Cik' k=1 K
n C. AL,.
N @+ ZOE K, Cop =]
kgl‘ Cik. k k'™~ Hk fk.
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Sustituyendo en las expresiones de momentos halladas por el método de las
rotaciones, se presentan a continuacion las Ecuaciones Generales del Método de
Eliminacion de Incégnitas:

Ecuaciones de momento en los extremos de los miembros:

Para miembros empotrados-empotrados:

Ci Ex Kk

(o] H 3 (o] 4 o] 4 Ck' (o]
M =M, +— ~[Mexti-> M5 —;Mjk. —kzl:C—(Mk.j ~M2)
=€ = ik

SCEK+YEKC )
k=1 k=1

ik

_nZCkEkKka +nZ(Cjk +CIEK +iEk K@ (Cye _%)_nZCHkEkKk %

_Z(l_'_%)Ek' K Cre A,ka_]+CkEk Kb —(Cy +CIEK @, +CLE K, % 1)
k=l ik k' k
. Y
Si el miembro es
un arco
0 E« K L L o o
M, =M + Cr B K —[Mexti->MS - > MS > (M, —M?,)
C . K k1 K= ez Cie
ZCjk Ek Kk + ZEk' Kk' (Cjk' _C7)
k=L K= ”
n n n' Ck.2 n ALk
_ZCk E.K.6, +Z(Cjk +C)EKo +2Ek' K@y (Cjk' _C_) _ZCHkEk Ky e
k=L k=L k=1 ik kel k
o C. AL, A
_Z(]‘"'_k)Ek' KiCrc f_Lk]+CikEk Kb —(Cy +COEK ¢ —Cri B K, f_Lk (2)
k'=l ik’ k' k
H_J
Si el miembro es
un arco

43



Para miembros empotrados-articulados:

Ck.z
C. (Cjk'_?)Ek'Kk' o n n Ck
My =M, + 2 (M =MEy) . % [Mexti=3 Mj, —> M ZC (M, -
ik' ZCJkEkK +ZEkK (CJk Ci) k=1 k'=1' k'

(1S

—ickEk K0, +i(0,-k LCIEKA, +ZEk-Kk-mK-(C,-k- —&)—ZCHkEkKk A
2 ) & f

AL, c’ G ALy
_Z(1+ )EkK Ce ]EkKk(Pk(C,k—f”(l*Clk)EkKC”" )

\ J
Y

Si el miembro es
un arco

Nota: Para arcos empotrados-articulados cuya junta articulada se encuentra a la

AL,.

izquierda de la junta j, el término (1+C—)E K.Chp — : , €S negativo tanto para los
ik' k'

términos que tienen sumatorias como para los que no los tienen. Y el

P AL . .

términoC,, E, K, f—k es negativo para arcos empotrados-empotrados, cuya otra junta
k

diferente de j, esta a la izquierda de ésta, tanto para los términos que tienen

sumatorias como para los que no los tienen.

Ecuaciones de empujes en los arcos:
Para arcos empotrados-empotrados:
Arcos cuya otra junta diferente de jesta a la derecha de j:

»C
H, —H°+EKCf [ ! o [Mextj— ZM ZM Cik -
k=1 o k=1
ZCJkE K, +ZE Ke (Cyi C—)
ik
" C’, < AL,
_ch E KO, +Z(Cjk +C)E K, +ZEk' Ky (Cjk' _?)_ZCHkEk Ke =
k'=1' ik' k=1 k
AL,. AL
—Z(1+ )E KiCuue ) g 4)
k' 0
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. " C
H, =Hg +EKCf [ L o —[Mextj- > M, ZM CikMk.j—Mf.j
k= k'=:
ZchE K, +ZE Ky (Cje C—) '
ik'
n Cl. < AL,
_ZCkEkKkek +Z(Cjk +C)EKy o, +ZEk'Kk'(Pk'(Cjk- _7)_ZCHkEk Ke =
k=1 k=1 k'=1 Cik' k=1 fk
u C. AL,. AL
- @+=)E, K, Cppo —51-6, +—
é( Cik.) k k'™~ Hk fk] k yo] (5)
Arcos cuya otra junta diferente de j estd a la izquierda de j:
0 o 1 X c Ck
i« = Hj +EK, : e . o2 [Mextj—> M, ZM c (M, —Mg)
“ ZCjkEkKk"‘ZEk'Kk'(Cjk-_CL) “ K
ik'
—ZCkEkKQ +Z(C,k+Ck)EkKk¢k+ZEkKk<pk(C,k —7_) ZCHkEkK =
A
Y SOEK, G, Lk]+9+ Ay (6)
k'=1' CI yO
0 Chu 1 N - Cy
Hy =H§ +EK = [-— . —[Mextj—> M, ZM kZ;C (M, =M)
k ik

C. k=1 =
chk Ek Kk + Z Ek' Kk' (Cjk' _CL)
k=1 k1 ik
n n n' Ck-z n ALk
_ch E K\ Oy +Z(Cjk +C)E Ko + Z Ee Koy (Cjk' _C7) _ZCHkEk Ky =
Pomy ik

k

_Z(1+ )EKCHk Lf‘]+9k+A),Lk] (7)
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Para arcos empotrados-articulados:

Arcos con junta articulada a la derecha de la junta j:

l . n n'
Mot M3 =5 M5 S5 0, -
k=1 k'=l'

SC/EK, +ZEkK (N C—)

FORKA 3 IR SRR G-I K

o C..
Hk'j = Hk'j +Ek'Kk'fL:[(l+ é:kk)r

-3 IEK G T (PO (M M)

ik k' o] f Clk k'CIk' (8)

1

ZCJkEkK +ZEkKk(CJk C7)

—chEkKke +z(c,k+ck>EkKk¢k+ZEkKk¢k(C,k—Ck) ichEkK A

|k

-3 CIEK G T — AL (M M)

=Hj. +EK, f:k [+ CCkk')r

IMext- M5 - 3 - 3 (M, M)
k=1 k'=1'

(9)

Arcos con junta articulada a la izquierda de Iajuntaj

! - [Mexti-> M2, ZM ch (M, ~M2.)
D ChEK, +ZaK(C,k G =

Cie
AL

He; =Hg +EK, Hk[ (1+((::kk')r
f.

_ZCkEkKkgk+Z(Cjk+Ck)EkKk%+ZEkKk¢’k(Cjk Ck) ZCHkEkK A

_ Lk C C
Z(l+ )EkKCHk ] @]+ (0 fC.k)ALk]+ fC. (Mkj k]) (10)
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1

o =HiHEK S T

= . [Mexti-> M, — "M, ZC“(MKJ M)
k' k=1 K'=1'

ZC,kEkKwZEkK C,e %)

SCEKA 3G, 1R TEKAC, - S-S GEK

—Z(1+&>Ek-Kk.ch-A—Lk']—mk.]+( BTSNV TSI VR VIR

Cic fi Yo fiCy £ Cie (11)

Donde en estas ecuaciones tenemos:
M, =Momento de j hacia k del miembro empotrado-empotrado.

M,; =Momento de k hacia j del miembro empotrado-empotrado.

M ;. = Momento de j hacia k” del miembro empotrado-articulado.

M,.; =Momento aplicado en la junta k” del miembro empotrado-articulado.

H ;. = Empuje de j hacia k del arco empotrado-empotrado.

H,; = Empuje de k hacia j del arco empotrado-empotrado.

H ;. =Empuje de j hacia k’ del arco empotrado-articulado.

H,; = Empuje de k’ hacia j del arco empotrado-articulado.

M =Momento de empotramiento de j hacia k del miembro empotrado-empotrado.
M =Momento de empotramiento de k hacia j del miembro empotrado-empotrado.

M {. = Momento de empotramiento de j hacia k* del miembro empotrado-articulado,
calculado como si fuese empotrado-empotrado.

M ,; =Momento de empotramiento de k* hacia j del miembro empotrado-articulado,
calculado como si fuese empotrado-empotrado.

H . = Empuje de empotramiento de j hacia k del arco empotrado-empotrado.

Hy =Empuje de empotramiento de k hacia j del arco empotrado-empotrado.

H{. =Empuje de empotramiento de j hacia k’ del arco empotrado-articulado,
calculado como si fuese empotrado-empotrado.
H, =Empuje de empotramiento de k’ hacia j del arco empotrado-articulado,

calculado como si fuese empotrado-empotrado.
Mextj =Momento aplicado en la junta j.

C, =Coeficiente Cjdel miembro k empotrado-empotrado.
C,, =Coeficiente C; del miembro k empotrado-empotrado.
C, =Coeficiente C del miembro k empotrado-empotrado.
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C,. = Coeficiente C; del miembro k* empotrado-articulado, calculado como si fuese

empotrado-empotrado.
C,. =Coeficiente C; del miembro k’ empotrado-articulado, calculado como si fuese

empotrado-empotrado.
C,. =Coeficiente C del miembro k’ empotrado-articulado, calculado como si fuese

empotrado-empotrado.
C,, =Coeficiente Cy del miembro k* empotrado-articulado, calculado como si fuese

empotrado-empotrado.
C,, = Coeficiente Cydel miembro k empotrado- empotrado.

E,. =Modulo de elasticidad del miembro k’ empotrado-articulado.

E, = Modulo de elasticidad del miembro k empotrado- empotrado.

K, =Relacion Inercia/Longitud del miembro k’ empotrado-articulado.

K, = Relacion Inercia/Longitud del miembro k empotrado- empotrado.

f.. =Flecha del miembro k’ cuando éste es un arco.

f, =Flecha del miembro k cuando éste es un arco.

AL, =Alargamiento o acortamiento del miembro k, cuando éste es un arco.
AL,. =Alargamiento o acortamiento del miembro k’, cuando éste es un arco.
6, =Giro de la junta k.

@, =Giro del miembro k.

@, = Giro del miembro k’.

y, = Ordenada del centro elastico del miembro.

n

0 _ 0 0 0 0 0 0
EMjk_Mj1+Mj2+Mj3+Mj4+Mj5+ ...... +M;
k=1

como si los miembros estuvieses empotrados-empotrados.

" C,. C, C. C.

E M, -M2)==2M,. - M2)+=2(M,. —M2)+—=(M,. —M .
k‘:rcik‘( k'j kj) Cir( 1'j 1]) Ci2|( 2'j 2]) Ci3|( 3j 3])

C. .. Cg . C.
+C—“(M4.j—M4.j)+C—5(M1.j—M5.j)+ ...... +

4 i5' in'
Estos momentos se calculan como si los miembros estuvieses empotrados-
empotrados.

(M —=M3))
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n

ZCkEkKkek =C,E K6, +C,E,K,0, +C,E;K,0, +C,E,K,0, + C.E.K .0, +..+C E K 6,

s L

Z(C,k +C)E K, 0, —(C11+C )E, K1¢1+(C,2 +C,)E, K2§02+(C13+C JE;K 0,

+(C;, +C,)E, K0, +(Cj5 +C5)EsKsps +...+(C, +C)E K 0,

i C. c,’ C,’
k; Ek'Kk'ng'(Cjk' _ﬁ) =E Ko (er _é) + E, K0, (CjZ' _é)
C,’ o C,’
+E3 K30, (Cy _CL) +Ex K9, (Cjp _CL) +Es K95 (C s _CL) +.
i3 4 i5'
C,’
+ En'Kn'gDn'(Cjn' _q)
AL, A AL, AL, AL,
ZCHKE K, —=C,,EK, AL +C,,E,K,—%+C,,E,K,—+C, ,E,K,—/*
k fl f2 f3 4
AL, AL,
+C,E-K, : +..+C,E.K,—
5 n

AL,. . . .
Z(1+—)E K, Cphe —5 =1+ —)E K,Chyp —= Aby +(1+C—2)E2.K2.CH2.£
k'=1' ik' fk‘ Cll fl‘ Ci2‘ f2‘

C. AL, : AL, C. AL
+(1+=)E,K,C .—3+(1+—4)E.K.C 2 (+ 2)EKCe —
Ci3| 3 3'~H3 f3| CM‘ 4 4'~H4 f4. Ci5| 5 5'"~H5 f5-
AL,
) n'~Hn'

ZCJ.kEkKk =C;,E,K, +C,E, K, +C3E;K; +C,E,K, +C sE;K; +...+C E K,

’ c.’ c,’ c,’ c,’

E.K.(C,. ——*)=EK.(C,, ——-2)+E,K,(C,, ——2)+E,K,(C,-——)

l;r k k jk Cik' 1" ™M jl Cilv 2 2 j2 Cizv 3 3 j3 Cigv
c,’ C.’ c.’
+E4,K4,(Cj4,—i)+E1,K1,(Cj5,—i)+...+ En,Kn,(Cjn,—é)
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4.4 Criterio para considerar un arco con junta articulada a la derecha o a la
izquierda de j

Para que un arco se considere con junta articulada a la izquierda de j, debe adoptar
una posicion similar a la de las figuras:

Figura4.4.1 Figura4.4.2 Figura4.4.3
j
j
j
Figura4.4.4 Figura4.4.5 Figura4.5.6
>> J
J
Figura4.4.7 Figura4.4.8
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Para gue un arco se considere con junta articulada a la derecha de j, debe adoptar una
posicion similar a la de las figuras:

G

Figura4.4.9 Figura 4.4.10 Figura4.4.11
i
Y j
A
Figura4.4.12 Figura 4.4.13 Figura4.4.14

> \Y,

Figura 4.4.15 Figura 4.4.16

o1



4.5 Pasos a seguir para aplicar el Método de Eliminacion de Incégnitas de Giro:

1)
2)
3)

4)

5)

6)

7

8)
9)

Escoger un giro a eliminar como incdgnita en una junta.

Una vez eliminada la incognita de giro en ésta, no pueden eliminarse como
incAgnitas los giros de las otras juntas de los miembros que concurren en ella.
Escoger otro giro a eliminar como incognita en otra junta, respetando el paso
2), es decir, que se puede escoger otra junta que no sea perteneciente a ningun
miembro concurrente en una junta cuyo giro ya fue eliminado como incégnita.
Aplicar las Ecuaciones Generales del Método de Eliminacion de Incognitas de
Giro en aquellos miembros (ecuaciones (1) a la (11)) concurrentes en las
juntas cuyos giros fueron eliminados como incégnitas.

Aplicar las Ecuaciones del Método de las Rotaciones en aquellos miembros
conformados por dos juntas cuyos giros no fueron eliminados como
incégnitas (miembro empotrado-empotrado), o conformados por una junta
cuyo giro no fue eliminado como incdgnita y una articulacion (miembro
empotrado-articulado).

Para eliminar el mayor nimero de incdgnitas, habra que analizar las diferentes
alternativas. Con la practica se llegara a la mejor alternativa sin hacer muchos
analisis.

Plantear las ecuaciones que resuelven el analisis de la estructura (sumatoria de
momentos en las juntas cuyos giros no fueron eliminados y aplicacion del
principio de los trabajos virtuales para las diferentes desplazabilidades).
Resolver el sistema formado por las ecuaciones generadas en el paso anterior.
Sustituir los valores de las incégnitas encontradas en el paso anterior, en las
expresiones de momento en los extremos de los miembros para hallar sus
valores, asi como también en las expresiones de empuje de los arcos si los
hay.
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4.6 Ejemplos de Estructuras sin resolver su analisis

A continuacién, se presentan varios ejemplos de estructuras, en los que se analiza la
cantidad de incAgnitas que se generan, usando el método de eliminacién de incognitas
de giro, y el método de rotaciones.

Ejemplo 4.6.1: Estructura lineal continua.
Si se tiene la siguiente losa sometida a cargas externas:

A JAN A VAN A VAN A
A B C D E F G

Para resolver el analisis de la estructura, por el método de las rotaciones, tendriamos
que considerar como incognitas, los giros de las juntas en B, C, D, E y F, lo cul
generaria un sistema de ecuaciones de 5x5.

Si se analiza la misma estructura, por el método de eliminacion de incognitas de giro,
tenemos que, si se elimina como incdgnita el giro en B, ya no se podra eliminar como
incAgnita el giro en C, pero si el giro en D, y al eliminar el giro en D, ya no se puede
eliminar el giro en E, pero si el giro en F. De esta manera, quedan como incognitas, el
giro en C y el giro en E, lo cudl generaria un sistema de ecuaciones de 2x2.

También existe la posibilidad, con el método de eliminacion de incognitas, de
eliminar como incégnitas, el giro en C, y el giro en E, sin poder eliminar los demés
giros, quedando un sistema de ecuaciones de 3x3, asi que la alternativa mas factible
es eliminar los giros en B, D y E, para generar un sistema de ecuaciones de 2x2.

Resumen para este ejemplo:

Método Numero de Incognitas Tamafio del sistema de
ecuaciones
Rotaciones 5(05,0.,0,,0.Y0;) 5x5
Eliminacion de Incgnitas 2(60.Y6;) 2X2
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Ejemplo 4.6.2: Estructura aporticada simétrica.
Veamos otro ejemplo: Sea la siguiente estructura sometida a cargas externas:

B /C\D/:\G

A E H

Para resolver el analisis de esta estructura, por el método de rotaciones, tendriamos
que considerar como incognitas, los giros 6;,0.,0,,0:Y0,, Yy tres
desplazabilidades.

Para resolver por el método de eliminacion de incognitas, podemos considerar como
Unicas incognitas, los giros 0.y 6., y las desplazabilidades.

Resumen para este ejemplo:

Método Numero de Incognitas Tamafio del sistema de
ecuaciones
Rotaciones 8 8x8
Eliminacién de Incognitas 5 5x5
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Ejemplo 4.6.3: Estructura tipo celosia.
Ahora presentamos otro ejemplo: Sea la siguiente estructura sometida a cargas
externas:

F

D G

Al analizar esta estructura, por el método de rotaciones, se deben considerar 7
incognitas de giro (6, ,6.,6,,60:,6:,0,Y6,).

Al analizar esta estructura, por el método de eliminacion de incégnitas de giro, es
interesante notar, que si se elimina 6., ya no se podra eliminar ninguno de los otros

giros, y entonces tendriamos que considerar 6 incognitas (6;, 0. ,0, ,6:,05Y 0, ). En
cambio, si se elimina 6., ya no se podran eliminar ni 6, ni 6, ni 6. perosi 6,y
al eliminar 6,,, ya no se puede eliminar ni 6., ni 6;, pero si 6,. De esta manera
podemos eliminar 6.,0,y6,, y tendriamos que considerar 4 incognitas (6,
0,6 ,0;).

Un analisis similar, y que produce 4 incognitas, resulta si se elimina 6;,0.,y 6,
por lo que las incognitas serian (6. ,60,,60:Y6,,). Y por tltimo, también se pudieran
considerar 5 incognitas si se eliminan 6.y6,, por lo que las incognitas serian
05,6, ,0:,0-y 0, .Lomismo sucede si se elimina 6,y60-,0 0,Y6,,.

Podemos concluir entonces, que el maximo nimero de incognitas, que podemos
eliminar es 3, para considerar 4 incdgnitas con el método de eliminacion de
incognitas.

Resumen para este ejemplo:

Método Numero de Incognitas Tamafio del sistema de
ecuaciones
Rotaciones 7 7
Eliminacién de Incognitas 4 4x4

55




Ejemplo 4.6.4: Estructura aporticada de varios niveles.

En el caso de pdrticos consecutivos, unos encima de otros, los giros que se pueden
eliminar, usando el método de eliminacion de incognitas de giro, siguen una
tendencia como la que se muestra a continuacion:

Los giros que se eliminan estan marcados con un circulo:

(p N, N

N N
NI \J
C\ i /)
% NI N
i i
NI \J
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También la eliminacion puede ser de la siguiente forma:

(N (N
7 7
P P S)
(N (N
N N
¢ P S)

En este tipo de estructuras, se eliminan la mitad de los giros.
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4.7 Ejemplos Explicativos

A continuacidén, se presentan ejemplos explicativos, con la finalidad de entender
como se debe aplicar el método de eliminacion de incégnitas.

Ejemplo 4.7.1:
Sea la siguiente estructura:
Todos los miembros tienen el mismovalorde |,y  El, =10%t.m?

e A
3m 9t/m
I
150 | Vot 21
I
1,5m D
= 2
E F G
2m : 10,003 m
_ 2
2m
—_—— e — - C ]
4m
—t A
’II/ /II/ /II/ /II/ /II/ /II/ /II/
3m 1,5m1,5m1,5m1,5m 3m
Miembro CD
Cc y=2 D  Los miembros AD y DG son arcos
ZhD h  parabolicos compensados
Miembro DE Los miembros BD y DF son arcos
D y=2 E circulares de seccion constante
h 2h
Los miembros HI, ID, DJ y JK son
y = ax? + C miembros de directriz recta de

seccion constante.
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Estructura Primaria

H
<
9t/m
A
—bo | t
21 V2t
A B C E F
0,003 m 2 ¢ 0,003 m
A
—h ]

K ;th
Ay

Se eliminé el giro en D como incognita, por lo tanto como no hay méas
incognitas de giro, no hay que hacer sumatoria de momentos en nin-
guna junta, ya que segun los lineamientos del método, se debe hacer
sumatoria de momentos en aquellas juntas donde no se eliminé el giro

como incognita. Asi, quedara un sistema de 3 ecuaciones con 3 incog-
nitas, que se obtienen al aplicar el principio de trabajos virtuales para

las 3 desplazabilidades.
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Andlisis de movimiento para la desplazabilidad A,
Los arcos se representan en la imagen cinemética con lineas seg-
mentadas, como estructuras totalmente deformables.

Vil

A, A, A,
Q)AD_? Pcp :1,_5 Ppoe :_?
A A A
Pep Z?l Ppe —_L_é Poc =~ 61
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Analisis de movimiento para la desplazabilidad A,

Pk ==~
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Analisis de movimiento para la desplazabilidad A,
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Analisis de movimiento para el asentamiento en C
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Analisis de movimiento para el asentamiento en E
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Para hallar las incognitas, debemos hallar las fuerzas de empotramiento de los
miembros.

9067 9062 9062

Mp ===~ =5.0625(om, M{, === =5,0625tom, H, =~ = -6,75L,
9067 203 203

H2, =163 =-6,75t,M 2, = =0,75tom, M, = . =0,75tom,
2 2

HS =—§=—1t, H3 =§=1t M2, =-0110502015=-0,3315tom,

M2, =0,110502015=0,3315tom, H 2, = -0,45902 = 0,918t
HJ, =-0,45902=-0,918t,MJ. =-0110502015=-0,3315tom,
M7, =0,110502015=0,3315tom,HJ. =-0,45902 =-0,918t,

HO = 0,45902=-0918t,M°% =223 _075tom, M2 =~ 223 — 075t 0m,
8 8
M =224 ttom, M2, :—2;4:—1tom

Antes de hallar las fuerzas de empotramiento de los miembros CD Y DE, debemos
hallar los coeficientes elasticos de los mismos.

Miembro CD:

b=t | HV 7731 01031
(y-D°lr-1 2

g =2 | H 17960681
(r-D°lr-1 2y°

p =t | M7 1% 1 40560
(r-D°r-1 2y | 2y

Los coeficientes elasticos del miembro CD son:
C, = ¢—’2 =6,8701; C; = Lz =19,4805; C = lz =5,7402
¢i¢j -® ¢i¢j -® ¢i¢j —-Q
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Miembro DE:

4 = 1
8y -4y -1

|
b8y -1y 1|

4 = 1
8(y Dy -1|
Los coeficientes elasticos del miembro DE son:
—¢

% _31861; C, - M—Z —9,4167; C = —— =18172

3y - 2yarctg(yfy 1)~ BN L] (78+22) 03527
y y

arctg(\/y —1)—% V77101104

arctg((y ~1)- G =L G+ 4 6g
}/ -

4;/2

Cp = > =

¢i¢j_¢’ 9 — @ ¢i¢j_¢’

Ahora se obtienen las fuerzas de empotramiento por asentamientos de las juntas C y
E, de los miembros CD y DE:

Por asentamiento de la junta C:
ocp = 0,002

3
M2, = —(Cq + C)%%D — (19,4805 + 5,7402) x%x 0,002 = —33,6276t o m

3
MS =—(C, + C)%%D = —(6,8701+5,7402) x%x 0,002 = -16,8137t om

Por asentamiento de la junta E:
ope =—0,002

3
MS =—(C, + C)%%E = —(31861+18172) x%x (~0,002) =6,6711t o m

3
MS =—(C, + C)%%D = —(9,4167+18172) x %x (~0,002) = 14,9785t o m

Ahora planteamos las expresiones de momento en los extremos de los miembros, y
las expresiones de empuje de los arcos.

66



A continuacion se presentan de forma explicativa, la expresiéon de momento M
utilizando las ecuaciones del Método de eliminacion de incognitas de giro.

DA?

Para escribir la expresién de momento M ,, utilizamos la expresion general:

DA?

2
C (Cjk' _Cki)Ek Kk' n n' " oC
M :M}’k.+c—_k(Mk.j—Mf.j)+ - K X [Mextj—ZM}’k—ZM}’k.—ZC—_"(Mk.j—
N ZCjkEkKk + ZEk Kk' (Cjk' _7') - = KK
k=1 k'=1' Cik'
n n n' Ck.z n ALk
_ZCkEkKka +Z(Cjk +Ck)EkKk(pk + ZEk Kk'(Pk'(Cjk' _7) _ZCHkEk Kk T
k=1 k=1 k'=1' Cik' k=1 fk
" C. AL, z C. AL,
3 YK, Co ] - E K (Cp — )+ U IEK G o ()
k=1 ik’ fk' Ci Cic fk'
N J
Y
Si el miembro es
un arco

Donde “j” es la junta donde se elimin6 el giro, en este caso se sustituye en la
expresion (3) a“ j” por “D”. Para los coeficientes elasticos, tenemos que el subindice

k se refiere a los coeficientes de miembros empotrados-empotrados, y el subindice k’
se refiere a los coeficientes de miembros empotrados-articulados. Para los términos

n n'
que no estan encerrados en los signos de sumatoria (z ()z ), los coeficientes
k k'

elasticos, el modulo de elasticidad E,., la relacion inercia-longitud K,., y los
momentos M,; y M, se refieren al miembro que se estudia. En este caso, tenemos
que C,. =Coeficiente C del miembro empotrado-articulado que se estudia.

C,. =Coeficiente C; del miembro empotrado-articulado que se estudia, donde el
subindice i se refiere a la junta del miembro que se estudia, distinta a la junta donde
se elimind el giro, en este caso, es la junta A, es decir que para este miembro
C, =C,.

C,. =Coeficiente C; del miembro empotrado-articulado que se estudia, donde el
subindice j se refiere a la junta donde se elimind el giro, en este caso, es la junta D,
es decir que para este miembro C,. =C,.

C,, =Coeficiente C,, del miembro empotrado-articulado que se estudia.

En resumen, tenemos:

C,.=C=-3
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Cie=Cn=9

C, =Cp=9

C, =C, =75

E.=E

|

K, =T0

Como El, =10%tom
3

E K, —0tem
6m

M,.; =Momento aplicado en la junta articulada del miembro empotrado-articulado,
del miembro que se estudia. En este caso:

M =M, =0

M f,j =Momento de empotramiento de la junta articulada hacia la junta empotrada,
como si fuese empotrado-empotrado. En este caso:

MZ, =M}, =5,0625tom

M ?k, =Momento de empotramiento de la junta empotrada hacia la junta articulada,

como si fuese empotrado-empotrado. En este caso:
M. =MJ, =50625tom

Ahora definamos los términos que estan encerrados en los signos de sumatoria
n n'

(> 6> )
k k'

ZCjk E,K, =En esta suma, el producto C,E,K,, se aplica a cada miembro
k=1

empotrado-empotrado que llega a la junta donde se elimind la incégnita. En este caso,
los miembros empotrados-empotrados que llegan a la junta D son los miembros DE,

DF, DG y CD. En el producto C, E,K,, para cada miembro empotrado-empotrado,
C, = Coeficiente C; del miembro empotrado-empotrado, en este caso sera el

coeficiente C, de los diferentes miembros empotrados-empotrados que llegan a la

junta D. Estos coeficientes van multiplicados por el correspondiente valor de modulo
de elasticidad de cada miembro, y su correspondiente valor de relacién inercia
longitud.
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En este caso, aplicando el producto C; E,K, para cada miembro empotrado-
empotrado que llega a la junta D, tenemos:
Para el miembro DE:

El, _ 3,1861?; = 21241E1,

DE 1

CjkEkKk :CD

Para el miembro DF:

El El
CyEKy =Cop " = 4,633QT° =1,5446EI,

DF

Para el miembro DG:

El El
CEKi =Cp " =9=_* =15El,

DG

Para el miembro CD:

El El
C,EK, =C, L—° = 6,87011—; = 4,5801EI,

CD !
Una vez aplicado el producto C; E, K, para cada miembro empotrado-empotrado

que llega a la junta D, ya podemaos hallar ZCjk E.K,.

k=1

> C, E K, =21241EI, +15446El, +15El, +4,5801E1, = 9,7488EI,
k=1

i C.’ . : :
La sumaz E Ky (Cyi —CL) , se halla del mismo modo que la anterior, y se aplica
k'=1" ik'
a los miembros empotrados-articulados que llegan a la junta donde se eliminé la
incdgnita. En este caso, los miembros articulados que llegan a junta D son AD, BD,
ID y DJ. Para cada uno de estos miembros, tenemos:

Para el miembro AD:
C.’

2
E K (Cpo——2) = (9 —%)% =1,3333EI,

ik’
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Para el miembro BD:
C.’ (-2,0875)% | El,
E.K.(C. ——X)=(4,6339-
Kie(Cpe =)= 16335 ) 3

=1,2312El,

Para el miembro ID:

C,2 22 El
E.K.(C, ——X)=(4-)—C2=E
k k jk Cik‘ 4 3

Para el miembro DJ:

C,2 22 El
E.K.(C, ——)=(4-5-)=—2=0,75El
k' ™k ik Cik‘ 4 4 0

2

Una vez aplicado el producto E, K,.(C,. —%) para cada miembro empotrado-
ik'
n' C 2
articulado que llega a la junta D, ya podemaos hallar z E K. (Cye —CL) .
k'=1" ik'

- 2
> E K (Cye —%) —1,3333El, +1,2312EI, + El,, + 0,75EI,, = 4,3145E],
“

ik’

Definamos ahora Mextj. Mextj =Momento externo aplicado en la junta donde se
elimind la incognita. En este caso Mextj = Mext, =0.

Las demas sumatorias se hallan de la misma manera que las anteriores:

DM =Mgc +MZ + Mg + MG, =-16,8137+6,6711-0,3315+0,75 = -9,7241t o m
k=

ZM G =M3 + M + M3 + M3, =50625+0,3315-0,75+1=5,644tom

cc::k My = Mk.-)=—§(0—5,0625) 208;5(0 (-0,3315)) +— (0 0,75) + —(O—(—l))
k'=1" )

- Cy 0

> 2 (M, ~M?,) =16632tom

oz Cipe
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ZCk E.K.0, =0, yaque 6, =0 en todos los miembros empotrados-empotrados que
k=1

Ilegan a la junta D. Siendo 6, , el giro de la junta del miembro distinta a la junta
donde se elimind la incdgnita.

n El, A El A
C,+C,)EK =(6,8701+5,7402) —>—1 +(31861+1,8172) — 2| - —1L
;( ik QEK @ = ( ) 15 15 ( ) 15 ( 1,5j

+(4,6339-2,0875) S0 [ A1) g3) Elo[_ A1) 5931381 A,
3 |3 6 | 6
n' 2 _\2 _ 2
S E K, 0 Cpo— 2y = (0 Elo A, (4 359 (20879 Bl 4y
2 C.. 9 ' 6 6 46339 ' 3 3

2 2
+(4 —2—)ﬂ _As ), (4—2—)ﬁﬁ = 0,6326E1,A, +0,1875EI ,A, —0,3333EI A,
4’ 3 3 4’ 4 4

s AL .
ZCHkEkka—k=0, ya que AL =0 en todos los miembros empotrados-
k=1 k

empotrados que llegan a la junta D. Siendo AL, el alargamiento o acortamiento del
miembro empotrado-empotrado.

z 1+ &)Ek'Kk'CHk' A

ik' Kk
articulados que llegan a la junta D. Siendo AL, el alargamiento o acortamiento del
miembro empotrado-articulado.

=0, yaque AL,. =0 en todos los miembros empotrados-

Ya definidos todos los términos que componen la expresion de momento M
planteamos ésta:

DA?

; 0- ) El

9°6
My, =50625- (0-50629 + 0-(-9,724) -5644-19618+0632E|,A, +0187E A
> 0! I 9raeE), razazy, 0 1A - o "

B L9 Eb A
033BELA, +29313]-(O— )" "]

Mo, =69791+0115FIA, +0,017&E1A, —0,031ELA,
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Ahora planteamos las demas expresiones que nos interesan:
Miembro AD:

Hallamos las expresiones de empuje de este arco segun las ecuaciones (10) y (11) del
método de eliminacion de incdgnitas de giro, ya que la articulacion de este arco, esta
a laizquierda de Iajunta D (junta donde se elimind la incdgnita de giro):

Eb 75 [2,4169+3,5635F_I0A1+O,187EEIOA2—0,333’£I0A3]—%1]]
AS
=675+ El 75 = [24169+3563E|A, +0187FI A —0333$|A3]—ﬁ]]
9 14063$I ’ ’ 0 ' o 0 6
,A, —0,0037ELA, +0,006€EIA,
Miembro BD:
20875 El
20875 (4’6332%( 4’2232 )TO
M, =0,331 ! [2,4169+3563EI,A, +0187FEIlA,
4,6339 14063FI,
—20875% El, A,
—O,333EI0A3]—(4,6339—M) ]

4,6339
Mg = 0,3938-0,098E A, +O,0164EI0A2 —O,OZQZEIOA3

Hallamos las expresiones de empuje de este arco segun las ecuaciones (10) y (11) del
método de eliminacion de incdgnitas de giro, ya que la articulacion de este arco, esta
a la izquierda de la junta D (junta donde se elimind la incognita de giro):

El
s =—0918+ —4279[ (1 2087 [ ! [2,4169+3563%I,A, +0187%EI,A, —0,333EI A, ]
3 15 4,6339 14063F]I,
—ﬁ]]+ﬂ(o—(4)3313)——19768+0041{£| A, —0,007El A, +0,0124E1 A
37 15x4,6339 ' B ' o 072 s
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El
M — 0918 Ele 4279y 20875, 1
3 15 4,6339 14063,

[2,4169+3563%I,A, +0187EI A,

A
~0,333EI,A,]-—211+ 4,279

3 m@—(ﬂamm =-19768-0,041&I,A, —0007El A, +00124E1 A,

Miembro DG:
oEb
6
M..=0,75+——2—[24169+3563%FI A +0187FI.A, —0,333FEI A
DG 14,063£|0[ OAl 0—2 0 3]

- —3)EG|°[— Aelj] =10078+0,546&1,A, +0,02E1,A, —0,035F|,A,

El
_35h
M, = 0,75+14()6;5£|()[2,4169+ 3563E| A, +0187EI,A, —0333EIA,]

- (9—3)'56'0[— Agj] =0,6641+0,04E1,A, —0,006 El,A, +0011E | A,

Hallamos las expresiones de empuje de este arco segun las ecuaciones (4) y (5) del
método de eliminacion de incdgnitas de giro, ya que la otra junta diferente de D, esta
a la izquierda de D (junta donde se elimind la incégnita de giro):

Hyo=14Cl /™ 1
6 3 14063El,
+0,005€1,A, —0,009EI,A,

[24169+3563F| A, +0187E],A, —0333F|,A,] =10716+01056] A,

El, 75, 1
=1+ 0 [~ [2,4169+3563E]A, +0187F| A, —0333EIA,] =-0,9284+0105€E|
GD 6 3 [14,0633E|0 [ OAl 0=2 OAB] OAl

+0,005€1,A, —0,009E A,

H

Miembro DF:

4,6339%

3
M.. =-03315+——2[2,416%3563%FEI Aj +0187FEI A, —0,333FEI A
bF 14,063£|0[ 0 0 0 3]

—(4,6339- 2,087520(—21]] =-0,066+0,674%&1A, +0,020&E1,A, —0,036&E 1A,
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~20875°0

3
M., =0,3315+——>[2,416%3563%FEI Aj +0187FEI A, —0,333FEI A
Fo 14,063£|0 [ 0 0 0 3]

—(4,6339- 2,0875?(—21]] =0,2119+0106&1,A, —0,009FEI A, +0,016FEI A,

Hallamos las expresiones de empuje de este arco segun las ecuaciones (4) y (5) del
método de eliminacion de incdgnitas de giro, ya que la otra junta diferente de D, esta
a la izquierda de D (junta donde se elimind la incégnita de giro):

Hyp =-0018+ 0 42791 154160, 35631, +0187E A, ~0333EA,] = 17542

3 3 '14063F,
+0,120F 1 A, +0,006F 1A, —0,011FI A,

El
Hop =018+ 4219 1 15416013563 1,A, +0187E1 A, ~0333EI,A,] =—1754%
3 3 14063,

+0120%I,A, +0006FEI,A, —0011FI A,

Miembro ID:
2 El
5 (4_27 -0
M, =075+ (0-075+— 2 3 [24169+3563EI,A, +0187EI,A, —0333EI A,]
4 14063EI,

2% Ely( A,
_M_ﬂzaGsh

M, =-0,9531+ 0,253 1A, +0,013E LA, + 0,309 1A,

Miembro DJ:
2 El
2 (4_24 TO
M., =1+-(0-(-)+———"[2416H3563%EIl A, +0187FEI A, —0,333FEI A
DJ 4( ( ) 14,063E|0[ 0-—1 02 0 3]

22 El, (A,
‘“‘4)4(4ﬁ

Mo, =1,6289+ 0190l A, —0177%EI,A, —0,017&E LA,
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Miembro CD:

El
574022

15
M, =—336276+—————[2,416%-3563%I,A, +0187FEI,A, —0,333FEI,A
CD 3 14,06335'0[ 0—1 0=2 0 3]

El, A,
- ) y — 1= —4iY 1 ] 2 T Yy
(194805+5,7402 15 LS] 3297-102394&1,A, +0,051E1,A, —0,0864&1,A,

El,
68701
Moe =—16,8137+m[2,4169+3,563EI0A1 +0187EI,A, —0333FEI,A,]

El, A
— (68701 5,7402Tgl—é] =-160266-4,443%EI,A, +0,061EI A, -0108FEI A,

Miembro DE:

J,8172EI0
15

14063,

El,( A
—(9,4167+L8172)15°[—Lé]] ~151867+53El,A, +0,016E1,A, —0,0287EI, A,

M., =149785+ [2,4169+3563E | A, +0187EI A, —0333EIA,]

3,1861ﬂ

M e = 6,6711+1§[2,4169+3,563$I0A1 +0187%EI,A, —0333EI A,]

’ 0

El,( A,
—(3,1861+J,8172)E Is 1=7,03642762E1,A, +0,028EI,A, —0050FI A,
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Ahora se plantean las ecuaciones que resuelven el problema (aplicacion del principio
de trabajos virtuales para las 3 desplazabilidades):

Para la desplazabilidad A, tenemos:

M pa@ap + M pg@sp +(MCD +MDC)¢CD +(MDE +MED)¢DE +(MDF +MFD)¢’DF
O3A1 B O3A1 0

+(M e + Mg Jpep —9t/mo

Por lo que nos queda:

(6,9791+0,1157E1,A, +0,0178El, A, —0,0316|5|0A3)ﬁ
+(0,3938 - 0,0984E1,A, +0,0164EI A, —o,ozng|0A3)ﬁ
+(~32,97 -10,2394EI ,A, +0,051E1,A, —0,0864El A, )ﬁ

+(~16,0266 — 4,4439EI A, +0,0611EI A, —0,1085EI 0A3)1A—é

+(7,0361+ 2,762EI A, +0,0283E1, A, —0,0503El,A )( féj
+ (151867 +5,3EI,A, +0,0162EI ,A, —0,0287EI A )( j

+(~0,066+0,6744E1 A, + 0,0206EI ,A, —0,0366ElI,

5}
)

+(0,2119+0,1066E1,A, — 0,0093El,A, + 0,0165EI

[
{3

oA
+(1,0078+ 0,5468EI1 A, +0,02E1,A, —0,0355E1 A )(
+(0,6641+0,04El,A, —0,0067El A, +0,0118El,A )(

-1

3
3
37, 3A

—9t/mo3 A, —2toTl=O

Asi obtenemos la ecuacion 1:
—15,5352E1,A, +0,0475El,A, —0,0816El A, = 56,2624
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Para la desplazabilidad A , tenemos:

A
M 5, @ _2t°72:0

Por lo que nos queda:

A
(16289+0190EI, A, ~0177El,A, ~0017&El,A,)~ 2 ~A, =0

Asi obtenemos la ecuacion 2:
0,0475El,A, —0,0443E1,A, —0,0045El,A, = 0,5927

Para la desplazabilidad A,tenemos:
A

Moo _2t°73:0

Por lo que nos queda:

A
(-09531+0253&1,A, +0013EI A, +0,309(£I0A3)(—33]—A3 =0

Asi obtenemos la ecuacion 3:
—0,0845E1,A, —0,0044EI1,A, —0,1032El,A, = 0,6823

Ahora se resuelve el siguiente sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas:
—15,5352EI,A, +0,0475El ,A, —0,0816EI A, = 56,2624

0,0475EI,A, —0,0443EI A, + 0,0045E1 A, = 0,5927
—0,0845E1,A, —0,0044EI,A, — 01032El A, = 0,6823

Y se obtienen los siguientes valores:

El,A, =—3,6604
El,A, =—17,5949
El,A, =—2,8642

Luego, estos valores se sustituyen en las expresiones de momento y empuje en los
extremos de los miembros, Obteniéndose asi, los siguientes valores:
Miembro AD:

M, = 6,3329t—m,H,  =-8,0696t,H ., = —8,0696t

Miembro DB:
M g =0,5491t —m ,H ., =—1,7361t, H o, =—1,7361t
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Miembro DG:
Mpe =-1,243%-m, M, =0,6018t—m, H,, =0,6149% ,H,, =-1,3851t

Miembro DF:
M =-2,7922t-m,M ., =-0,0619t—m,H . =-2,2739t,H , = -2,2739t

Miembro DlI:
My, =-3,0014t—m

Miembro DJ:
M, =41071t-m

Miembro CD:
M, =386t—m, M. =-0,5246t —m

Miembro DE:
Mg =-4,4161t—-m , M. =-3,4277t—m

Ejemplo 4.7.2:

El siguiente ejemplo explicativo, trata el caso en donde se deben combinar las
ecuaciones del método de las rotaciones, y las ecuaciones del método de eliminacion
de incdgnitas de giro.

Sea la siguiente estructura:

h 5t/m
3m
7 B D

A

4dm

A / 6m L 4dm T
/

Todos los miembros tienen el mismo valor de 1,. El miembro AB, es un arco
parabdlico compensado, y los demas son miembros de seccidn constante.

La maxima cantidad de giros que se pueden eliminar, aplicando el método de
eliminacion de incognitas, es 1 (el giro en B 0 el giro en D), por lo que las Unicas
incdgnitas que quedan son 2 (el giro en B 6 en D, y una desplazabilidad horizontal).
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Estructura Primaria (Eliminando el giro en D):

5t/m
A D
A
_1c _IE
|
Ko =l ZEO’ Kec = Kgp = Kpe =19K,
Hallamos los momentos de empotramiento.
504% 20 504> 20
MO = =""tom, M2, =—= " =_""tom
® 12 3 o8 12 3

Debido a que se elimind el giro en D, se aplicaran las ecuaciones del método de
eliminacion de incognitas, en aquellos miembros que concurren en la junta D.

. 20 n n o
M == 3 CEcK,b, =3EK 0, D (C, +C\ JEc K, o, ~ - KA
k=1 k=1

k=1

> C, E¢K, =12EK,
k=1

Miembro BD:
Para el miembro BD, tenemos:
M o =§+2X1’5i E—3EK09B —2,25EK A |+ 4Ex1,5K 6, =§+2EK09B
3 12EK, 3 3 4
—iEKOA
16
Mgy = —§+% @—3EKOQB —2,25EK A |+ 2Ex1,5K 6 = —E+§EK09B -
3 12EK, 3 3 2
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Miembro DE:
Para el miembro DE, tenemos:

4X1,5EK

o _ DA.SER, §—3EK093 _2,25EK A |- 6EXL5K, [ — 2 _10.3 EK 0, +gEK0A
12EK, | 3 4 2 8

= 2EOEK 120 apy g, —2,25EK0A}—6EX1,5K0(— §)=§—§EK098 + 2 A
12EK, | 3 4) 3 4 16

Ahora para el miembro AB y BC, aplicamos las ecuaciones del método de las
rotaciones:

Miembro BC:
A 9
M, = Ex1,5K{46?B - 6(— ZH = 6EK, 0, + EK;A

Mg = Ex1,5K{26?B - 6(— %H = 3EK 0, +% EK,A
Miembro AB:

Para este miembro A, = A
M, = EK{— 30, + 7,5%} = 3EK, 0, + g EK,A

Mg, = EKO{QGB —7,5%}:9EK008 —gEKOA

Hy, = T2 K|~ 0, + =2 | =~ 2 EK,0, + 2 EK,A
3 2 2 4
— X3
3
H oo =2 EK, |- 0, + =2 | —2EK,0, +2EK,A
2 2 4
gm

Ahora, planteamos las ecuaciones que resuelven el problema (sumatoria de momentos
en la junta B y aplicacién del principio de trabajos virtuales para la desplazabilidad
A):

Haciendo sumatoria de momentos en la junta B, tenemos:

Mgs + Mgy +Mg. =0

[QEKOHB —% EKOAJ+[%+%EKOHB —% EKOAJ+[6EKOHB +%EKOAJ =0

Asi nos queda la primera ecuacion:

8lek 0, -SEKA=-2
4 16 3
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Aplicando el principio de trabajos virtuales para la desplazabilidad A, tenemos:
(MED + MDE)qDDE +(MBC + MCB)qDCB + HBAA:O

E—§EK09B +9EKOA + §—§EKOOB +£EKOAJ (—éj
3 2 8 3 4 16 4

+ ((GEKOOB + % EKOAJ + (BEKOOB + % EKOAD(— %) + (—% EK 05 + % EKOAJA =0

Asi nos queda la segunda ecuacion:

—QEKOOB 37 EK,A=5
4 16
Resolvemos el siguiente sistema de 2 ecuaciones con dos incognitas:
8l EK,0, B EK,A = -5
4 16 3
—6—7EKOHB 3 EK,A=5
4 16
Por lo que nos queda:
£K, g, = - 1120
2901
EK, A = 1240
2901

Sustituyendo estos valores en las expresiones de momentos y empujes, tenemos:
Miembro BD:
Mg, =5,9497t—m , Mz =—4,626t —m

Miembro DE:
M =4,626t—m,M, =3,0265t—m

Miembro BC:
M. =-0,8893t—m, M =0,2689t —m

Miembro AB:
M,z =2,7439t—m,M,, =-5,0603t—-m,H,, =1,758t ,H ,;, =1,758t
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Ahora resolvamos el mismo problema, eliminando el giro en B:

Estructura Primaria (Eliminando el giro en B):

5t/m
O DN

B

XN

A
b

| C© _E

Debido a que se elimind el giro en B, se aplicaran las ecuaciones del método de
eliminacion de incognitas, en aquellos miembros que concurren en la junta B.

n 20 n n 9
Y MG =7 Y CEK,G, =3EK 0, 3 (Cy +ChEcK oy = — EKA
k=1 k=1 k=1

n n AL 5
D CyEcK, =21EK;, > C, E K, - =-ZEK,A
a P} f 2

k

Miembro AB:

Aplicamos las ecuaciones (1) y (2) colocando el negativo el término C, E, K, Af"k :

k

ya que la otra junta del arco diferente de B, esta a la izquierda de ésta.

-3EK
) 20 ek Tk A+ 2EK A [+ 2K A =204 S ek 0, + Bk A
21EK, 3 4 2 2 21 7 28
LB | 20 apk g fEkoa+ ek |- 2Eka=-2 Oek 0, -8 ek A
21EK, 3 4 2 2 7 7 28
HAB = 75 EK() B s |:_20_3EK00D _g EK0A+§ EKOAi|+A :@4—3 EKO0D +@ EKOA
21EK, 3 4 2 EX3 63 14 168
L 3 =
Hyy =2 EK, | —— [—20—3EK09D Sekas EKOA}A 20, 5 ek 0, + 2Dk A
3 21EK, 3 4 2 EX3 63 14 168
L 3 =
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Miembro BC:

4XL5EK,,
= PAEKG | 20 sk 9, -2 EK, A+ 2EKA |+ 2EKA=-20 Sk 0, + DEK,A
21EK, | 3 4 2 4 21 7 28
o = 2ER | 20 g 5 SEk A+ 2EK A [+ 2EK A= 22 BEK 0, + LEK,A
21EK, | 3 4 2 4 21 7 7
Miembro BD:
20 4xI5EK, 9 5 100, 15
+ ———-3EK6, —— EKA+—= EKA |+2X1,5EK 6, =—+— EK 6, —E A
o R Bk gy B+ B+ 205K, < K+ K
20 25EK, 9_ 5 160 39
- 20 _3EKG, L EKA+2 EKA | +4 5E0:———E0—EA
o 2 T B0, A+ EKA |- 405K~ S EK B,

Ahora aplicamos las ecuaciones del método de las rotaciones para el miembro DE:
Miembro DE:

Mpe {449D —(4+2)(—iﬂ)d,5EKo =6EK,6, +i EK,A

0= {29[, —(4+ 2)(—2)}0,5%0 =3EK, +Z EKA

Ahora, planteamos las ecuaciones que resuelven el problema (sumatoria de momentos
en la junta D y aplicacion del principio de trabajos virtuales para la desplazabilidad
A):

Haciendo sumatoria de momentos en la junta D, tenemos:

Mpe + Mpg = 0

6EK09D+2EK0A + —@+§EK09D+iEKOA =0
4 21 7 28

Asi obtenemos la primera ecuacion:
ﬁ EK,0p 16 —EK,A= @
7 7 21

Aplicando el principio de trabajos virtuales para la desplazabilidad A, tenemos:
(MED + IVIDE)(DDE +(MBC + MCB)¢CB + HBAA:0

[(3EK00D +% EKOAJ+(6EKOQD +%EKOAD(— %)
-2 ek g+ Oekal+[-23ek,0, + LekA —éj
21 14 28 21 7 "7 4
50 5 205

+ (— +—EK 0y + — EKOA)A =0
63 14 168
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Asi obtenemos la segunda ecuacion:

_i EK 0, U395 EK,A = _%
7 336 63

Resolvemos el siguiente sistema de 2 ecuaciones con dos incognitas:

Her 0, + 2 EK A= 22
7 7

21
ek, - ek a=-2
7 336 63
EK,0, = 2040
8703
EK A = 2240
2901

Sustituyendo estos valores en las expresiones de momentos y empujes, tenemos:
Miembro BD:

M .o =5,9497t—m, M, =—4,626t—m

Miembro DE:
M =4,626t—m,M, =3,0265t—m

Miembro BC:
M. =-0,8893t—m, M =0,2689t —m

Miembro AB:
M,z =2,7439t—-m,M,, =-5,0603t—-m,H,, =1,758t ,H ,; =1,758t
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4.8 Ejemplos de Estructuras resolviendo su analisis

A continuacion, se presentan ejemplos de estructuras, resolviendo su analisis, tanto
por el método de las rotaciones, como con el método de eliminacion de incdgnitas,
para luego comparar resultados y hacer conclusiones.

Ejemplo 4.8.1:
Sea la siguiente estructura:
9 t/m
A |
£ A B D E
o™
C
L c o H
8t 16 t.m
S
o™
<
T e ric M |
£
<t
J L
74
4m 4m 4m 4m
2 L L L L
“1 “1 1 1 1

Hallar los momentos en los extremos de los miembros, sabiendo que los
mismos son de seccion constante, y tienen el mismo valor de Ko
Ko=I/L
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Solucién por el método de rotaciones

Estructura primaria
9Um owm

S
S
™
74
S
™
74
€
<
74
4m 4m 4m 4m
L L L 4 4
1 1 1 1 4

Esta estructura no tiene desplazabilidades, y los grados de giro son 7
(QB’QC’QD!QG,QH,QK yQM)

Hallamos los momentos de empotramiento:

9042 150 42 804
MgB:T:]_ZtOm MI('_))E: 12 :20tom MgC: 8 =4tom
9047 150 42 804
Mo, =— 5 =—12tom M3D=_T=_20tom 'V'c°e=—T=—4tom

16 16

M ¢y == =4tem M = =4tem

Ahora, para resolver el problema, debemos plantear las ecuaciones de sumatoria de
momentos en las juntas cuyos giros son incégnitas.

ZMB=0—>MBA+MBC:O @
DM =0>Mg+Mg + Mg + Mg, + Mg, + Mg =0 (2)
D> My =0-My +My =0 (3)
> Mg =0->Mge +Mge =0 (4)
dYMy=0>M, +M,. =0 (5)
DM =0>Mg +M =0 (6)
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ZMM =0>M, +M,c=0 (7)

Ahora planteamos las expresiones de momento, en los extremos de los miembros,
segun el método de las rotaciones:

M, =12+ 2EK,6, M =4EK 6. +2EK 6,
Miembro AB Miembro CD
Mg, =-12+4EK 6, M e = 2EK, 6. +4EK,0,

Mg =4EK 6; + 2EK 6, M =20+4EK,0,
Miembro DE
M = 2EK,0; +4EK, 6, M, =—-20+ 2EK 6,

Miembro BC

Mg =2EK,0, M, =4EK,0,
Miembro HI
Mg =4EK 0, M, =2EK,0,

{MGC = 4+ 4EK 0, + 2EK 0,

Miembro FG

Miembro GC
M e = -4+ 2EK 0 + 4EK 6,

Mg, =4+4EK 6. +2EK 6,
Miembro HC
M, =4+2EK, 0. +4EK 0,

o = 4EK 6. + 2EK 0,

M
Miembro KC
M =2EK,0. +4EK,0,
M

o =4EK, 0. + 2EK 6,
Miembro CM
M

ve = 2EK 0. +4EK,0,,
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Con estas expresiones, se arman las ecuaciones (1) a (7):

~12+8EK 0, + 2EK,0, =0 (1)
2EK 0, + 2EK 0 +2EK 0, + 2EK 0, + 2EK,0,, + 2EK 0, + 2EK,0,, =0 (2)

20 +8EK 0, +2EK 0. =0 (3)
4 +8EK 0 + 2EK 0, =0 (4)
4+8EK,0, +2EK,0, =0 (5)
8EK,0, +2EK,0, =0 (6)
8EK,0,, +2EK,0, =0 (7)

Luego, resolviendo el sistema de 7 ecuaciones con 7 incognitas, se obtiene:

4 61

EKOHC =z, EKOHB :E’ EKOHD = —E, EKOHG = —E, EKOHH = -

1 1
ER o0 ==z EKoy ==

107 23

23
42

Sustituyendo estos valores en las expresiones de momento en los extremos de los

miembros, nos queda:

_as
21

AB
Barra AB
_130

M., =
BA 21

_ 206
21

DE
Barra DE
021

M_. =
ED 21

Barra HC

130
© =21
Barra BC
11
M cB — E
23
FG — _Z
Barra FG
46
|\/| [
GF 21
46
HE = _Z
Barra HI
23
M, =——
IH 21
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13
M co ~— _g
Barra CD
11
M cB — E
46
Gc — Z
Barra GC
13
Mg = _g
2
M KC = E
Barra KC
4
M. =—
CK 21



2
MCM :§ Kl =
Barra CM Barra KJ
4
Myc = 21 My =-o-

ML 21

Barra ML
2
M v = _z

Solucién por el método de eliminacion de incégnitas de giro

Estructura primaria

9 tm t 9vm }

S
S
™
74
S
™
|
74
F
S
<
7L
4m 4m 4m 4m
L L L L
1 1 4 1 4

Siguiendo los lineamientos del método, si se elimina el giro en la junta C, no se
podran eliminar los otros giros, en cambio, si eliminamos uno de los otros giros
diferentes de C, no se podra eliminar en giro en C, pero si se podran eliminar los otros
giros, por lo tanto, se eliminaran como incognitasé;, 6, ,6;,6,, .6, y 6,,, y queda

como Unica incégnita, el giro en C.

2EK
Mg =124— 70
AEK, +4EK,

Miembro AB
4EK

Mg, =—124———0
AEK, +4EK,
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Miembro BC

Miembro CD<

Miembro DE X

Miembro FG

Miembro FG

Miembro GC<

Miembro HC

~

~

~
~

~
~

~
~

~
~

~

MBC

Meg =

HC —

HC —

4EK,

——— 0% [ (-12+0) - (2EK, 6. )]+ 2EK,0, =6+ EK,0,
4EK, +4EK,
2EK, 7
— |- (-12+0) - (2EK,0. ) |+ 4EK 0. =3+ - EK, 6,
@ =gk gk, 1270~ (CEKG) >
4EK,
=———|—(20+0) - (2EK,0.) |+ 2EK.0. =-10+ EK,0,
DC 4EKO+4EKO[ ( ) ( 0 C)] 0YC 0YC
2EK, 7
=——— 9 [ (20+0 2EK, 6, 4EK,0. =-5+—-EK,0
DC 4EK, + 4EK, [ (20+0) —( )]+ +2 obc
4EK,
Mpe =20+ ———|—-(20+0) - (2EK,6 10- EK,6
e 1K 4EK[< ) - (2EK,6,)]= 00c
2EK, 1
Mg =20+ ————|-(20+0) - (2EK,6,; ) |=—-25-—- EK,0
co 4K -4k (2040~ (2EK,)]=-25- T EKiG,
2EK,
— % [ (4+0) - (2EK,0,)]= 1—1EK9
4EK, +4EK, 2
4EK,
— |- (4+0) - (2EK,0, ) |=—2 - EK,0,
o 2EK. 4EK[< ) - (2EK 0, )]
2EK, 1
=—— |- (4+0)-(2EK 0.)[=-1-=EK.8
s =k s apk, (0~ (2EK )] =-1- D EK,
4EK,
=——— |- (4+0) - (2EK,6. ) |=—2 - EK 6,
o = 2EK. 4EK[< ) - (2EK,6,)]
4EK,
Mge =4+———-|-(4+0)—(2EK 6, )|+ 2EK,6, =2+ EK,0,
ce =4+ IER 4EK[< ) - (2EK,0, )]
2EK, 7
=4+——|—(4+0)-(2EK.8.) |+4EK.8. =-5+—EK,0,
0 = A aE gk, (ORI ABK G =5+ EK G,
2EK,

.
——|-(4+0)-(2EK,8.) |+ 4EK 6. =3+—EK, 6,
4EK+4EK[< ) — (2EK,0c)] + 4EK 0 =3+ EKy0

4EK,
+—2 |- (4+0)—(2EK 6, 2EK 6. =2+ EK O
4EK+4EK[(+)( oc)]+ o0 =2+ EK,0;
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a 4EK,

=———— |- (4+0) - (2EK,6; )|=—2 - EK,0,
1 =2EK, 1 agK, O (BRG]

Miembro HI <
_ 2EK

~ M 4EK, +4EK,
e 4EK,

MKC T ——

4EK, +4EK,

[ (440 ~(2EK0,)]=-1-2 K@,

[~ (2EK,6, )]+ 2EK, 0, = EK,0,

Miembro KC

2EK,
MCK e AL

- 4EK, +4EK,

(o AEK,

M 4EK, +4EK,

[~ (2EK, 6, )]+ 4EK, 0, ;EKOHC

[~ (2EK,6, )]+ 2EK, 0, =EK,6,

Miembro CM<
2EK, 7

=—— 2 | (2EK.0.)|+4EK.0. =—EK.0
\_'V'cM 4EK0+4EKO[( oc)] Kobe 5 —07C
6 4EK,

M,, = m[— (2EK, 0. )|=—-EK,0,

Miembro KJ 3
(M= s agic BRG] =5 EKGt
Mo~ KO£k,
Miembro MLY
(Mo =g o |- EKA,

Ahora hacemos sumatoria de momentos en la junta C, para resolver una Unica
ecuacion con una Unica incognita.

>'M, =o—>(3+%EKoecjx2+(—5+%EKoecjx2+G EKOOij2=O—>—4+21EK09C =0
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Resolviendo la ecuacion, se obtiene:

EK,6; = i, luego, sustituyendo en las expresiones de momento en los extremos de
21

los miembros, se obtiene:

313
ST
Barra AB
130
M. =—-"2
BA 21
- 206
Moe =51
Barra DE <
527
e =70
-~ 11
My :E
Barra HC <
_46
_ HC — 21
2
My :§
Barra CM
4
M,.=—
MC 21

130
© 21
Barra BC
11
M cB — E
~ 23
M FG — _Z
Barra FG <
_ 46
\_ GF —Z
~ 46
HE = _Z
Barra HI<
_ 23
L H - z
4
My, = Y
Barra KJ
2
K = _z
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MCD = _g
Barra CD
11
MCB ZE
- 46
Moc :Z
Barra GC<
13
\MCB _E
-~ 2
MKC _§
Barra KC <
4
M. =—
_ CK 21
4
MML = _z
Barra ML
2
LM :_Z



Ejemplo 4.8.2:
Sea la siguiente losa:

5200 kgf/m
A JAN JaN JaN yAN JAN yaN
A B C D E F G

Todos los tramos tienen una longitud de 3 m, y son de seccién constante.

Resolviendo por el método de rotaciones:
Para resolver el problema por el método de rotaciones, debemos considerar 5
incognitas (6, 6., 65, 0y 6;).

Hallamos los momentos de empotramiento:

2
Mps =Mge =Mgp = M3 = Mg = M{, =%=3900kgf—m

2
M& =M =M% =M% =M? =M, =—%=—3gookgf—m

Ahora planteamos las expresiones de momento en los extremos de los miembros:
2

Mg, = —3900+%(0—3900)+ (4—%}&093 = 5850+ 3EK 8,

M .. =3900+ 4EK, 0, +2EK, 6., M, =—3900+ 2EK, 0, + 4EK, 0,

M, = 3900+ 4EK, 6, +2EK,0,, M. =—-3900+ 2EK, 6, +4EK, 0,

M e = 3900+ 4EK, 0, +2EK,0., M, =-3900+ 2EK, 0, + 4EK, 0,

M- =3900 + 4EK,0, + 2EK, 0, M =—3900 + 2EK, 6, +4EK, 0,

2
M .. =3900+ %(o —(-3900)) + (4 —%)EKOQB = 5850+ 3EK 8,

Ahora hacemos sumatoria de momentosen B, C,D,Ey F:

> Mg =0-5My + Mg, =0— 7EK0;, + 2EK 0, =1950

D> M =0-5Mg + M, =0 2EK, 0, +8EK 0, +2EK 0, =0
DMy =0-5Mpy. + My =0 2EK 0, +8EK,0, +2EK 0, =0
> M. =0-5Mg, + Mg =0— 2EK 0, +8EK 0, +2EK 0, =0
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D> M. =05Mg + M =0 7EK 0 +2EK 0, =-1950
Asi se forma el siguiente sistema de 5 ecuaciones con cinco incégnitas:

7EK, 0, +2EK 0, =1950

2EK 0, +8EK 0, +2EK 0, =0
2EK 0, +8EK 0, + 2EK,0; =0
2EK, 0, +8EK 0, + 2EK,0, =0
7EK, 0, + 2EK,0; = -1950

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene:

EK,0, =300
EK,0, =75
EK,0, =0
EK,0; =75
EK,0, = -300

Sustituyendo estos valores en las expresiones de momento en los extremos de los
miembros, nos queda:

Miembro AB:
Mg, =—4950t —m

Miembro BC:
Mg. =4950t —m, M =-3600t —m

Miembro CD:
M, =3600t —m, M. =—4050t—m

Miembro DE:
M =4050t—m, M, =-3600t —m

Miembro EF:
Mg =3600t—m, M =-4950t—m

Miembro FG:
M, = 4950t —m
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Resolviendo por el método de eliminacion de incognitas de giro:

Se puede eliminar el giro en B, D y F, y tenemos que aplicar las ecuaciones del
método de eliminacion de incognitas de giro en todos los miembros. Asi nos quedan
como incognitas, el giro en C, y el giro en E.

Planteamos las expresiones de momento en los extremos de los miembros:

2
4—2le}<0

Mg, = _3900+Z(0_3900)+ (

2 1
% (1950—2EK09C)=—M—gEKoeC
4EK, +{4—}EKO
4
4EK
M 4 =3900 + — (1950 — 2EK 0, )+ 2EK .6, :M+$EKOQC
4EK, +£4—ZJEKO
4
2EK 24
M ¢ =—3900 + 022 (1950 - 2EK .0, )+ 4EK ,6, =—@+7EK09C
4EK, +[4—JEKO
4
2EK 7 1

Mo =3900+m(— 2EK 0. — 2EK .0, )+ 4EK .6, =390+ EK,0c = EK0c

4EK,
M o =—3900+m(—25|<09C — 2EK,0; )+ 2EK 0, =-3900 + EK 6, — EK,6;

4EK,

M e =3900+m(—2|5}<09C — 2EK 0, )+ 2EK 0. =3900 - EK .6, + EK 6,

2EK 1 7
Mo =—3900+m(— 2EK 0. — 2EK .0, )+ 4EK 0, =-3000- 2 EK0; +- EK,0,

2EK

M- =3900+ 0 (1950 - 2EK 6, )+ 4EK ;6. =@+%EK09E

22
4EK, + [4—JEKO
4

35100 6

AEK
0 (~1950 — 2EK .0, ) + 2K .0 = - EK O

M. =-3900+

AEK, + [4— 24JEKO
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22
[4—4JEKO
M o =3900 + (0 - (—3900))+

22
4EK, + [4 —JEKO
4

Ahora hacemos sumatoria de momentos en C y en E:

97 1 3900
D M =0-5Mg + M, :0—>EEK09C —EEKOOE =
1 97 3900

DM =0-5Mg +Mg, =0—>—§EK09C +EEK09E ==

Asi se forma el siguiente sistema de 2 ecuaciones con 2 incognitas:

97 1 3900
H EKOHC —E EKOHE = _T
1 97 3900
—E EKOOC +ﬂ EKOOE = T
Resolviendo el sistema de ecuaciones, nos queda:
EK,0. =75
EK,0; =75

(-1950 - 2EK 6, )

35100

—gEKer

Sustituyendo estos valores en las expresiones de momento en los extremos de los

miembros, nos queda:
Miembro AB:

Mg, =—4950t —m

Miembro BC:
Mg, =4950t —m, M =-3600t —m

Miembro CD:
M, =3600t —m, M. =—-4050t—m

Miembro DE:
M =4050t—m, M, =-3600t —m

Miembro EF:
Mg =3600t—m, M =-4950t —m

Miembro FG:
Mg =4950t —m
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Ejemplo 4.8.3:

Consideremos el ejemplo 5.2.2., como ya se resolvio por el método de eliminacién de
incégnitas de giro, ahora se resolvera por el método de las rotaciones para luego
comparar resultados.

Estructura Primaria;

. C E
Planteamos las expresiones de momentos y empujes en los extremos de los
miembros:

M s =—3EK,0, +gEK0A M., =9EK 0, +gEK0A
M. =6EK,0, +%EK0A, M, = 3EK,0, +%EK0A

20 20
Mo = 6EK 05 +3EK 0y +- M pg =3EK 05 +6EK 0 ——

M. = 6EK,0, +% EK,A,M . =3EK,0, +%EK0A

Haciendo sumatoria de momentos en D, se obtiene la primera ecuacion:

3EK,0, +12EK,0, +%EK0A _ ?

Haciendo sumatoria de momentos en B, se obtiene la segunda ecuacion:
1 20

21EK 0, +3EK 0 —, EKoA ===

Haciendo sumatoria de trabajos virtuales, se obtiene la tercera ecuacion:

—% EK,0, —%EKOHD —~EK,A=0
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Asi se forma el siguiente sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas:
3EK,0, +12EK,0, +%EK0A _ ?
21EK,0, +3EK 0, —%EKOA __ 2

3
—%EKOHB —%EKOHD —~EK,A=0

Resolviendo el sistema nos queda:

EK,0, = _1120
2901
Ko, 4640
8703
K, - 1840
2901

Sustituyendo estos valores en las expresiones de momentos y empujes, tenemos:
Miembro BD:

M, =5,9497t—m, M, = —4,626t—m

Miembro DE:
M =4,626t—m,M, =3,0265t—m

Miembro BC:
M. =-0,8893t—m, M =0,2689t —m

Miembro AB:
M, =2,7439t—-m,M,, =-5,0603t—-m,H,, =1,758t ,H ,; =1,758t
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CAPITULO V
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ANALISIS DE RESULTADOS
5.1 Comparaciones
Las siguientes comparaciones estan referidas a los ejemplos 5.3.

Para el ejemplo 5.3.1 tenemos:

NUmero de incégnitas que se generan:
Método de rotaciones: 7
Método de eliminacion de incognitas: 1

Sistema de ecuaciones a resolver:

Método de rotaciones:
~12+8EK 0, + 2EK,6, =0
2EK 0, + 2EK 0, +2EK 0, + 2EK 8, + 2EK 6, + 2EK 6, +2EK,8,, =0
20 +8EK 0, + 2EK 0. =0
4 +8EK,0, +2EK, 0, =0
4 +8EK,0, +2EK,0. =0
8EK 0, +2EK,6. =0
8EK,0,, +2EK,6. =0
Tamario del sistema de ecuaciones: 7x7

Método de eliminacién de incognitas:
~4+21EK,6. =0
Tamano del sistema de ecuaciones: 1x1
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Para el ejemplo 5.3.2 tenemos:

NUmero de incégnitas que se generan:
Método de rotaciones: 5
Método de eliminacion de incognitas: 2

Sistema de ecuaciones a resolver:

Método de rotaciones:
7EK 05 + 2EK 6, =1950
2EK 6, +8EK,0. +2EK 0, =0
2EK 6, +8EK,0, +2EK 6, =0
2EK 0, +8EK, 0, + 2EK 0, =0
7TEK, 0, +2EK 0, = -1950
Tamafo del sistema de ecuaciones: 5x5

Método de eliminacidn de incdgnitas:
97 1 3900
ﬂ EKOOC —E EKOOE = —T
1 97 3900

—E EKOHC +E EKOHE = —7

Tamano del sistema de ecuaciones: 2x2
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Para el ejemplo 5.3.3 tenemos:

NUmero de incégnitas que se generan:
Método de rotaciones: 3
Método de eliminacion de incognitas: 2

Sistema de ecuaciones a resolver:

Método de rotaciones:

3EK,0, +12EK 0, +%EK0A _ ?

21EK 40, +3EK 0, _% EK A = _2_30

—% EK,0, —% EK,0, — EK,A =0

Tamario del sistema de ecuaciones:3x3

Método de eliminacién de incognitas:
(Eliminando 6,)

% EK 0, ‘% EK,A=—22

3
—%EKOOB —%EKOA =5

Tamano del sistema de ecuaciones: 2x2
(Eliminando 6;)

Bler 0, + Bek,n - 190
7 7 21
e EK,6, _3» EK,A = _%
7 336 63
Tamano del sistema de ecuaciones: 2x2

5.2 Analisis de resultados

Usando tanto el método de rotaciones, como el método de eliminacion de incognitas
de giro, se obtienen los mismos resultados numéricos de los valores de empuje y
momentos en los extremos de los miembros, en cada ejemplo. Lo que es diferente en
ambos métodos es el tamafio del sistema de ecuaciones que se generan, y el nimero
de incognitas que se generan. Se puede observar que, en todos los ejemplos, el
namero de incdgnitas que se generan al usar el método de rotaciones, es mayor al
namero de incdgnitas que se generan al usar el método de eliminacién de incdgnitas,
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y por lo tanto, el tamafio del sistema de ecuaciones que se genera al usar el método de
rotaciones, es mas grande que el que se genera al usar el método de eliminacién de
incégnitas. De esta manera, podemos notar que el logro obtenido por el método de

rotaciones, se puede obtener mas rapidamente usando el método de eliminacion de
incAgnitas de giro.
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CAPITULO VI
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
6.1 Conclusiones

Podemos concluir, que para simplificar el analisis de estructuras, es necesario
sacrificar lo simple de aplicar las ecuaciones del método de las rotaciones, al utilizar
otras ecuaciones (las ecuaciones del método de eliminacion de incognitas presentado
en este trabajo de grado), que dependen de mas parametros, y son mas complejas.
Pero este sacrificio vale la pena, ya que a la final ahorramos, trabajo y tiempo,
factores importantisimos, de los cudles dependemos en nuestra carrera.
Consideremos el caso del ejemplo 5.3.1, donde se eliminan 6 incognitas y se resuelve
un sistema de una sola ecuacion con una sola incognita. Esto demuestra, que es
posible eliminar muchas incognitas a través de éste método. Luego pensemos:
¢Cuanto nos tardariamos resolviendo esta estructura por el método de rotaciones?

Notemos que para resolver la estructura del ejemplo 5.3.1, por el método de
rotaciones, se consideraron 7 incognitas, y se resolvio un sistema de 7 ecuaciones con
7 incognitas. El ahorro de tiempo, lo podemos notar cuando estamos generando el
sistema de ecuaciones a resolver, y cuando tenemos que sustituir los valores de las
diferentes incognitas en las expresiones de momentos en los extremos de los
miembros. Notese, que para generar las 7 ecuaciones, se debe hacer sumatoria de
momentos en 7 juntas, mientras que por el método de eliminacion de incégnitas, se
hace sumatoria de momentos en una sola junta, y para obtener los valores de
momentos por el método de rotaciones, tenemos que sustituir 7 incdgnitas en las
expresiones de momento de cada miembro, mientras que por el método de
eliminacion de incognitas, solo debemos sustituir una sola incognita para obtener los
mismos resultados.

Concluimos también que el método de eliminacion de incdgnitas de giro va de la
mano con el método de las rotaciones. Esto se debe a que cuando aplicamos las
ecuaciones del método de eliminacion de incognitas, en aquellos miembros
concurrentes en una junta, cuyo giro serd eliminado como incégnita, es necesario,
aplicar las ecuaciones del método de rotaciones, en aquellos miembros constituidos
por dos juntas cuyos giros no fueron eliminados.

105



6.2 Recomendaciones

Se recomienda, para la aplicacién de éste método, seguir los pasos dados en 4.5
(Pasos a seguir para aplicar el Método de Eliminacion de Incognitas de Giro), y usar
el criterio dado en 4.4 (Criterio para considerar un arco con junta articulada a la
derecha o a la izquierda de j).

Ademas se recomienda trabajar de forma organizada, para evitar obtener resultados
erroneos. La mala aplicacién de las ecuaciones y criterios, conduce a errores graves
de célculo.

Se recomienda también, a la Escuela de Ingenieria Civil de la Universidad de

Carabobo, ensefiar el método de eliminacion de incdgnitas de giro, como método
alternativo.
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Solicitacion MO M ¢ H2o H°

LI 1 Ly _a o
/\ 48 48 8f 8f
vq Y 5 1 L2 L2

— gL’ —ql? d 9

v 0 0 L L
/\ 4f 4f
iqu iqu Zqgf ——qf

2 2 3
- fitesd) | pZ(1-2) | - E )
A 4 f f 4f f 22 f

5 1 3 1
H — Pf —Pf Zp -ZPp
22" 32 32 4 4
At L o At L a, At L a, At L
At _3%Aht 270 T E — 6O F 62" E|
’ s oo | 3T g 0 stz stz

o, A(A) o, A(AL)
_/A(At)x S -AS SR, 0 0

Todos estos valores son para arcos de eje quebrado de seccion constante
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Solicitacion M M3 H HY
q 2 2
: o 0 0 _ar _ar
Y 8f 8f
y 4 £ £ _qu _qL2
h 64 64 16 f 16f
P PL ey (o se)| Phezq_sya_sey| —1oPL coq_gy| _1OPL 2 oy
‘lHESO’S E0-6) (2-5¢) | &t (-6)B-5¢) |~ ST -E) ) e d)
P
H\ PL PL _15PL _15PL
N 32 32 64f 64 f
q /‘\ 280 280 14 14
> 0,157qf 2 0,0633qf 2 0,4663qf —0,0337qf
f2(9 |
P Ll Ll Lis _P
\ 8 8 2 2
A 0,245Pf 0,068Pf 0,809P ~0191P
/2 -
A A
AL, _75%8b gy 75%48% gy CBaly g ASally g
4 f 4 f
a,A(At) a,A(At)
£ am S Al 0 0

Todos estos valores son para arcos parabdlicos compensados
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Solicitacion M M Hj Hj
Y q A
m —0,1066qR*> —0,1066qR*> —0,5601qR —0,56019R
Y q A
m —0,0155qR? 0,0911gR> —0,28019R —0,2801qR
P
~01105PR 0,1105PR —0,459P —0,459P
q m —2,5269qR? 2,8147qR? —3,4989qR — 4,4989R
> 11207gR? —0,9692qR? 2,25019R 1,75019R
fl2(d
P
-2 PR -2 PR P P
2 2 2 2
B 0,252PR 0,0889PR 0,7994P —0,2006P
/2
8 At 8 At Ar oAt A a At
- El El, | - El El
m 72-8 R °|z°-8 R °| 7z?-8 RZ °|r?’-8 R® "
A(AL)
m a,A(At) £l _a,A(AY) El, 0 0
h h

Todos estos valores son para arcos semicirculares de seccion constante
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Solicitacién M2 M °

q
Y A 4
L _ae
12 12
Fuerza aplicada a - oL
L2, p

;

Momento aplicado a
L/2 M M M

%

A(AY) o, A(At) el o AAt) £l
h h
Al=alAt, 0 0
| Aty -]
| |
APt oA 0 0
AE P
—

Todos estos valores son para miembros de directriz recta de seccion constante

112



APENDICE A

113



RESUMEN DE ECUACIONES

ECUACIONES DEL METODO DE ROTACIONES:

Para miembros empotrados-empotrados de directriz recta y seccion variable:
M, =M,®+[C,6,+Ch, —(C, +C)o, [EK,
M, =M, +[C6,+C,6, - (C, +C)o, JEK,

Para arcos empotrados-empotrados:

AL
M,=M] {Ciei +C6O;, - (C, +C)p; +Cy T}EKO

0

Mji=|v|§’i+{c9i+cj9j—(cj+C)¢ij—cH&}EK

f
Hy=H;+ ei—9j+& C—“EK0
Y, | f

H,=H; {ei—ej +A—L}C—”EKO
Yo | f

0

Para miembros empotrados-articulados de directriz recta y seccion variable:

Miembro articulado en la junta “i”:

2

0 C 0 C
M =Mj +€(Mij - M) +EKy[(0; —9;)(C; -

| c )

Miembro articulado en la junta “j”:

o C 0 C?
My =M +€(M i—M ji)+EKo[(9i _(Pij)(ci _?)]
j j

Para arcos empotrados-articulados:
Arco articulado en la junta “i”:

0 C 0 C:2 C AL
M =Mj +€(Mij -M)+EK,[(0; —¢;)(C, _?)_(1+€)CH —1

o ex G, Cyvi 1 G, Cu g o
HijZHij+EKOT[_(1+CI)(9j (Plj)+(yo 7fq)AL]+7fq (Mij Mij)
_ o & E _ i_CH C, o
H; =H;+EK f [_(1+Q)(9j (D.j)+(yo fci)AL]+—fq (M;—Mp)
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Arco articulado en la junta “j”:

, C 0 C? C AL
M, =My +C7j(M i—M ji)+ EK,[(6, _(Dij)(Ci _?j)+(l+a)CH T]
C C 1 C C
H.=H+EK, " [L+)@ —@)+(———)AL]-—-H (M. —M?
=BG 0 D) ()~ OA 8 (M=)
C C 1 C C
H. =HS+EK P[0+ )@ -¢) +(———P)AL]—H- (M. —M?
=H BT OO -) () — A= (MM

ECUACIONES DEL METODO DE ELIMINACION DE INCOGNITAS DE
GIRO:

Ecuaciones de momento en los extremos de los miembros:

Para miembros empotrados-empotrados:

o Cik Ex Kk
M, =M + ;

2 [Meth_ZM?k _EM;« _Z%(Mk'j _Mlgj)

k=1 k'=l' Mik'

n

chkEkKk + Ek' Kk' (Cjk' _07)
k=1 k=1

ik

n n n Ck.Z n ALk
_ch E K& +Z(Cjk +CIEK @ + ZEk K@ (Cye _C_) _ZCHkEk Ky T
] ] K= ik k4 k
- Z(l_'_c&)Ek Ky Cr Aka_] +CGEK G —(Cy +CIE K p +Cy EK, % 1)
K= ik K k
Si el migémbro es
un arco
0 E« K L L o o
M, =M + Cr E K —[Mexti->MS - > MS > (M, —M?,)
L 4 c kL K= = Cik
ZCjk E Ky + ZEk' Ky (Cjk' _C7)
kL K= ik
n n n Ck.2 n ALk
- ZCk E.KG + Z(Cjk +CEK o + ZEk' K@y (Cjk' —— ) ZCHkEk Ky e
kL kL K= ik k= k

il C. AL, A
_Z(1+C_k)Ek' K Crie f_Lk]+CikEk Kb —(Cy +CIEK @ —CrEK, f—Lk 2)
k=1 i "

ik k

H_J

Si el miembro es
un arco
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Para miembros empotrados-articulados:

Ck.z
C. (Cjk'_?)Ek'Kk' o n n Ck
My =M, + 2 (M =MEy) . % [Mexti=3 Mj, —> M ZC (M, -
ik' ZCJkEkK +ZEkK (CJk Ci) k=1 k'=1' k'

(1S

—ickEk K0, +i(0,-k LCIEKA, +ZEk-Kk-mK-(C,-k- —&)—ZCHkEkKk A
2 ) & f

AL, c’ G ALy
_Z(1+ )EkK Ce ]EkKk(Pk(C,k—f”(l*Clk)EkKC”" )

\ J
Y

Si el miembro es
un arco

Nota: Para arcos empotrados-articulados cuya junta articulada se encuentra a la

AL,.

izquierda de la junta j, el término (1+C—)E K.Chp — : , €S negativo tanto para los
ik' k'

términos que tienen sumatorias como para los que no los tienen. Y el

P AL . .

términoC,, E, K, f—k es negativo para arcos empotrados-empotrados, cuya otra junta
k

diferente de j, esta a la izquierda de ésta, tanto para los términos que tienen

sumatorias como para los que no los tienen.

Ecuaciones de empujes en los arcos:
Para arcos empotrados-empotrados:
Arcos cuya otra junta diferente de jesta a la derecha de j:

»C
H, —H°+EKCf [ ! o [Mextj— ZM ZM Cik -
k=1 o k=1
ZCJkE K, +ZE Ke (Cyi C—)
ik
" C’, < AL,
_ch E KO, +Z(Cjk +C)E K, +ZEk' Ky (Cjk' _?)_ZCHkEk Ke =
k'=1' ik' k=1 k
AL,. AL
—Z(1+ )E KiCuue ) g 4)
k' 0
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. " C
H, =Hg +EKCf [ L o —[Mextj- > M, ZM CikMk.j—Mf.j
k= k'=:
ZchE K, +ZE Ky (Cje C—) '
ik'
n Cl. < AL,
_ZCkEkKkek +Z(Cjk +C)EKy o, +ZEk'Kk'(Pk'(Cjk- _7)_ZCHkEk Ke =
k=1 k=1 k'=1 Cik' k=1 fk
u C. AL,. AL
- @+=)E, K, Cppo —51-6, +—
é( Cik.) k k'™~ Hk fk] k yo] (5)
Arcos cuya otra junta diferente de j estd a la izquierda de j:
0 o 1 X c Ck
i« = Hj +EK, : e . o2 [Mextj—> M, ZM c (M, —Mg)
“ ZCjkEkKk"‘ZEk'Kk'(Cjk-_CL) “ K
ik'
—ZCkEkKQ +Z(C,k+Ck)EkKk¢k+ZEkKk<pk(C,k —7_) ZCHkEkK =
A
Y SOEK, G, Lk]+9+ Ay (6)
k'=1' CI yO
0 Chu 1 N - Cy
Hy =H§ +EK = [-— . —[Mextj—> M, ZM kZ;C (M, =M)
k ik

C. k=1 =
chk Ek Kk + Z Ek' Kk' (Cjk' _CL)
k=1 k1 ik
n n n' Ck-z n ALk
_ch E K\ Oy +Z(Cjk +C)E Ko + Z Ee Koy (Cjk' _C7) _ZCHkEk Ky =
Pomy ik

k

_Z(1+ )EKCHk Lf‘]+9k+A),Lk] (7)

117



Para arcos empotrados-articulados:

Arcos con junta articulada a la derecha de la junta j:
1 . n . n'
[MEth_ZMjk _ZM ZCK (Mkj k' J)
k=1 k'=1'

He, = H2, +EK, Hk[(1 Ck)r

f — Cik ZchEkK +ZEkK(CJk ‘él)
S CEKA Y€, +CIEK A+ Y EKAC, - Cj) > CEK
_kzl;(l+(§i)Ek.Kk.CHk.5]—¢k-]+( 0 fg.k) L]~ fkl::klkl(l\/lk, M) ®)
R (S : % [Mextj—kiM?k—iM -3 M-
k dC,EK, +ZEkKk(C,k—a) F e =G
—ickEkKkek+i(cjk+ck)EkKk¢k+ZEk-Kk-¢k.(C,-k- 7 iCHkEkK o
—kzl(1+ékk)EchHk - <pk]+(0 fglk)Lk] C(M M) g

Arcos con junta articulada a la izquierda de la junta j:

! o [Mextj—iM;’k—iM ZC“(MKJ M)
SeEKEKC-E) T F

ik'

H,, =H2, +E.K, Hk[ (1+%)r
f

_iCkEkKkgk +HZ(Cjk +CIEK @ +ZEk'Kk'(Dk'(Cjk' _%)_ZCHkEkKkAfiLk

-3 EIEK G Tl AL O M, M)

ik k' [ f Clk fk Clk' (10)
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1

o =HiHEK S T

= . [Mexti-> M, — "M, ZC“(MKJ M)
k' k=1 K'=1'

ZC,kEkKwZEkK C,e %)

SCEKA 3G, 1R TEKAC, - S-S GEK

—Z(1+&>Ek-Kk.ch-A—Lk']—mk.]+( BTSNV TSI VR VIR

Cic fi Yo fiCy £ Cie (11)

Donde en estas ecuaciones tenemos:
M, =Momento de j hacia k del miembro empotrado-empotrado.

M,; =Momento de k hacia j del miembro empotrado-empotrado.

M ;. = Momento de j hacia k” del miembro empotrado-articulado.

M,.; =Momento aplicado en la junta k” del miembro empotrado-articulado.

H ;. = Empuje de j hacia k del arco empotrado-empotrado.

H,; = Empuje de k hacia j del arco empotrado-empotrado.

H ;. =Empuje de j hacia k’ del arco empotrado-articulado.

H,; = Empuje de k’ hacia j del arco empotrado-articulado.

M =Momento de empotramiento de j hacia k del miembro empotrado-empotrado.
M =Momento de empotramiento de k hacia j del miembro empotrado-empotrado.

M {. = Momento de empotramiento de j hacia k* del miembro empotrado-articulado,
calculado como si fuese empotrado-empotrado.

M ,; =Momento de empotramiento de k* hacia j del miembro empotrado-articulado,
calculado como si fuese empotrado-empotrado.

H . = Empuje de empotramiento de j hacia k del arco empotrado-empotrado.

Hy =Empuje de empotramiento de k hacia j del arco empotrado-empotrado.

H{. =Empuje de empotramiento de j hacia k’ del arco empotrado-articulado,
calculado como si fuese empotrado-empotrado.
H, =Empuje de empotramiento de k’ hacia j del arco empotrado-articulado,

calculado como si fuese empotrado-empotrado.
Mextj =Momento aplicado en la junta j.

C, =Coeficiente Cjdel miembro k empotrado-empotrado.
C,, =Coeficiente C; del miembro k empotrado-empotrado.
C, =Coeficiente C del miembro k empotrado-empotrado.
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C,. = Coeficiente C; del miembro k* empotrado-articulado, calculado como si fuese

empotrado-empotrado.
C,. =Coeficiente C; del miembro k’ empotrado-articulado, calculado como si fuese

empotrado-empotrado.
C,. =Coeficiente C del miembro k’ empotrado-articulado, calculado como si fuese

empotrado-empotrado.
C,,. =Coeficiente Cy del miembro k* empotrado-articulado, calculado como si fuese

empotrado-empotrado.
C,, = Coeficiente Cydel miembro k empotrado- empotrado.

E,. =Modulo de elasticidad del miembro k’ empotrado-articulado.

E, = Modulo de elasticidad del miembro k empotrado- empotrado.

K, =Relacion Inercia/Longitud del miembro k’ empotrado-articulado.

K, = Relacion Inercia/Longitud del miembro k empotrado- empotrado.

f.. =Flecha del miembro k’ cuando éste es un arco.

f, =Flecha del miembro k cuando éste es un arco.

AL, =Alargamiento o acortamiento del miembro k, cuando éste es un arco.
AL,. =Alargamiento o acortamiento del miembro k’, cuando éste es un arco.
6, =Giro de la junta k.

@, =Giro del miembro k.

@, = Giro del miembro k’.

y, = Ordenada del centro elastico del miembro.

n

0 _ 0 0 0 0 0 0
EMjk_Mj1+Mj2+Mj3+Mj4+Mj5+ ...... +M;
k=1

como si los miembros estuvieses empotrados-empotrados.

" C,. C, C. C.

E M, -M2)==2M,. - M2)+=2(M,. —M2)+—=(M,. —M .
k‘:rcik‘( k'j kj) Cir( 1'j 1]) Ci2|( 2'j 2]) Ci3|( 3j 3])

C. .. Cg . C.
+C—“(M4.j—M4.j)+C—5(M1.j—M5.j)+ ...... +

4 i5' in'
Estos momentos se calculan como si los miembros estuvieses empotrados-
empotrados.

(M —=M3))
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n

ZCkEkKkek =C,E K6, +C,E,K,0, +C,E;K,0, +C,E,K,0, + C.E.K .0, +..+C E K 6,

s L

Z(C,k +C)E K, 0, —(C11+C )E, K1¢1+(C,2 +C,)E, K2§02+(C13+C JE;K 0,

+(C;, +C,)E, K0, +(Cj5 +C5)EsKsps +...+(C, +C)E K 0,

i C. c,’ C,’
k; Ek'Kk'ng'(Cjk' _ﬁ) =E Ko (er _é) + E, K0, (CjZ' _é)
C,’ o C,’
+E3 K30, (Cy _CL) +Ex K9, (Cjp _CL) +Es K95 (C s _CL) +.
i3 4 i5'
C,’
+ En'Kn'gDn'(Cjn' _q)
AL, A AL, AL, AL,
ZCHKE K, —=C,,EK, AL +C,,E,K,—%+C,,E,K,—+C, ,E,K,—/*
k fl f2 f3 4
AL, AL,
+C,E-K, : +..+C,E.K,—
5 n

AL,. . . .
Z(1+—)E K, Cphe —5 =1+ —)E K,Chyp —= Aby +(1+C—2)E2.K2.CH2.£
k'=1' ik' fk‘ Cll fl‘ Ci2‘ f2‘

C. AL, : AL, C. AL
+(1+=)E,K,C .—3+(1+—4)E.K.C 2 (+ 2)EKCe —
Ci3| 3 3'~H3 f3| CM‘ 4 4'~H4 f4. Ci5| 5 5'"~H5 f5-
AL,
) n'~Hn'

ZCJ.kEkKk =C;,E,K, +C,E, K, +C3E;K; +C,E,K, +C sE;K; +...+C E K,

’ c.’ c,’ c,’ c,’

E.K.(C,. ——*)=EK.(C,, ——-2)+E,K,(C,, ——2)+E,K,(C,-——)

l;r k k jk Cik' 1" ™M jl Cilv 2 2 j2 Cizv 3 3 j3 Cigv
c,’ C.’ c.’
+E4,K4,(Cj4,—i)+E1,K1,(Cj5,—i)+...+ En,Kn,(Cjn,—é)
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RESUMEN DE COEFICIENTES ELASTICOS PARA ARCOS SIMETRICOS

S S Arco parab()ollico Arco circular con
_ - compensa Ol I, =constante
Tipo de arco i : m 0
simétrico I L 1 - A
| | L R -
| | ' J
C = Cj 35 9 4,6339
C -0,5 -3 —-2,0875
C, 3 75 4,2790
1 2 2R
2t ‘¢ R
Yo 5 3
. BN s g,
° S L 2R

123




RESUMEN DE COEFICIENTES ELASTICOS PARA MIEMBROS DE
DIRECTRIZ RECTA

Para miembros de directriz recta de seccion constante:

C,=C, =4

C=2

e, - o
L

Para miembros de directriz recta y seccién variable, tenemos:

Para el caso de variacidn recta:

h%H

4 = 1 Z{Ln“y—s}%: 1 Z[Ln“l—sq
r-D°[r-1 2 (r-1)

y-1 2y°
5 - 1 Z{Ln“l—?ﬂ_ 12
r-D°[r-1 2y 2y

L“99°Ci=¢ijzicj= b ic- -
;=9 b, —¢ b5~ 0

. H
, > siendo 7/=F

Para el caso de variacion parabdlica en que la altura “y” varia de la forma
y=ax’+c:

i L ]

hL\Y‘\IH

~ 1 ~ ) oy =1 (r+2)
¢i—8(7/_1)\/}/_1{(37 Darciahl7 4 }

87/2
1t ) G-rir-1
¢’_8(y—1)«/y—1{amg( ) y° }
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1 2=y)r-1| (r+)
= arctgl/y —1)- -
T ofr-1)- =3 e
Luego C, = 4 - C, = 4 -, C= ~¢ —; siendo 7/:i
¢i¢j_§0 ¢i¢j_¢ ¢i¢j_§0 h
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